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aufeinanderfolgenden griBten subordinierten Matrizenkomplexe 


In einer Arbeit ,,Uber die Reduzibilitit der Gruppen linearer homo- 
gener Substitutionen“*) habe ich den folgenden Satz bewiesen: 

«) Wie auch immer eine Gruppe linearer homogener Substitutionen 
unter Hervorhebung ihrer irreduziblen Teilgruppen (irreduziblen Be- 
standteile) in eine ahnliche Gruppe transformiert wird, so kann man 
die irreduziblen Teilgruppen, die sich bei irgend einer solchen Dar- 
stellung ergeben, den irreduziblen Teilgruppen, die sich bei irgend 
einer anderen Darstellung ergeben, eindeutig umkehrbar so zuordnen, 
daB zwei zugeordnete irreduzible Teilgruppen gleichviele Variablen 
haben und iihnliche Gruppen sind. 


*) Transactions of the American Math. Society 4, S. 44 (1908). 
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In einem weiteren Aufsatz ,,Uber die vollstiindig reduziblen Gruppen, die 
za einer Gruppe linearer homogener Substitutionen gehéren“*) habe ich 
alsdann eine neue Gruppenzerlegung eingefiihrt; ich bezeichnete sie als 
die Zerlegung einer Gruppe unter Hervorhebung ihrer aufeinanderfolgen- 
den gréBten vollstindig reduziblen Gruppen. Fiir diese Zerlegung habe 
ich die Giltigkeit des folgenden Theorems nachgewiesen: 

8) Wie auch immer eine Gruppe linearer homogener Substitutionen 
unter Hervorhebung ihrer aufeinanderfolgenden gréBten vollstindig 
reduziblen Gruppen in eine ahnliche Gruppe transformiert wird, so 
sind die gréBten vollstindig reduziblen Gruppen, die sich bei irgend 
einer derartigen Darstellung ergeben, den gréBten vollstiindig redu- 
ziblen Gruppen, die sich bei irgend einer anderen Darstellung unter 
Hervorhebung der aufeinanderfolgenden gréften vollstaindig redu- 
ziblen Gruppen ergeben, der Reihe nach zugeordnet, so daB zwei 
zugeordnete Gruppen gleichviele Variablen haben und dhnliche 
Gruppen sind. 

Fiir ein Hilfstheorem, dessen ich mich zur Herleitung dieser Sitze be- 
dient habe, hat hierauf Herr Stickelberger**) ein einfacheres Beweisver- 
fahren mitgeteilt. Einen Beweis fiir meinen Satz «) findet man auch in 
der Arbeit der Herren Frobenius und I. Schur ,,Uber die Aquivalenz der 
Gruppen linearer Substitutionen“.***) Weiter hat der zuletzt genannte 
Forscher noch die Bedeutung meines Satzes 8) bei Verinderung des Zahl- 
kérpers oder Rationalititsbereiches, dem die Koeffizienten aller Substita- 
tionen der Gruppe angehéren, in seiner Arbeit ,,Beitriige zur Theorie der 
Gruppen linearer homogener Substitutionen“;) zum Gegenstand einer ein- 
gehenden Untersuchung gemacht. 

Eine Gruppe linearer homogener Substitutionen laBt sich als ein 
spezieller Matrizenkomplex ansehen, niimlich als ein solcher, bei dem 
erstens die Matrizen konstante Koeffizienten besitzen und zweitens ein 
derart vollstiindiges System bilden, daB die Komposition irgend zweier 
Matrizen aus dem Komplex stets wieder eine dem Komplex angehérige 
Matrix ergibt. In dieser Arbeit werde ich den Nachweis fihren, daB die 
angegebenen Fundamentalsiitze und die Begriffsbildungen, die mit ihnen 
zusammenhingen, einem viel weiteren Ideenkreise angehéren und dement- 


*) Transactions of the American Math. Society 6, 8. 604 (1905). 

**) Zur Theorie der vollistindig reduziblen Gruppen, die zu einer Gruppe linearer 
homogener Substitutionen gehéren, Transactions of the American Math. Society 7, 
S. 509 (1906). 

***) Sitzungsberichte der Kéniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften, 
pbysik.-math. Klasse, Jahrgang 1906, 8. 216. 
+) Transactions of the American Math. Society 10, 159 (1909). 
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sprechend verallgemeinerungsfihig sind. Es sind Siatze, die fiir einen be- 
liebigen Komplex von Matrizen des naimlichen Grades Geltung haben, ohne 
daB dieser Komplex irgend welchen Beschrankungen unterworfen zu werden 
braucht. Die Koeffizienten der Matrizen kénnen statt Konstanten auch 
beliebige Funklionen einer ecinzigen unabhingigen Variablen aus einem will- 
kiirlich -gewiihlten Rationalititsbereich sein, wie er im § 1 beschrieben 
ist; ferner ist es durchaus unnétig, den Matrizenkomplex in bezug auf 
die Komposition seiner Mitglieder wie bei der Gruppe als abgeschlossen 
vorauszusetzen. 

Die in dieser Arbeit entwickelten Siitze leisten auch das, was Herr 
Bolza*) im AnschluB an Herrn E. H. Moore ein Unifizierung nennt, d. h. 
eine Zuriickfiihrung analoger Theorien auf eine gemeinsame Quelle. Bis- 
her hat man nebeneinander einerseits die oben angefiihrten gruppentheo- 
retischen Siitze, andererseits die von mir gefundenen Zerlegungssitze eines 
linearen homogenén Differentialausdruckes,**) weiter Ansiitze von Herrn 
Schlesinger***) und mir), die die Ubertragung auf ein lincares homogenes 
Differentialsystem bezwecken. In letzterem Falle ist statt eines Matrizen- 
komplexes, wie er in der vorliegenden Arbeit betrachtet wird, eine einzelne 
Matrix Gegenstand der Untersuchung. Diese braucht aber im Gegensatz 
zur Gruppe nicht mehr konstante Koeffizienten zu besitzen, vielmehr 
kénnen ihre Koeffizienten auch Funktionen einer Verinderlichen sein. In 
diesem Aufsatz will ich mich nur mit den allgemeinen, fiir beliebige 
Matrizenkomplexe giiltigen Siitzen beschiftigen, ohne irgend welche Speziali- 
sierungen ins Auge zu fassen. Auf die Bedeutung der gewonnenen Resultate 
fiir den speziellen Fall einer einzelnen Matrix, wo sie auch tiber die Gren- 
zen des bisher Bekannten wesentlich hinausgehen, gedenke ich spiiter in 
einer besonderen Publikation einzugehen; dabei wird sich auch ein neuer 
Kinblick in die Natur der charakteristischen Determinante einer Matrix 
mit konstanten Koeffizienten und in die WeierstraBsche Elementarteiler- 
theorie ergeben. 


*) Einfiihrung in E. H. Mocres General Analysis, Jahresbericht der deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 23, S. 250 (1914). 

**) Uber reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, Math. Aun. 56 
(1908). Uber vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, Math. 
Ann. 62 (1906). Uber lineare homogene Differentialgleichungen derselben Art, Math. 
Ann, 70 (1911). Zur Theorie der linearen homogenen Differentialausdriicke, Math. 
Ann, 72 (1912). Vgl. auch H. Blumberg, Uber algebraische Eigenschaften von linearen 
homogenen Differentialausdriicken, Géttingen, Dissertation 1912. 

"**) Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen, Leipzig und Berlin 1108. 
Siebente Vorlesung, S. 104—121. 

+) Uber lineare homogene Differentialsysteme und ihre Sequenten, Sitzungsbe- 
richte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften. Jahrgang 1913, Abhandlung 17. 
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Jedem Komplex von Matrizen JaBt sich ein Komplex von linearen 
homogenen Differentialsystemen zuordnen, so daB sich die folgenden Unter- 
suchungen auch als solche tiber Komplexe linearer homogener Differential- 
systeme auffassen lassen. Die Lektiire dieses Aufsatzes setzt weder die 
Kenntnis der zitierten Arbeiten voraus noch irgend etwas tiber lineare 
homogene Differentialsysteme. Im besonderen ist alles folgende villig 
unabbingig von jeder Integralexistenz. Fiir die Herleitung unserer Theo- 
reme kommen nur die elementaren Siitze der Determinantentheorie, vor- 
ziiglich jene tiber die Unabhingigkeit linearer Formen in Frage. 


§ 1. 


Rationalititsbereich. 


Den folgenden Untersuchungen liegt ein Rationalitiitsbereich 2 zu- 
grunde. Hierunter soll irgend ein System eindeutiger Funktionen einer 
unabhingigen Variablen x von solcher Vollstindigkeit verstanden werden, 
daB die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division je zweier 
Funktionen aus 2 (die Division durch Null ist ausgeschlossen) sowie die 
Differentiation jeder Funktion aus 2 nicht aus dem fraglichen System Z 
herausfiihrt. Ein solcher Rationalititsbereich & braucht durchaus nicht 
simtliche Konstanten zu enthalten. Wir verlangen, daB £ mindestens eine 
von Null verschiedene GréBe « umfaBt; alsdann enthalt Y die Zahl = = 1 


und mithin alle rationalen Zahlen. © kann mit den rationalen Zahlen er- 
schépft sein oder auBer diesen entweder nur noch weitere Konstanten oder nur 
noch Funktionen der unabhingigen Variablen « oder aber beide Gattungen 
von GriBen enthalten. Alle im folgenden auftretenden Matrizen, lineare 
homogene Substitutionen und Differentialsysteme sollen ausnahmslos Koef- 
fizienten aus dem der Betrachtung zugrunde liegenden Rationalititsbereich Z 
haben, auch wenn dies nicht stets besonders hervorgehoben ist. 


§ 2. 


Definition des Matrizenkomplexes und des Begr ffes ,,derselben Art“, 
Die Reduzibilitit- eines Matrizenkomplexes. 


Gegenstand der Untersuchung ist ein Komplex & von Matrizen: 
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Alle Matrizen dieses Komplexes 2% sollen vom nimlichen Grade » sein. 
Der obere Index ¢ soll die einzelnen in dem Matrizenkomplex & enthaltenen 
Matrizen charakterisieren; er wird aber nur aus Griinden der Bequemlich- 
keit verwendet. Die folgenden Untersuchungen setzen also nicht voraus, 
daB die einzelnen Matrizen des Komplexes & wirklich durch ihren oberen 
Index ¢ charakterisiert werden kénnen; unsere Betrachtungen gelten dem- 
nach auch fiir den Fall, daB U eine nicht abzihlbare Menge von Matrizen 
umfaBt. 

Dem Matrizenkomplex & entspreche in eindeutig umkehrbarer Weise 
ein zweiter Matrizenkomplex %, dessen Matrizen 


pe? ZO ae p? 


11 12 in 

(4) (¢) (¢) 

en re 
(t= 1, 2, ) 

(t) (¢) (¢) 

bo bis ‘ecma Din 


lauten und siimtlich von demselben Grade n wie die des Matrizenkomplexes U 
sein sollen. Zwei vermége der Zuordnung einander entsprechende Matrizen 
aus & und % sollen immer den niimlichen oberen Index ¢ bei den Koef- 
fizienten tragen. 

Von den Koeffizienten ai}, bY aller in & wie in B enthaltenen 
Mairizen wird vorausgesetzt, daB sie ausnahmslos dem der Betrachtung 
zugrunde liegenden Rationalititsbereiche 2 angehdéren. 

Den Matrizenkompler 8 nenne ich dem Matrizenkomplex XU dhnlich 
oder mit dem Matrizenkomplex XU dquivalent oder von derselben Art, wenn 
es eine feste Matrix P vom n Grade mit Koeffizienten p,, aus 2 und 
einer nicht verschwindenden Determinante gibt, die folgende Eigenschaft 
besitzt: Durcbliiuft in der symbolischen Matrizengleichung 
(1) B= — P’P-*+ PAP 
YM alle Matrizen | aj; (¢=1,2,---) des Matrizenkomplexes &, so soll die 
Relation (1) jede Matrix | aj}|| von & in die entsprechende |b;;| von B 
tiberfihren. In der symbolischen Gleichung (1) bedeutet P’ diejenige 
Matrix, die aus P erhalten wird, wenn man jedes Element p,, von P 
durch seinen Differentialquotienten ersetzt;*) P-* ist die zu P reziproke 
Matrix, fiir die PP-' = E ist, wobei F die Einheitsmatrix bedeutet; da 
die Determinante von P nicht verschwindet, existiert P-'. Da P Koef- 
fizienten aus 2 hat, trifft dies auch fiir P’ und P-* zu. 


*) Ein oberer Akzent bei einer Matrix soll in dieser Arbeit stets bedeuten, dab 
alle Koeffizienten der urspriinglichen Matrix durch ihre Abgeleiteten ersetzt werden. 
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Komponiert man die Gleichung (1) rechtshindig mit P, so folgt 
nach den Regeln des Matrizenkalkiils, dab die Gleichung (1) véllig gleich- 
wertig mit der Gleichung 
(2) BP + P’= PA 
ist. 

In nicht symbolischer Form laBt sich die charakteristische Bedingung 
(2) dafiir, daB der Matrizenkomplex 8 mit & von derselben Art ist, folgen- 
dermaBen ausdriicken: Die Systeme von je n* Gleichungen: 


dp, ; j 
in t vp Pr; -S, a\’ (i= 1, 2, “—~ n), 
s=1 
dp, NO yp? —_ aU) . c 
(3) dz ‘2 25 P,; “ae si (i= 1,2,---,m), 
e=1 


ap, is 
dz Site, .* a. (¢=1,2,---,m) 


sollen fiir jeden Wert ¢=1,2,--- durch die niimlichen n* Funktionen 
Py, (i=1,2,--+,n; K=1,2,---,m) aus 2 von nicht versehwindender Deter- 
minante lésbar sein. 

Liegt der spezielle Fall vor, daB X bloB aus Konstanten besteht, so 
sind die Abgeleiteten der Funktion p,, gleich Null; alsdann reduziert sich 
die Gleichung (2) auf 8 P — P%, und man bat die gewdhnliche Ahmnlich- 
keit zweier Matrizenkomplexe mit konstanten Koeffizienten. Auf diese Weise 
ergeben sich die zu Beginn des Aufsatzes in der Kinleitung erwahnten 
Spezialresultate der Gruppentheorie aus den im folgenden abgeleiteten 
allgemeinen Theoremen. 

Zunichst soll bewiesen werden, daB die durch die gleichwertigen 
Relationen (1), (2) und (3) definierte Aquivalenz erstens eine reflexive, 
zweitens eine symmetrische und drittens eine transitive Bezichung ist. 

Da die Einheitsmatrix EF konstante Koeffizienten besitzt, ergibt sich, 
daB EF’ gleich Null ist. Mithin folgt aus UL =— LA die Relation 
(4) WE + E’= EX. 

Diese besagt nach (2), daB jeder Matrizenkomplex & mit sich von der- 
selben Art ist. Hiermit ist gezeigt, daB die definierte Aquivalenz eine 


reflexive Beziehung ist. 
Durch Differentiation von PP-' = EF folgt 


(5) P’ P-! + P(P-') =0. 
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Ist nun 8 mit Y% von derselben Art, d. h. besteht nach (1) die Glei- 
chung — P’P-'+ PUP-!— 8, so erhalt man durch ihre Addition zu 
(5) die neue Relation P&P-'+ P(P-*)'=—B oder durch linkshindige 
Multiplikation mit P-': 


(6) UP-! + (Poy = PQ. 


Die Gleichung (6) besagt (vgl. (2)), daB auch der Matrizenkomplex & mit 
dem Matrizenkomplex 8 von derselben Art ist und daB man in P-' die 
iiberfiihrende Matrix vor sich hat. Hiermit ist gezeigt, daB die Aquivalenz 
zwischen & und B eine gegenseitige ist, daB man es also mit einer sym- 
metrischen Beziehung zu tun hat. Infolge der Gegenseitigkeit der Be- 
ziehung braucht man nicht zwischen der Stellung zu unterscheiden, die 
& und B bei der untersuchten Relation einnehmen, und man kann & und 
B als gegenseitiy dhnlich oder gegenseitig von derselben Art oder kiirzer 
ohne Zusatz als mileinander dihnlich oder von derselben Art bezeichnen. 
SchlieBlich ist noch der Nachweis zu fiihren, daB die definierte Aqui- 
valenz der Matrizenkomplexe eine transitive Beziehung ist, d. h. sind 
4, B,C drei Matrizenkomplexe des gleichen Grades » mit Koeffizienten 
aus 2 und ist der erste M mit dem zweiten B von derselben Art und 
ferner der zweite 8 mit dem dritten ©, so ist es auch der erste YU mit 
dem dritten © Da & und 8 von derselben Art sein sollen, existiert eine 
Matrix P von nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten aus 
=, so daB die Relation 
2) BSP+ P’= Px 
gilt. Da ferner die Matrizenkomplexe 6 und © voraussetzungsgemiB von 
derselben Art sind, existiert weiter eine Matrix Q von nicht verschwinden- 
der Determinante mit Koeffizienten aus dem der Betrachtung zugrunde 
liegenden Rationalitiitsbereiche 2, so dab 


(7) CQ+ Y= QB 
ist. Komponiert man die Gleichung (2) linkshindig mit Q, die Gleichung 
(7) rechtshindig mit P und addiert, so erhilt man 
QBP+ CQP+ QOP’'+ YP = QPUA+ VBP 

oder bei Beachtuny der Differentiationsregel 

(QP) = QP’+ OP, 
(8) CQP + (QP) — CPU. 
Haben die Matrizen Q@ und P nicht verschwindende Determinanten und 
Koeffizienten aus 2, so trifft dies auch fiir ihr Produkt QP zu. Folglich 
besagt die Gleichung (8) (vgl. (2)), daB die Matrizenkomplexe © und & von 
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derselben Art sind und daB die Beziehung durch die Matrix QP ver- 
mittelt wird. Hiermit ist die Transitivitit unserer Relation nachgewiesen. 

Wir benétigen fir das folgende noch den wichtigen Begriff der Re- 
duzibilitét eines Matrizenkomplexes. Einen Matrizenkomplex & von Matrizen 
n”® Grades mit Koeffizienten aus = nennen wir reduzibel, wenn er mit 
einem Matrizenkomplex fi n*" Grades mit Koeffizienten aus 2 von der- 
selben Art ist, dessen Matrizen die Form 


(t) () (t) 


Tes Fi. 47% J ( ) | 
(t) (¢) a0) | 
Ye "eg T3m 0 v 0 
t (t () e 
r” rv ae 0 0 — 
mi m2 min 
Oo) (é) mo) (6 AG) y” 
Tu +1,1 Tn +1,2 m+ 1,m m+i,m+1 Viat1m+2 m+i,n 
(¢ t (t) (t) (é) (t) 
) (4) eee r ,.. ey 
m+2,1 m+ 2,2 m+ 2,m m+3,m+1 m+2,m+2 m+2,n 
PU) (t) (¢) () (t) (t) 
Ta1 n2 : vs, m n,m+1 n,m+2 ae i 
=o. i 
(t= 1,2, + ) | 


haben, wobei m>1, aber <m ist. In allen Matrizen von ® stehen in 
den ersten m Zeilen und den letzten »—m Spalten Nullen. Der Matrizen- 
komplex % laBt sich symbolisch 

R,, 0, 

R,, R 


22 

schreiben, wobei ®,, einen Matrizenkomplex bedeutet, bei dem simtliche 
Matrizen m” Grades sind (1L<m<n). Jeder nicht reduzible Matrizen- 
komplex n*" Grades heibt irreduzibel. Zu den irreduziblen Matrizenkom- 


plexen ist im besonderen jeder Matrizenkomplex des ersten Grades (n = 1) 
zu rechnen. 


§ 3. 
Definition des Differentialkomplexes und des Begriffes ,,derselben 
Art“, Die Reduzibilitit eines Differentialkomplexes. 


Unter y,, ¥,,---,y, wollen wir x unbestimmte Funktionen verstehen, 
mit denen ebenso wie mit den GréBen aus ZX gerechnet werden soll. Als- 
dann kann man jedem Matrizenkomplex & xn" Grades einen Komplex 
linearer homogener Differentialsysteme erster Ordnung: 
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¥. (t) 0) (¢) 
— FY, Ty Yy Feo FAI» 


d 
(9) ze + ast Y, + ay, ¥, t+ ay, Y,» 


dy 
dz + nM + Oyaty +o + OY, 


zuordnen. Ein derartiger Komplex linearer homogener Differentialsysteme 
erster Ordnung soll ein Differentialkomplex heiBen. Wenn wir im folgen- 
den von einem Differentialkomplex sprechen, meinen wir immer einen 
Komplex von linearen homogenen Differentialsystemen erster Ordnung mit 
Koeffizienten aus . 

Verstebt man unter (y) die spezielle Matrix 


y, 0 0---¢ 
y, 0 0---0 
y, 0 0---0 


die abgesehen von der ersten Spalte nur Nullen enthilt, und dement- 
sprechend unter (y’) die Matrix 


dy, 

e 0 0.---0 
dys 

a 0 O---O] 


dy, 
oo QO Q.--Q 


so kann man den Differentialkomplex (9) im Anschlu8 an die Symbolik 
des Matrizenkalkiils abgekfirzt mit (y’) + U(y) bezeichnen. 

Wie jedem Matrizenkomplex & ein Differentialkomplex (y’) + U(y) 
zugeordnet werden kann, entspricht auch umgekehrt jedem Komplex 
linearer homogener Differentialsysteme (y’)+U(y), dessen einzelne Systeme 
sich auf die nimlichen » unbestimmten Funktionen y,, y,,---, y, beziehen 
ein Matrizenkomplex Y. 

d (t) ( 
qe + bie, + Ub ay +--+ + Og, 
dz 


(é () (‘) 
= + be 1 + D9 2s + Tae + by, ns 


(10) (t= 1, 2,---) 


d t 
Te + Ua + May tee + UP 


antn 
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sei ein zweiter Differentialkomplex fiir die » unbestimmten Funktionen 
4,, 23,°°*,%,- Symbolisch ist dieser Differentialkomplex, der aus dem 
Matrizenkomplex 8 mit Hilfe der » unbestimmten Funktionen 4,, 2,,---, 2, 
gebildet wurde, mit (2’) + B(2) zu bezeichnen. 

Sind die Matrizenkomplexe & und B einander derart eindeutig um- 
kehrbar zugeordnet, daB sich immer zwei Matrizen mit gleichem oberem 
Index ¢ der Koeffizienten entsprechen, so findet das namliche auch fiir die 
Differentialsysteme statt, die in den zwei Differentialkomplexen (y’) + U(y) 
und (2) + B(z) enthalten sind. 

Die Matrizenkomplexe & und B seien ahnlich, d. h. es gebe eine 
feste Matrix P vom n” Grade mit Koeffizienten p,, aus 2 und einer 
nicht verschwindenden Determinante, so dab die symbolische Gleichung 


(1) Bm — P’ P-'+ PUP-' 
besteht. Alsdann bilden wir aus den Koeffizienten p,, der Matrix P die 
lineare homogene Substitution: 

4 = Pith + Piste T°°* + Pindn: 
(11) 43 = Pa ¥ + * _ - be aaeane 
25 = Puri + Par Ys + °° * + Pan Ye: 


Symbolisch y sich die Substitution (11) in der Bezeichnung des Matrizen- 
kalkiils (2) = P(y) schreiben. 


Durch die Substitution (¢) = P(y) verwandelt sich der Differential- 
komplex (2’) + B(z) in 


ad dz 4 Sly >) > bY Paden 
f=1 oe #=1 s=1 


‘=n 2H 


1 
Sn, 4 Sy Yat + SSW pum 


(12) i=1 é 


1 i=1 «=1 


i=n s=n 


irs +s SS pate 


f=1 s=1 


wie durch Einsetzen der Werte z,, 2,,-- +, 4, @us (11) in (10) folgt. Sym- 
bolisch laBt sich der Komplex (12) mit P(y’)+ P’(y) + BP(y) bezeichnen; 
dies kann entweder aus (12) unmittelbar entnommen werden oder erhellt 
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durch Einfiihrang von s = P(y) in (z’) + B(¢). Lost man_den Differential- 
komplex P(y’) + P’(y) + BP(y) nach den GréBen on (¢=1,2,--+m) auf, 
d. h. komponiert man linker Hand mit P+, so erhalt man 

(y) + P-*P’(y) + P~*BP\y). 
Soll dieser Differentialkomplex mit dem Differentialkomplex (9) (y’) + U(y) 
identisch werden, so muB P-'P’+ P-'BP=Y% sein. Aus der letzten 


Relation erhalt man durch linkshindige Komposition mit P und rechts- 
hindige mit P-* die Ausgangsgleichung 

(1) B=—— P’P-'+ PUAP-'. 

Hiernach kann man folgendes RKesultat aussprechen: 

Die Matrizenkomplexe U und B sind dann und nur dann von der- 
selben Art, wenn sich cine lineare homogene Substitution (11) (2) = P(y) 
mit Koeffizienten aus X und einer nicht verschwindenden Determinante von 
folgender ne ~~ lapt: Wendet man die Substitution (11) auf die 
Funktionen 2,, 2,,- ++, 4, des Differentialkomplexes (z') + B(z) an, so geht er 
hierdurch in den Digerentialkomples (y’) + Aly) sider. 

Im Fall, daB ihre Matrizenkomplexe von derselben Art sind, sollen 
auch die Differentialkomplexe von derselben Art genannt werden. 

SchlieBlich definieren wir: Ein Differentialkomplex soll reduzibel oder 
irreduzibel heiBen, je nachdem es sein Matrizenkomplex ist. Ein Differen- 
tialkomplex n° Grades (y’) + UM(y) hei®t demnach dann und nur dann 
reduzibel, wenn es einen Differentialkomplex (2’) + 8(z) der Form: 


dz, ®) , () pl 
dz +1 4 +i 4, da 
di, © mY C) 
\ ’ eee g 
dx +’: "1 ee ie ee 
dz, (t) (t) (¢) 
dx Fi 4 + Tm "2 late + faa%e 
dz 
“m+1 , yr (t) () 
dx Tf, m+1,1 a,+7,, m+1,2 Bs v Be EH ag Fen Tet gt ing t ’ “bt +1," 4,9 
dz,, (t) 


L go?) ( Af) 
ax TH 4 +19? 2 ee a A ae sa “+r n,n” 4, 
gibt, der durch eine lineare homogene Substitution (11) (¢) = P(y) mit 
Koeffizienten aus und nicht verschwindender Determinante in den Dif- 
ferentialkomplex (y’) + U(y) tibergefiihrt werden kann (lo m<n). 











12 A. Lorwy 


§ 4. 
Drei Hilfssitze. 


Wir betrachten zwei Matrizenkomplexe & und 8 vom _ gleichen 
Grade n, die von derselben Art sind. Diese sollen die besondere Form 


Y, Oo 
(13) U: 

WM, Ws 
und 
b,, 0 
(14) B: 

by, by. 


haben, wobei %,, ein Matrizenkomplex f< mn" Grades, 6,, ein solcher 
g9 < n™ Grades*) ist. Die den zwei zuletzt hingeschriebenen Matrizenkom- 
plexen entsprechenden Differentialkomplexe mégen lauten: 


dy, (¢) () t 
= dp 1. eee 
dz ray, G12 Ys ’ 4,4, 


dy , ) ( 
dz T4,,Y; + a, Ys ++4,,Y) 
dy 
tS (¢) (¢) t) 
dz T94% F424. tet4,y,, 
(13,) 
dY, 44 () (*) 1 al " (¢) 1 of 00 () 
da +4419 1,9 Yam EO UT Bre spar Vyas Foams 
dy ' 
%f/+2 (¢) 1 a) (¢) (¢) (4) 
dz +a,, 2141 49,2 Yt +4,, 04+ Grae t+ Yyyit” Fay. 2 In ? 
dy, (4) (¢) (t) . t) (t) 
dx Tur F4%y Peta, FO Myar Het Yye 
(t= 1,2,---), fsn, 
bzw. 


*) Fir f=—g =n» wird die im folgenden eingefiihrte Zahl e—=n und demnach 
der abzuleitende Satz bedeutungslos. 











Uber Matrizen- und Differentialkomplexe. 13 


dz, ) () () 
dz +,,4 +0;54 . +b, ,4 9? 
dz, O, 


qe tbs, +s, +--+} 


dz 
g () () 12 » 
dz +0544, +5554 4 + +0504, 
(14) 
“g+1 (é) (t) (t) (2%) 2 
dz +O eas 8, +00 194 ee eT oe "nn? 
ei + p +p Pe +p? Z +p ia ' oe BS (4) o 
9+2,1 "1 — 3 g9+3,9°9 9+2,94+1 "941 gG+2,n"a? 
dz, (“) , (¢) 1) (¢) 
da +00 4, +bis “— ++.) 2 *, +6, +1 "941 +E, #9 
(¢= 1, 2,---), gain 


Da die Matrizenkomplexe & und B von derselben Art sind, existiert eine 
lineare homogene Substitution (¢) = P(y), ausfiihrlich unter Nummer (11) 
geschrieben, von nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten 
p,, aus ZX, die den Differentialkomplex (14,) in (13,) tiberfiihrt. 
Wir beweisen den folgenden 
Hilfssatz 1*): Sind die Matrizenkomplexe (13) und (14) oder, was 
auf das gleiche herauskommt, die Differentialkomplexe (13,) und (14,) von 
derselben Art, fiihrt die Substitution (11) (2) = P(y) den Komplex (14,) in 
(13,) tiber und bestehen zwischen den f+ 9 Funktionen y,, Yo, +++; yy; 
21, 2,°**,2%,, genau @ > 1 linear unabhdingige, lineare homogene Relationen, 
so sind die Teilkomplexe U,, und b,, mit zwei Matrizenkomplexen von der- 
selben Art, die in einem Matrizenkomplex U,, vom o”* Grade iibereinstimmen, 
d. h. es ist U,, mit einem Matrizenkomplex 
WM, O 
Yer Use, 


und b,, mit einem Matrizenkomplex 
%, 0 
ber bys 


von derselben Art, und Y.: hat den Grad Q. 


*) Vgl. den auf Seite 2 zitierten Aufsatz von Herrn Stickelberger. 
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Zwischen ¥,, Y2,°*-) Yy, 1) 49) °**, #, Sollen nach Voraussetzung ge- 
nau g >1 linear unabhingige, lineare homogene Relationen bestehen, d. h. 
es gibt @ linear unabhingige Beziehungen der Form: 


(15) Wy + Y ye tere +My + mY 2, + m? gs +++ my 2, =0 
(4—1,2,---,¢). 


Hierbei bedeuten 1, if”, --., 1, m, m?,--.,m® GréBen, die frei von 
Yi> Yar **> Yer 1» 299 °°) 2, Sind; f+g von ihnen, die durch denselben 
oberen Index 4 charakterisiert sind, haben niemals gleichzeitig den Wert 
Null. Setzt man in (15) fiir die Variablen z,, 2,,---, 2, ihre Werte nach 
(11) ein, so lassen sich die GréBen / und m durch Auflésen derjenigen 
linearen Gleichungen finden, die man erhilt, wenn man die Faktoren der 
unbestimmten Funktionen y,,y¥,,---,y, Null setzt. Die Gréfen 7 und m 
sind mithin aus den Gréfen p,, ohne Einfiihrung von Irrationalitiiten be- 
stimmbar, d. h. sie kénnen als GréBen aus dem Rationalititsbereiche 2 
gewahlt werden. 

Setzt man 


(16) M=WYnt+Pyt--- +P y, 
(17) A= — (m2, + m Zs +roe+ mz.) 


(4=1,2,---,9), 

so gehen die g Relationen (15) iiber in 

(18) Y, = Z, (a=1,2,--,¢), 
Die @ Funktionen Y,, Y,,-->, Y, sind ebenso wie die g Funktionen Z,, 
4,,°:*, 4, linear unabhiingig; denn giibe es ein System von GréBen 
Hy, gs ***) Mp, die von den unbestimmten Funktionen nicht abhiingen, 
die also, wenn nicht Konstante, nur bloBe Funktionen von z sind, die 
ferner nicht saimtlich gleichzeitig verschwinden und fir die 


HY, + w¥,+--- +e, ¥,=90 


wire, so wiirde zuniichst aus (18) die weitere Relation 
“2, + tty Z, + las 7 u,Z, = 0 
folgen und schlieBlich durch Zusammenfassung beider Gleichungen 


MY, + me Yy tes +a Y= a4 + Zt: +4,4,. 
Die letzte Relation wiirde aber im Widerspruch mit unserer Voraussetzung 
von der linearen Unbhingigkeit der go Relationen (18) Y,—Z,=—0 
(A=1,2,---,@) besagen, daB wenigstens eine von ihnen eine Folge der 
anderen ist. Da Y,, Y,,---, ¥, linear unabhingige Funktionen sind, folgt 
aus (16), daB f > ist und daB die Matrix |i”, Y... || (A=1, 2,---,@) 
mit g Zeilen und f Spalten den Rang o hat, ebenso ergibt sich aus (17) 











or 
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und der linearen Unabhingigkeit von Z,, Z,, -- -, Z,, dab g>@ ist und 
daB die Matrix |—m{?,—m, ...,—m®|| (4=1,2,--,e) mit @ Zeilen und 
g Spalten den Rang @ hat. 

Zu den @ linear unabhiingigen Funktionen Y,, Y,,---, Y, fihren wir 
noch f—@ weitere lineare Funktionen Yous Youss ++, Yy von yy, Y°° 
-+,¥, mit Koeffizienten aus = ein, so daB Y,, Y,,---, Y, linear unab- 
hiingig sind. Zu dem Zwecke setzen wir 


N=-WmtWyt---+Yy (mettet+2,-f) 
und wihlen fiir die f-(f—@) neuen GréBen /,” irgend welche feste Werte 
aus 2, so dab die Determinante |1,| (i, 4=1,2,---,f) nicht verschwindet. 
Dies ist auf unendlich viele Weisen méglich, da die Matrix 

| i, 1, te yy | (a = 1, 2, “? e) 
aus den /- @ urspriinglichen GréBen J,” (i= 1,2,---,f; A=1,2,---,@) einen 
mit ihrer Zeilenzahl tibereinstimmenden Rang @ hat. Die neu einzuftihren- 
den GréBen 1. (¢—1,2,---,f; 4=e+1,e+2,---f) kann man sogar, 
wenn man will, auf die Werte 0 und 1 beschrinken. 

Infolge des Nichtverschwindens der Determinante sind y,, ¥,,---, ¥ 


Yf 
auch lineare homogene Funktionen von Y,, Y,,---, ¥Y, mit Koeffizienten 
aus 2. Fiihrt man nun anstatt y,, y,,---,y, die neuen Funktionen 


Y,, Y;,--+, ¥, in den Differentialkomplex (13,) ein, so geht dieser in 
einen Differentialkomplex (13,) tiber, der mit ihm von derselben Art ist. 
Der Differentialkomplex (13,), der in den Funktionen Y,, Y,,---, Y,, 
Yeni» Yeon» **> ¥, erscheint, hat die Form: 


ay, __(t) —(é) wtf) = 
_ +4,, Y, +4, Y, +:-+4,, Y, 


aqyY, , Wy =(6) a(t) 
dz +4,, Y, + @,, Y, +---+4,,Y,, 


(13,) 


dy 
f a(t) + =(#) z(*) 
de T4:¥%, +4,¥, +++4,,¥,, 
Veta, —(0) Sal () () (o 
“dz Faas Y,+ Gres 2, +--+ Ges ¥,+ Drsszar Sear to TO Ine 
49/49 1 aio Y4a°. ¥4..4a. yoo ae 
dx f+2,1 "1 f+2,2 "2 S425 S rarer Ures 4+2,n Un? 


dy, = ‘A F ” 
ie +a" | a +a), Y, +--+4+a, Y, eT tot Yn 
(t= 1,2,-- ‘). 
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Entsprechend wie mit Y,, Y,,---, Y, verfahren wir jetzt mit Z,, Z,,---, Z,. 
Zu den zuletzt genannten oe Fanktfonen fiihren wir noch g—o weitere 
lineare Funktionen Z,,,,2Z,,2,-+*,Z, VOU 4, %,,°-*,#, mit Koeffizienten 


aus J ein, so dab Z,, Z,,°++, Z, linear unabhingig sind. Zu dem Zwecke 
braucht man nur 


Z,——{m? 2, 4+ mP2,+---+ m2} (A=et+l,o+2,--,9) 


zu setzen und fiir die g(g—g) GréBen m” irgend welche feste Werte aus 
= derart zu wihlen, was auf unendlich viele Weisen méglich ist, daB die 
Determinante |m”)| (i, 4 =1,2,---,g) nicht verschwindet. 

Infolge des Nichtverschwindens der zuletzt genannten Determinante 
sind die Funktionen <,, 2,,---, 2, auch lineare homogene Funktionen von 
Z,,2,,°**,Z, mit Koeffizienten aus >. Fihrt man nun statt der Funk- 
tionen 2,, 4,,+--,4, in den Differentialkomplex (14,) die neuen Funktionen 
Z,,Z,,°++,Z, ein, so geht er in einen Differentialkomplex (14,) tiber, der 
mit ihm von derselben Art ist. Der Differentialkomplex (14,) mit den 
Funktionen Z,, Z,,-- +, Z 


. , 
9? 9419 29 429°* 2, hat die Form: 


adZ, (i) - () - 7) - 
at +002, +002, +4092, 
aZ. 


is +0; Z, +; Z, +--+b) Z,, 


4) 1597 1° Z B°Z 
dx + 191 “1 t g2 “3 6 dirty 3 "999? 
(14,) 

Most 50 Zig 2 OM 1.9 Zp t Oe. eg 
dz Tr g+1,1 a, + g+i,2 agate tO. a Pe te i Oe 
dz 

g+2 (t) (t) () (t) (¢) a 
dx +6 +9144 +0932," +5; ene s Fs 41 re ‘this, nH 
dz 


wae -. Dp” Z, J aa Z, fev oof oY Z Sp po 


ni g ag+1% 


(t= 1,2,---). 


bas ++-+b" 2, 


dz 





Da (13,) und (14,) Differentialkomplexe derselben Art sind, d. h. durch 
lineare homogene Substitution der unbestimmten Funktionen auseinander 
hervorgehen, ebenso (13,) aus (13,) und (14,) aus (14,) erhalten werden, 
sind (13,) und (14,) Differentialkomplexe derselben Art; hierbei lauten 
nach der Art und Weise der Ableitung die g@ ersten Transformationen 
derjenigen Substitution, die (13,) in (14,) tiberfiihrt: 

¥,=4,%=-4%,::, Y,=Z,. 











er 
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. Hierdurch geht der erste der m Teile, aus denen sich der Differential- 


komplex (13,) zusammensetzt, tiber in: 


= +4 a 4 + a’ 4, +. -+4 a Z 


a” 
dT Z,+ Bio+1 Yo4 1 


er 
+a” .¥ +...-+ a7 
‘1e+2 “e+? ws 


@=—1,9,---). 


Da dieser erste Teil mit dem ersten der m Teile des Differentialkomplexes 
(14,) tibereinstimmen muB, erhilt man das Gleichungssystem: 


(19) af Z,+03Z,+-- +a Z 407 Kita Kast 


<i e+1 1e+2 ~e+2 
+O) Y =O) 27,4007, 4+---+00Z 
(t= 1,2,-+-). 


Jede zwischen Y,, Y,,---, Y,, 2,, Z,,---, Z, bestehende lineare homogene 


Relation muB frei von "ia Ae ,Y, “and Zo 419 Zo40°* Z, seins 


denn jede solche Relation ist eine na. homogene Relation zwischen 
Yi>Ya>° °°) Yy und 4,, %,--+,2,. Zwischen den letztgenannten Funktionen 
bestehen aber nur die g linear unabhiingigen Relationen (18) Y, = Z,, 
Y, = Za ° ‘++, ¥,=Z,. Hine jede Relation zwischen Y,, Y,,---, Y,, 
Z,, Z,,-++, Z, muB also ebenfalls eine Folge der g Relationen (18) sein 


und kann iden nicht Y,,,, Yi49,°**, Y, und wert) Zo49)°*' J, ent- 


J 
halten. Aus dieser Tatsache folgt, dab in (19) You, Yoaar + Vy, 
2,41» 2949) °° Z, nicht auftreten diirfen; mithin miissen die Gréfen 
—(¢) -(t) ~(t) 7) ma) z7( 
Gio? “19422 °° yr Doe? aren a bi 


simtlich verschwinden (¢=1,2,---). Da ferner Z,, Z,,---, Z, linear un- 
abhiingige Funktionen sind, muB noch weiter 


a” (4) i” _ F(t) ae () _ F(t) 
= Diy iy = Bigs «+ i." be 
werden 
Ebenso zeigt man mittels der zweiten Teile der Differentialkomplexe 


(13,) und (14,), dab 
(t) (t) =(t) 0 


3541 F049" ‘=a =0, 

a ~ Bess =:--= by =0, 

a — 89, a = 08, --., a =o 
(t=1,2,--) 


wird. Indem man so fortfahrt, erhilt man schlieBlich aus den g*” Teilen 
der Differentialkomplexe (13,) und (14,) die Relationen 
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-(t) —{t) _(t) 0 
ai = @ o—m-+-+- oe @ = |), 
eer! ee+?2 es 
aU) 7 7) 
b = }*’ a=s--+oam —) =m () 
eet! eet? e9 , 
(é) 7h) —(f) (t) ac” (é) 
Oo i bo ? e2 sit bo) =F * ¢ wT _ ae e* 


Fiihrt man die zuletzt gefundenen Werte der Koeffizienten in die Dif- 
ferentialkomplexe (i3,) und (14,) ein, so nehmen die ersten f Teile des 
Differentialkomplexes (13,) das Aussehen an: 


ay, a” ai? Mo 
d +a ¢ * +4 4 A ++ “+ a, e + e” 
ay. - - _(t) i. a 
7. +a, Y, +4,Y, +- “+a, Y., 
ay 
@ a” () —(¢) 
dz +4, = + a@.¥, aie en 
ad at at” Y —(t) hn a” Yy _(t) LY +a Y 
+a e+1,1 iF4, 41279 fo+1,¢ et4 et+le+ri>¢ ae etl ss? 
dy 
e+? 


a” r —(f) ry —(t) 
dx + ise. 21 + Bae %et thine Ket Feenest Y oot? Se oe 


» 


ay, a. Y, aN 4 a “3 (2) Y a..Y 
S44 +a + +4, +a o+1 ++ Gy, j? 


Ser! 
(¢=1,2,--.) 


und die ersten g Teile des Differentialkomplexes (14,) lauten 


dZ, aft « —(f) ht « 
= +4, 2, +4, 44 +--+, (2, 


aZ, —(f) a” r (ft) ¢ 
a2 +00Z, +022, +-+a)Z, 


20° "¢@ 











az, “— _@) + 
+a, ‘7 +4, 2%. +---+4" Z 


dz 2 eg @? 

















aZ iis , 
+1, 50 2,40). 22g 4° + 5° Z +B esi Zenr ti tbe Z 


dz e+i,1 e+l,e @ etlg 9? 


47043 BZ, 48° Zt tO, ZO Z oo. Z 
dz + o+2,1“1 e+2,2 “+> e+2,0 Pas e+2,e+1 avr e+2,9° 9? 









4%, 1.97 482 Sa oe bz 
dz + gi 1 + g2 2 Sie 4 + geo+1 4 pie i > 


ge @ e+1 


(t= 1,2,---). 





Dif- 


des 


> 
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Hiermit ist bewiesen, daR die Teilkomplexe Y,, und 6,, mit Matrizen- 
komplexen 


M%, oO M. oO 
bzw. 


As: As» be: bes 


von derselben Art sind, wobei %,; ein Matrizenkomplex des Grades 9 ist. 

Hilfssatz Il. Sind zwei Matrizenkomplexe der Form (13) wnd (14) 
oder, was auf das gleiche hinauskommt, zwei Differentialkomplexe des Typus 
(13,) und (14,) von derselben Art, bestehen dabei swischen y,, y,,-+-, Y, 
und 2,, 2,,--+, 2, genau @ linear wnabhingige, lineare homogene Relationen 
und ist schlieBlich die Zahl @ gleich der Zahl g, so muB jede lineare homogene 
Substitution (11), welche den Differentialkomplex (14,) in (13,) tiberfiihrt, 
die besondere Form besitzen: 


4 =Puti T+PiY. te +MY 
£y =P, +PY, te +Ps Vy 


o Pat +Pyte te +P, Vy 


4541 Po 41,141 TP, 41,242 Fe FP 41, fst Pott, sd sga tT Py ttynIns 
4542 =Pi4214i tPy42,9Yat TP y 42, Ye F Poo, ce Urea to TP, 49, n¥n> 


2, =Par¥: TPasY¥s te tPayYy TPayarYear Teo tPanYn 
d. h. 2,, 2, +++, 2, sind nur Funktionen von y,, Y,,+++, Yy, nicht von 


Yeats Yesar’ so Uae 
Wir fahren wie oben unter (16) und (17) die g linear unabhingigen 
Funktionen Y,, Y,,---, ¥, baw. 2Z,, Z,,---, Z, ein. Da nach Voraus- 
setzung g=g sein soll, lassen sich aus (17) 4,, 4,---, 2, als lineare 


homogene Funktionen von Z,, Z,,---, Z, bestimmen. Da Z,= Y,, 
4,— Y;,:--, Z,= Y, ist, ergibt sich, dab 4,, 2,, ---, 2, lineare homogene 


Funktionen von Y,, Y;,--:, ¥, und folglich nach (16) von y,, yg, °- +) Y, 
sind. Betrachtet man die erste Transformation 2, = p,,¥, + 2i2Ye +*°* + PinYn 
der Substitution (11), die (14,) in (13,) tiberfiihren mége, und ersetzt in 
ihr z, durch seinen Wert als lineare homogene Funktion von y,, ¥,,--+,¥,, 
so erhilt man eine lineare Relation zwischen y,, ¥,,---, y,- Hine solche 
kann wegen der linearen Unabhiingigkeit der zuletzt genannten » Funk- 
tionen nur dann bestehen, wenn die linke und rechte Seite identisch sind. 
Da nun links die Funktionen y,,,, ¥/43, °°‘) Y, fehlen, muB 


Pisar =Prsga =" =, = 9 
Q* 
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sein. In der nimlichen Weise zeigt man aus der zweiten, dritten usw. 
schlieBlich der g* Transformation der Substitution (11), daB 


Poses = Posen ™'*’ = Dy, = 9, ++) Doras = Pope = P,, = 90 


ist. Hiermit ist das letzte Theorem bewiesen. 

Hilfssatz Ul. Sind ewei Matrizenkomplexe der Form (13) und (14) 
oder, was auf das gleiche hinauskommt, zwei Differentialkomplexe des Typus 
(13,) und (14,) von derselben Art, und ist hierbei b,, ein irredusibler 
Matrizenkomplex, so bestchen swischen y,, y,,---, y, und 2,, 2, +--+, 2, ent- 
weder iiberhaupt keine linearen homogenen Relationen oder aber g linear 
unabhingige. Relationen (9 =0 oder 9 =q). 

Wire die Zahl 9 >0, aber <g, so wiire 6,, nach dem Hilfssatz I 


4, Oo 

mit einem Matrizenkomplex ‘j : von derselben Art, wobei %,; von 
21 22 

niedrigerem Grade als b,, sein miiBte, d. h 6,, wiire im Widerspruch mit 


der Voraussetzung ein reduzibler Matrizenkomplex. Da niemals g > g sein 
kann (vgl. oben Seite 15), so bleiben bei irreduziblem 6,, nur die zwei 
Méglichkeiten 9 = 0 oder 9 = g. 





§ 5. 
Zerlegung eines Matrizenkomplexes in seine irreduziblen 
’ Teilkomplexe und der hierfir giiltige Satz «), 


Gegeben sei ein Matrizenkomplex Yt n*" Grades. Dieser sei redu- 
zibel, also mit einem solchen der besonderen Form 





4, oO 
(16) A, Ape 


von derselben Art, wobei jeder der quadratischen Matrizenkomplexe Y,, 
und W,, von niedrigerem als n*™ Grade sein soll. Im Falle, daB die 
Matrizenkomplexe %,, und YW, noch nicht irreduzibel sind, kann man 
durch fortgesetzte Transformation einen Matrizenkomplex herleiten, der 
mit dem urspriinglichen 2% von derselben Art ist, also sich aus Mt durch 
eine feste Matrix R von nicht versehwindender Determinante und mit 
Koeffizienten aus dem Rationalititsbereich 2 ergibt, symbolisch 





~(RYR+ RMR 


geschrieben werden kann nnd hierbei die Form YW hat: 





DUS 
ler 
nt- 
ear 


eI 


mit 
ein 
wei 


du- 


die 
an 
der 
rch 


mit 
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a; 0 0 0 --- 0 0 
Qs, Ass 0 0 see 0 0 
W: Qs, Aso Ass 0 2 ee 0 0 
ys, G_y9 M_i3 M_yy°** My, O 
My Gg Gg Ayyg *** Agia Ay, 


wobei die in der Diagonale stehenden Matrizenkomplexe ausnahmslos irre- 
duzibel sind. Hat man einen Matrizenkomplex 2% derart in einen Matrizen- 
komplex & derselben Art tibergefiihrt, daB alle in der Diagonale stehenden 
Matrizenkomplexe a,, (i= 1,2,---,4) ausnahmslos irreduzibel sind, so sagen 
wir von dem Matrizenkomplex It, daB er unter Hervorhebung seiner irre- 
duziblen Teilkomplexe oder seiner irredusiblen Bestandteile in einen Matrizen- 
komplex derselben Art iibergefiihrt sei. Die in der Diagonale stehenden 
irreduziblen Matrizenkomplexe a,, (i = 1, 2, ---, 4) nennen wir die irredusiblen 
Teilkomplexe oder die irredusiblen Bestandteile, die sich bei Uberftihrung 
des Matrizenkomplexes It in die Form U ergeben. Die aus den irreduzibeln 
Teilkomplexen a,, (i=1,2,---,4) gebildeten zugehérigen Differentialkomplexe 
sollen entsprechend die irreduziblen Teildifferentialkompleze heiben. 

Die Uberfiihrung eines Matrizenkomplexes I in einen derselben Art 
unter Hervorhebung der irreduziblen Teilkomplexe ist durchaus nicht ein- 
deutig. Fir die irreduziblen Teilkomplexe eines Matrizenkomplexes gilt 
nun der folgende Fundamentalsatz «): 


Wie auch immer ein Matrizenkomplex TQ unter Hervorhebung seiner 
irredusiblen Teilkomplexe in einen Matrizenkomplex derselben Art trans- 
formiert wird, so kann man die irredusiblen Teilkomplexe, die sich bei 
irgend einer solchen Uberfiihrung ergeben, den irreduziblen Teilkomplexen, 
die sich bei irgend einer anderen Uberfiihrung ergeben, eindeutig umkehrbar 
so guordnen, daB zwei sugeordnete irreduzible Teilkomplexe stets den gleichen 
Grad haben und Matrizenkomplexe derselben Art sind. 

Betrachtet man also Matrizenkomplexe, die von derselben Art sind, als 
nicht verschieden, so sind fiir jeden Matrizenkomplexr IM seine irredugiblen 
Teilkomplexe 0,,, G33, °-*,0,, bis auf die Reihenfolge villig eindeutig be- 
stimmt. 

Zum Beweise unseres Satzes sei Mt durch eine zweite feste Matrix S 
mit nicht verschwindender Determinante und mit Koeffizienten aus 2 in 
einen Matrizenkomplex 8 = — (S-*)'S + S-'’MS derart iibergefiihrt, daB 
B mit M von derselben Art ist und B dabei die besondere Form 
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b,, 9 O - 0 i 

by, By 0 - 0 7 

8: bs, Ds, 6, --- 0 | 
ba | 

bs bus bs 7 = 


hat, wobei b,,, b,,,---, b,, irreduzible Matrizenkomplexe bedeuten. 
Unser Satz a) behauptet, daB, wenn man einerseits die irreduziblen 
Teilkomplexe 





Git» Mag, ** *» Ayz, 


andererseits die irreduziblen Teilkomplexe 
Bis, Bye, ++» b 


betrachtet, 4 = sein muBb und die hingeschriebenen zwei Systeme von 
Matrizenkomplexen einander in gewisser Reihenfolge derart eindeutig um- 
kehrbar zugeordnet werden kénnen, daB jedem Matrizenkomplex a,, ein 
solcher b,, entspricht, der mit ihm von derselben Art ist. 

Der zu beweisende Satz ist sicher richtig, wenn Jt ein irreduzibler 
Matrizenkomplex ist, also auch im besonderen fiir alle Matrizenkomplexe 
ersten Grades, die ausnahmslos irreduzibel sind. Wir nehmen unseren Satz 
fiir Matrizenkomplexe von niedrigerem als n*™ Grade als bewiesen an und 
zeigen seine Allgemeingiiltigkeit durch das Verfahren der vollstiindigen 
Induktion, indem wir aus der Richtigkeit des Theorems fiir die Matrizen- 
komplexe von niedrigerem als n*™ Grade diejenige fiir die Matrizenkom- 
plexe vom mn" Grade ableiten. 

Bei dem Beweise bedienen wir uns » unbestimmter Funktionen 
Yi» Yay °° *> Y, Und weiterer » Funktionen ¢,, z,,---, 2,; mit ihnen bilden 
wir aus dem Matrizenkomplex & den Differentialkomplex (y’) + U(y) und 
aus dem Matrizenkomplex % den Differentialkomplex (2) + (2). Da die 
zwei Matrizenkomplexe & und 8 von derselben Art sind, existiert eine 
lineare homogene Substitution 


ee 













2, = Di Vy + Pin Vg + + PinYe 


(11) 25 = Day Yi + Par Ya + + Pan Ynr 





Zn = Par" + Pas Ys +> ak v Pann 


mit Koeffizienten aus 2 und einer nicht verschwindenden Determinante, 
so da (11) den Differentialkomplex (2’) + 8(2) in (y’) + UA(y) tiberfiihrt. 
Bei & und B seien die irreduziblen Teilkomplexe a,, und 6,, von den 
Graden f und g. Bei der Bildung des Differentialkomplexes, der aus 4,, 





nm 


M4 
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hervorgeht, seien die Funktionen y,, y,,---, y,, bei der des Differential- 
komplexes, der aus 6,, hervorgeht, die Funktionen z,, 2,, -- -, 2, verwendet. 
Da b,, ein irreduzibler Matrizenkomplex ist, bestehen nach dem Hilfs- 
satz II] zwischen y,, y,,---, yy und 4,, 2, ---, 2, entweder keine linearen 
homogenen Relationen oder aber g. Nun ist der Artbegriff ein sym- 
metrischer, ferner ist ebenso wie 6,, nach Voraussetzung auch a,, ein 
irreduzibler Matrizenkomplex. LaBt man demnach im Hilfssatz I] & und 
% ihre Stellen vertauschen, so ergibt sich, daB zwischen y,, y, ---, Yy 
und 4,, %,,:--, 2, entweder keine linearen homogenen Relationen oder 
aber f bestehen. Mithin sind zwei Fille méglich: 

«) zwischen y,, Y,,---, Y, und 4,, %,---, 4, bestehen lineare homo- 
gene Relationen; alsdann ist fg, und die Anzahl der linear unabhingigen 
Relationen ist f= g. 

B) Zwischen y,, y,,---, y, und 4,, 2,,---, 2, bestehen keine linearen 
homogenen Relationen. 

Tritt der Fall «) ein, so kann man den Hilfssatz Il auf Seite 19 an- 
wenden; infolgedessen hat die Substitution (11) die Gestalt (11’). Beachtet 
man nun noch die Gleichheit f=g, so nimmt die Substitution (11') die 
Form an: 


5 =Purhh +DigYqg to FP Vy, 
44 =P, +P, Tv tPss¥y, 


(11”) 2, =Prnth FP roYo tee FPr Vy 
Fr 41 =P pas sYr tPras Yat FP ras, Yet Presse cei TP 41, 0Y a? 
S749 Pron rVitPr2,2Yat oF Py 42, Yet Proa,ce1¥ ser 0 TP 7 42,0¥nr 
#n = Pads +Pn,a¥a FF Pn, Ys FP et Y sea t+ Panda: 


Da die Substitution (11”) eine nicht verschwindende Determinante besitzt, 
mu das gleiche auch fiir die Determinante der Teilsubstitution 


4= Pi 4 + Pig Ye ts TPyzVy, 


(11*) £3 = Po Yi + Pog Ye + °° * + Poe Vy 


p= Doi: + ProYa + °* + Prey 


statthaben. Die letzte Substitution fihrt offenbar die Matrizenkomplexe 
(7) + b,,(z) und (y’) +4,,(y) der gleichen Grade f= g ineinander tiber. 
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Hiermit ist zunichst gezeigt, dab die Matrizenkomplexe a,, und.b,, im 
Falle a) von derselben Art sind. 

Streicht man im Falle «) bei jeder Matrix des Matrizenkomplexes & 
die ersten f Zeilen und Spalten und verfahrt man bei jeder Matrix des 
Matrizenkomplexes 8 auf die gleiche Weise, so erhilt man aus & den 
verkiirzten Matrizenkomplex 


a, 09 0 ---0 
° ti. Gs O «++ © 
(20) 32 33 

Gag Azg Gag -** Ay 


und aus 8 den verkiirzten Matrizenkomplex 


b, 0 O ---0 
(21) Dss bss QO ---9 
bys bs Bus “hes By us 


Die Matrizenkomplexe (20) und (21) besitzen im Falle a) den gleichen 
Grad n — f; die ihnen entsprechenden Differentialkomplexe gehen aus den 
Differentialkomplexen (y’)+ U(y) bzw. (2) + B(z) hervor, wenn man 
immer nur ihre letzten »—f Teile beibehalt und in diesen noch die 
Funktionen y,, y,,---, yy bzw. 2,, 4, -°--, 2, Null setzt. Diese verktirzten 
Differentialkomplexe mit n — f Funktionen werden offenbar durch die sich 
aus (11°) ergebende Substitution 





Spa. = Prisca Yeas + PrasreaYran tT PratnYar 






(11**) 2749 = Proe.c4i1Y res + Pr+2,74+24r42 test Pra2nYar 





£,, = Pa t4i1 4741 + Paicia¥ras +°°-+ RH 









ineinander tibergefiihrt. Dies kann man entweder unmittelbar einsehen 
oder der folgenden einfachen Betrachtung tiber das Rechnen mit Matrizen 


G,, 


0 
entnehmen: Ist irgend ein Matrizenkomplex eine in der 
Gy, Gy 


11 0 
"Px Pr 
nimlichen Weise gebildete Matrix, so ergibt sich durch ihre Komposition 

G,, 0 P,, 0 D,, 0 
a I 
Gs, Gye Pu Po \Day Day I’ 


wobei D,,=— ©,, Pi,, Day — Cy, Py, ist. Sind nun AW und B Matrizen- 
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komplexe derselben Art d. h. solche, fiir die die Gleichung (2) 8 P+ P’ = PY 
gilt, so folgt auf Grund der letzten Bemerkung und der speziellen Formen, 
die &, B und P haben, aus der Relation (2) eine ihr analoge, wobei fir 
% der Matrizenkomplex (21), fiir & der Matrizenkomplex (20) und fir 
die Matrix der Substitution (11”) die Matrix der Substitution (11**) tritt. 
Die Determinante der zuletzt genannten Substitution ist von Null ver- 
schieden, denn sonst hitte die Substitution (11”) eine’ verschwindende 
Determinante. Mithin sind die Matrizenkomplexe (20) und (21) von der- 
selben Art. Diese sind vom Grade n—/f (f>1), also von niedrigerem 
als n*™ Grade. Fiir solche Matrizenkomplexe haben wir aber unser Theo- 
rem bereits als bewiesen angenommen. Infolgedessen muB es méglich sein, 
die irreduziblen Teilkomplexe von (20) 


Msp, Ags, ***, Ay, 
den irreduziblen Teilkomplexen von (21) 
bes, bss, me. b 


in gewisser Reihenfolge eindeutig umkehrbar derart zuzuordnen, dab zwei 
zugeordnete Matrizenkomplexe stets denselben Grad haben und von der- 
selben Art sind. Aus der eindeutig umkehrbaren Zuordnung ergibt sich 
im besonderen 4 =p. Da die Matrizenkomplexe a,, und b,,, wie bereits 
gezeigt, im Falle «) gleichen Grad haben und von derselben Art sind, 
ist unser Theorem fiir diesen Fall véllig bewiesen. 

Wir haben nun noch den Nachweis fiir die Richtigkeit unseres Satzes 
im Falle 8) zu fihren. Zu diesem Zweck betrachten wir den Differential- 
komplex (y’)+ U%(y). In ihm behalten wir die ersten f Funktionen 
Yi» Yay °°") Yy bei und fihren weiter die g Funktionen z,, 2,,---, 4, ein, 
die nach (11) lineare homogene Funktionen von y,, y,,--- y, sind. Der 
Fall 6) war dadurch charakterisiert, daS die f+ g Funktionen 


Yr> Yor ***r Yer %19 Fan °*'y 2% 
linear unabhingig sind. Die zuletzt aufgezihlten f+ g linear unabhingigen 
Funktionen ergiinzen wir noch, was auf unendlich viele Weisen geschehen 
kann (vgl. oben Seite 15), durch irgend »—f—g lineare homogene 
Funktionen 4,, 541) "749429 °**» Mn VOD Yi, Yar “* "> Yq mit Koeffizienten 
aus 2, so dab 


MM 


Yir Yor °°» Yer 81» Far °° Myx Usgageis Wr+g422 °°? Mn 
insgesamt m linear unabhingige Linearfunktionen von y,, ¥,,°--, y, sind. 
Infolge dieser linearen Unabhiingigkeit, d. h. des Nichtverschwindens der 
Determinante, kann man ¥,, ¥,,°°*, y, auch als lineare Funktionen von 


Yr Yor °° 's Yoo M19 S99 °°» For Ueagate Ue+geas °°? Un 
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ausdriicken. Mit Hilfe der zuletzt genannten m Funktionen geht der Dif- 
ferentialkomplex (y’) + %(y) in einen von derselben Art mit den Funktionen 


Yi> Yor °° Ver 419 292 °° > Fr Usagets Ueigeer “> Un 


tiber. Der zu diesem Differentialkomplex zugehérige Matrizenkomplex ist 
folglich mit dem Matrizenkomplex & von derselben Art. Da y,, yy, -- +, yy 
und 4,,4,---,£, zu den Differentialkomplexen (y’) + a,,(y) baw. (2’) + b,,(¢) 
gehéren, liBt sich der neue Matrizenkomplex, der mit & von derselben 
Art ist, folgendermaBen schreiben 


a,, O 0 

(22) 0 »b, O 
te, tee fy} 
hierbei bedeuten t,,, t,,, t;,; Matrizenkomplexe mit » —f—g Zeilen und 
f, 9 baw. n—f—g Spalten. Wir transformieren nunmehr t,, in einen 
Matrizenkomplex derselben Art, bei dem die irreduziblen Teilkomplexe 
von t,, hervorgehoben erscheinen. Es sei also t,, in einen Matrizenkom- 
plex derselben Art von der Gestalt 

tL 0 0 ++ 0 0 

fis Tas 0 coe 0 
(23) 

fe-1,3 fea, f—1,s i ae Ritiace 0 


fs fe fs iis. = es 


iibergefiihrt, wobei f,,, fy, ---, f,, irreduzible Matrizenkomplexe bedeuten. 
Infolgedessen ist der Matrizenkomplex & mit dem Matrizenkomplex 





a,09 00 ---0 
0 6,0 0 ---0 
(24) fs: tse fas 0 ---@ 


la fas les fas --+0 


fos fs fs fre <Boee he 


von derselben Art, wobei a,,, 6,,, fss, fu, ***> f,» irreduzible Matrizen- 
komplexe sind.*) DaB & mit (24) von derselben Art ist, ersieht man 
entweder unmittelbar aus dem Voraufgehenden oder sonst betrachte man 


*) In (24) entstehen die Matrizenkomplexe f mit den zweiten Indizes 1 und 2 
aus den in (22) verwendeten t,, und t,,. 
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den Differentialkomplex fiir die Funktionen y,, y,,---, Yr, 21) 8) °°") 4, 
und die weiteren » —f—g Funktionen, die fiir y,, 044) Uy4y49) °°"? Mn 
eingefiihrt werden, wenn der dem Matrizenkomplex (23) zugeordnete Dif- 
ferentialkomplex » — f — g" Grades ins Auge gefabt wird. 

Da die Matrizenkomplexe & und (24) von derselben Art sind und 
beide mit dem niamlichen irreduziblen Teilomplexe a,, beginnen, kann 


man, wie unter a) bewiesen wurde, die irreduziblen Teilkomplexe von W& 


(25) Giz» Aggy, Aggy, Aggy, > * *» Agy 
den irreduziblen Teilkomplexen von (24) 
(26) Qis> By, Yes» fear °° *» for 


in gewisser Reihenfolge eindeutig umkehrbar so zuordnen, daB zwei zu- 
geordnete Matrizenkomplexe immer gleichen Grad haben und von der- 
selben Art sind. 

La8t man die Funktionen y,, y,,---,y, mit den Funktionen 2,, 4, --, 2, 
ihre Pliitze vertauschen, so vertauschen in (24) a,, und b,, ihre Stellen, 
und man schlieBt, daB der Matrizenkomplex & auch mit dem Matrizen- 
komplex 

6,9 0 0 
0 a, 0 0 
(24*) fs: foe fss 0 
fas fas fas fas eis 


oo oOo © 


fe fa is a ye be 
von derselben Art ist. Nun waren 8 und & Matrizenkomplexe derselben 
Art, folglich trifft dies wegen der Transitivitét des Artbegriffes auch fir 
die Matrizenkomplexe 8 und (24*) zu. Die zwei zuletzt genannten be- 
ginnen aber mit dem nimlichen irreduziblen Teilkomplex b,,. Hieraus folgt 
nach dem, was unter «) bewiesen ist, daB man die irreduziblen Teil- 
komplexe von % 


(27) Bi, Bys, bss, bu, oe Dis 
den irreduziblen Teilkomplexen von (24*) 
(28) bi, M15 Iss, Tua» “pyar fee 


eindeutig umkehrbar in gewisser Reihenfolge derart zuordnen kann, dab 
zwei zugeordnete Matrizenkomplexe stets gleichen Grad haben und von 
derselben Art sind. In (26) und (28) stehen genau dieselben Matrizen- 
komplexe nur in anderer Reihenfolge. Da zwei Matrizenkomplexe, die mit 
einem dritten von derselben Art sind, es auch untereinander sind, folgt, 
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daB die irreduziblen Teilkomplexe in (25) und die irreduziblen Teilkom- 
plexe in (27) wegen ihrer eindeutig umkehrbaren Zuordnung zu (26) bzw. 
(28) auch einander in gewisser Reihenfolge eindeutig umkehrbar zuge- 
ordnet erscheinen, so daB zwei zugeordnete Matrizenkomplexe stets den 
gleichen Grad haben und von derselben Ordnung sind. Aus der eindeutig 
umkehrbaren Zuordnung derIn (25) und (27) stehenden Matrizenkomplexe 
folgt noch im besonderen 4 =u. Hiermit ist auch der Fall #) erledigt, 
und unser Theorem ist véllig bewiesen. 


§ 6. 
Die volistindige Reduzibilitit eines Matrizenkomplexes. Der fir 


den ersten gréBten volistiindig reduziblen Teilkomplex eines 
Matrizenkomplexes giiltige Satz. 


Einen Matrizenkomplex 2% mit Koeffizienten aus Z nenne ich voll- 
stéindig redusibel, wenn er mit einem Matrizenkomplex der besonderen Form 


a,9 0 ---0 
0 a,0 ---0 
{yxy Mggy °° % Ma}? 0 0 a,---0 
oS © @ «++ @&; 


AA 


von derselben Art ist, so daB in der Diagonale lauter irreduzible Matrizen- 
komplexe, auBerhalb dieser lauter Nullen stehen. In Worten: Ein Matrizen- 
komplex Mt heiBt volistindig reduzibel, wenn er unter Hervorhebung seiner 
irreduziblen Teilkomplexe in einen zerfallenden Matrizenkomplex iiber- 
fihrbar ist. In der Bezeichnung ,,vollstindig reduzibel* sollen auch die 
irreduziblen Matrizenkomplexe (A= 1) eingeschlossen sein. 

Nicht jeder reduzible Matrizenkomplex ist vollstindig reduzibel. Infolge- 
dessen gelangt man zu der folgenden weiteren Ideenbildung: 

Ein Matrizenkomplex Qt n* Grades sei mit einem Matrizenkomplex 
R von derselben Art; der letztere besitze die Form 


R, 0 


R: 
Ry, Rs, 


wobei ®,,, R,,, 9, Matrizenkomplexe mit m Zeilen und m Spalten baw. 
n—m Zeilen und m Spalten bzw. » — m Zeilen und m — m Spalten be- 
deuten (m>1). Ist ®,, fiir sich betrachtet ein vollstindig reduzibler 
Matrizenkomplex und existiert kein Matrizenkomplex, der mit I von 
derselben Art ist und die Form 
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R, 0 0 
0 y O 
Ry, Mey Msg 


annimmt, wobei r,, einen quadratischen Matrizenkomplex p*" Grades 
(p>0) bedeutet, so sage ich von dem Matrizenkomplex Mt, daB er unter 
Hervorhebung seines ersten*) griften vollstindig reduziblen Teilkomplexes oder 
seines ersten griften volistiindig redusiblen Bestandteiles Ri,, in den Matrizen- 
komplex Kt iibergefiihrt ist.**) Bei der zuletzt aufgestellten Definition kann 
t,, von Anfang an als irreduzibel angenommen werden. Dies involviert 
keine neue Voraussetzung; denn wire t,, ein reduzibler Matrizenkomplex, 
so kénnte man r,, weiter so transformieren, daB von r,, ein irreduzibler 
Teilkomplex in Evidenz tritt und sich alsdann auf diesen beschriinken. 

Offenbar kann man jeden Matrizenkomplex Yt in einen Matrizen- 
komplex # derselben Art transformieren, bei dem ein erster gréBter voll- 
stiindig reduzibler Teilkomplex ¥,, hervorgehoben erscheint. Die Uber- 
fiihrung eines Matrizenkomplexes Mt in einen derselben Art unter Hervor- 
hebung des ersten gréBten vollstiindig reduziblen Teilkomplexes ist durchaus 
nicht eindeutig; jedoch gilt fir diese Uberfiihrung folgender 

Satz. Hin Matrizenkomplexr M sei unter Hervorhebung seines ersten 
griften vollstindig reduziblen Teilkomplexes in die zwei Matrizenkomplexe 
R und S iibergefiihrt. R und S seien dabei von der besonderen Form: 


R: Ma 0 
Rs, Res 
und 
SG: Cy 0 


Sy, Sey, 


wobei Ri,, und S,, die ersten griften vollstindig reduziblen Teilkomplexe 
von Wt bew. S bedeuten. Alsdann haben erstens die Matrizenkomplexe ft,, 
und ©,, gleichen Grad und sind von derselben Art, zweitens trifft das 
niimliche fiir R,, und ©, zu. Ferner hat jede Matrix P, die S in ® 


*) Mit Riicksicht auf eine in einer weiteren Untersuchung eingefiihrte andere 
Zerlegung eines Matrizenkomplexes in aufeinanderfolgende gréBte vollstiindig reduzible 
Teilkomplexe werde ich kiinftig die hier und in § 7 behandelte Zerlegung als eine 
solche in vordere gréBte vollstindig reduzible Teilkomplexe bezeichnen und dement- 
sprechend von dem ersten vorderen gréBten vollstiindig reduziblen Teilkomplex, ebenso 
von dem zweiten vorderen gréBten vollstiindig reduziblen Teilkomplex usw. sprechen. 
(Nachschrift wihrend der Drucklegung.) Die Arbeit erscheint in diesen Annalen. 

**) Ist m= n, also M mit R,, von derselben Art, so ist M vollstindig reduzibel; 
ist m<n, so ist die vollstindige Reduzibilitét von M ausgeschlossen. 
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tiberfiihrt, so daB S = — P’P-'+ PRP" ist (vgl. (1)), ausnahmslos eine 
R und S entsprechende Form 

P & 

(29) ‘ 


Ps, Ps, 


so daB P,, den Grad von ®,, und S,,, Py, denjenigen von KR, und S,, 
hat, ferner P,, den Matrizenkompler ©,, in W,, und P,, den Matrizen- 
komplex G,, in Ny, tiberfiihrt. Es ist also 


6, —— Ps P+ Py Ry Pas’ 
Sy, = — Py, PR + Pas Roz Py. 


Wir bilden mit » unbestimmten Funktionen y,, y,,---, y, aus R den 
Differentialkomplex (y’) + R(y) und ebenso mit » weiteren unbestimmten 
Funktionen z,, 2,,---, 2, aus © den Differentialkomplex (2) + G(z). Da 
¥ und © Matrizenkomplexe derselben Art sind, gibt es eine Matrix P 
von nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten aus 2, so daB 
die oben auf Seite 10 ausfiihrlich hingeschriebene Substitution (11) 
(2) = P(y) den Differentialkomplex (2’) + G(z) in den Differentialkomplex 
(y’) + R(y) tiberfiihrt. 

Wir wenden uns nun zu den Matrizenkomplexen f,, bzw. S,,. Der 
erste dieser sei vom Grade f, der zweite vom Grade g, so daB bei dem 
Differentialkomplex (y’) + %i,,(y) die f Funktionen y,, y,,---, y, und bei 
dem Differentialkomplex (’) + ©,,(z) die g Funktionen ¢,, 2,,---, 2, in 
Frage kommen. 

Nach Voraussetzung ist ©,, ein vollstindig reduzibler Matrizenkom- 
plex, d. h. von derselben Art mit einem Matrizenkomplex ©*, der Form: 





i,0 0---0 
0 fee 0 coe @ 
S3: 00 f,---0 


o @ @ --+ 4, 
wobei j,,, fog, -**) |,, irreduzible Matrizenkomplexe bedeuten. Da S,, und 


©* von derselben Art sind, existiert eine lineare homogene Substitution: 


Os = Gin 41 + Mig M2 + °° + Gy 92, 
Ss = Gor #1 + Ges %g + °** + 9,%,, 







(30) 





/_- 91 %1 + Wy9% °° + yy %, 


mit Koeffizienten aus 2 und nicht verschwindender Determinante, die den 


eine 


den 
aten 

Da 
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Differentialkomplex (¢’) + S*(€) in den Differentialkomplex (2’) + Sn(@) 
transformiert. Fihrt man die Funktionen §, £, ++, 0,5 2,419 2p499 °°» Sn 
ein, so geht der Differentialkomplex (2’) + S(e) i in einen solchen uber, 
der zu einem Matrizenkomplex S*: 


” St 0 
Si Sh 


gehért; bei dem letzten Matrizenkomplex S* ist iibrigens, da die Funk- 
tionen 2,,1;, 2,42, °°» %, beibehalten wurden, ©%, identisch mit dem 
Matrizenkomplex S,,, der bei S steht. Da einerseits S und S*, anderer- 
seits ¥ und © Matrizenkomplexe derselben Art sind, trifft dies infolge 
der Transitivitit des Artbegriffes auch fiir R und S* zu. 

Um AnschluB an den Hilfssatz Ill auf Seite 20 zu gewinnen, schreiben 
wir den Matrizenkomplex ©G* wegen der Form, die ©* hat folgender- 
mafen: 


S*: 


0 
jer jes . 


Der irreduzible Matrizenkomplex {,,, den wir in der letzten Darstellung 
fiir S* beniitzten und der aus der Form von ©* entnommen wurde, sei 


—n 
— 
~ 


vom Grade y, so daB jg, und jy Matrizenkomplexe mit » — y Zeilen und 
y baw. n—y Spalten bedeuten. Bei dem Differentialkomplex, der S* 
entspricht, wurden die Funktionen £,, &,---, 6, #41 #42) °°") 2, Ver- 
wendet; von ihnen gehérten die g Funktionen ¢,, &,---, & zu dem Dif- 
frentilkomples (f) + S*(€). Mithin sind die y ersten Funktionen 
£1» &» °°, &, bei dem Differentialkomplex (¢’) + {,,(€) zu bentitzen, der 
dem AEP. a Matrizenkomplex j{,, entspricht. 

Der Matrizenkomplex S* ist von derselben Art mit dem Matrizen- 
komplex % der Form: 


R, 0 


Re, Reo; 


hierbei ist {,, vom Grade f, so dab in dem Differentialkomplex (y’) + R(y) 
vom Grade m die ersten f Funktionen zu dem Teildifferentialkomplex 
(y’) + R,,(y) vom Grade f gehéren, der dem Matrizenkomplex fi,, ent- 
spricht. Wir kénnen nunmehr den Hilfssatz II auf Seite 20 anwenden; 
fiir den dortigen irreduziblen Matrizenkomplex 6,, vom Grade g tritt der 
irreduzible Matrizenkomplex j,, vom Grade y. Mithin bestehen zwischen 
unseren Funktionen y,, yz, -- +, y, und £,, f&,---, €, emtweder genau y oder 
keine lineare homogene Relationen. Das letztere ist hier infolge unserer 
Voraussetzung, daB §f,, der erste gréBte vollstindig reduzible Matrizen- 
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komplex von ®t sein soll, ausgeschlossen. Wiirden nimlich y,, yg, ---, y, 
und £,, &,--+, ¢, linear unabhingig sein, so kénnte man folgendermaBen 
verfahren: Wir halten die Funktionen y,, y,, ---, y, bei; zu ihnen nehmen 
wir die nach Annahme von ihnen unabhingigen Funktionen §,, §, - - -, ¢, 
hinzu, die lineare homogene Funktionen von y,, ¥,,--+, y, sind, wie aus 
(30) ersichtlich ist, wenn man 4,, 4,,---, 4, nach (11) durch (2) = P(y) 
ersetzt. Zu diesen f+ y Funktionen y,, y,,--- ¥,/, &» f&,°-*, § fihren 
wir noch n—f—y weitere linear unabhingige Funktionen von y,, y,,---, ¥, 
mit Koeffizienten aus 2 ein. Dem neuen Differentialkomplex, der aus 
dem Differentialkomplex (y’) + ®(y) durch Einfihrung der neuen Funk- 
tionen hervorgeht, wiirde ein Matrizenkomplex 


R, 0 O 
(31) 0 fi 0 
x i % 


entsprechen, wobei Z,,, Z,,, Z, Matrizenkomplexe mit » —f— y Zeilen 
und f bzw. y bzw. n—f—y Spalten bedeuten. Dab R mit einem 
Matrizenkomplex der Form (31) von derselben Art ist, widerspricht aber 
der Tatsache, daB %i,, der erste gréBte vollstiindig reduzible Matrizen- 
komplex von ® ist, also eine Uberfiihrung von ® in die Form (31) eine 
Unméglichkeit vorstellt. Mithin miissen y,, y,,---,y, umd §, &,--+, & 
linear abhingig sein und zwischen ihnen genau y linear unabhingige Re- 
lationen bestehen. Daher kann man nunmebr den Hilfssatz Il auf Seite 19 


anwenden; aus ihm schliebt man, daB ¢,, &,---, ¢, lineare homogene 
Funktionen von y,, y,,-- yy, nicht aber von y,, 4, Y¢49, °°) Y, Sind. 
Der Matrizenkomplex G* = {j,,, ig:,--+, {,,} ist im bezug auf die 


irreduziblen Teilkomplexe f,,, {,;, °°: {,, genau ebenso wie in bezug auf 
j,,; gebaut. Hieraus ergibt sich, daB die Funktionen, die sich auf j,,, {,5,-- 
-+,),, beziehen, denselben Charakter haben wie die zu j,, gehdérigen 
£5 »°° §,- Die Funktionen, die wir fiir den Gf, entsprechenden Dif- 
ferentialkomplex (£’) + S*(£) vom g‘" Grade eingefiihrt hatten, waren die 
Funktionen £,, &,---, €. Mithin erhalten wir das Resultat, daB jede der 
Funktionen ¢,, &,---, &, eine lineare homogene Funktion von y,, ¥3,--+, Y, 
ist, nicht aber von ¥,,,,¥Y,49,°**, Y,- Die zwischen §, &,---, & und 
#,, %,-**, 2, mach (30) bestehende Beziehung ist, da die Determinante 
nicht verschwindet, aufliésbar und liefert alsdann 4,, 4,,---, 2, als lineare 
homogene Funktionen von ,, £,---,€. Da die letztgenannten Funktionen 
lineare homogene Funktionen von y,, ¥,,---, y, sind, ergibt sich, daB 
#,, %,°**, #, limeare homogene Funktionen von y,, y,,---, y, werden. 
Aus der letzten Tatsache entnehmen wir noch, da$ eine Abhingigkeit 
einer der Funktionen z,, 2,,---, 2, von einer der Funktionen y,, 1, Y/49)°"yY, 
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immer ausgeschlossen ist; denn wiirde eine der Funktionen 4,, 2,, ---, 2, 
auch einmal von einer der Funktionen y,,,,¥,,3,--*,¥, abhingen kénnen, 
so wiirde es geniigen die fragliche z-Funktion durch ihren Wert als lineare 
homogene Funktion von y,, ¥,, +--+, y, zu ersetzen, um hierdurch (da 
links nur y,, ¥,-°-*, y, auftreten, rechts hingegen wenigstens eine der 
Funktionen y,,;,¥;43)°°*, ¥, Steht) eine Abhingigkeit zwischen den » 
linear unabhiingigen Funktionen y,, y,,---, y, 2a gewinnen. 

Da, wie soeben bewiesen, ¢,, 4,,---, 2, niemals von ¥,,5,Y/42)°*') Yn 
abhingen kénnen, muB eine lineare homogene Substitution (11) z= P(y), 
die den Differentialkomplex (z’) + S(z) in den Differentialkomplex (y’) + R(y) 
fiberfihrt, notwendig die Form: 


4 =Put TP, ter Vy 
oe =PaY, TPe¥e te TPr Vy, 


(32) £, =Poits + Piao + "FP, Yy, 
BP oy 4114 TPy 4s 2Ya tr TPy gs Vet Po as cerY raga boty 41 nIn? 
2549 Pi 49141 +P, 42,2Ye tt TP 42, cVeTPy gar cer deer to FP, 49, 04n9 


a, =Paith +Pa2 Vs + +P, Vy FPaipai ¥y +1 T°" +F2..08e 


haben. Aus den g ersten Gleichungen (32) schlieBen wir, dab die Un- 
gleichung g > f unméglich ist; denn wiirde sie bestehen, so wiirden von 
den g linear unabhiingigen Funktionen 2,, 2,,---, 2, gewisse in Dependenz 
stehen, da sie nach (32) lineare Funktionen von f<g Funktionen waren. 
Mithin muBb g <f sein. 

R und © sind véllig gleichberechtigt, und R,, und ©,, haben fér 
R und S die entsprechenden Higenschaften. Infolgedessen schlieBt man 
aus der Ungleichung g < f, indem man # und © ihre Rollen vertauschen 
lat, daB auch f<g sein muB; mithin hat man f—g, dh. R,, und S,, 
sind von gleichem Grade f=g. Setzt man in der Substitution (32) f=g, 
so hat die Substitution P, die durch (32) gegeben wird, die Form 

P,, 0 
Pr, Pros; 
wobei P,, eine quadratische Matrix vom Grade f = g bedeutet. 

Da die Substitution (¢) = P(y) den Differentialkomplex (2’) + S(s) 
in den Differentialkomplex (y’) + R(y) tberfiihrt, besteht eine Relation, 
die geschrieben werden kann (vgl. (2)) 

(33) SP+P’ =PR. 
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Da S, R und P die nimliche Gestalt 

S,; 0 Ry, 0 Py 0 

Sy Sy ey Ree Py Pas 
haben, wobei S,,, R,,, P;, quadratisch von gleichem Grade sind, folgt 
aus (33) unmittelbar, daf 
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(34) G,; Pi + Ps, _ Py Ri, 
und 
(35) SC. Py, + Poy = Ps Res 


wird. P,, und P,, haben von Null verschiedene Determinanten, denn 
sonst miiBte die Determinante von P verschwinden. Mithin besagen die 
Gleichungen (34) und (35), daB &,, und S,, sowie R,, und S,, Matrizen- 
komplexe derselben Art sind. Aus (34) und (35) kann man die oben bei 
unserem zu beweisenden Satze hingeschriebenen Gleichungen 

Si _— P,, Px’ + PRPs 

yy = — Py, PR’ + PR PQ’ 
unmittelbar entnehmen, indem man (34) und (35) mit PZ’ baw. P* 
rechtshindig komponiert. Hiermit ist unser Satz véllig bewiesen. 

Obgleich im Voraufgehenden bereits enthalten, sprechen wir noch 

besonders das Theorem aus: Wie auch immer ein Matrizenkomplex M unter 
Hervorhebung seines ersten griften volistiindig redusiblen Teilkomplexes in 
einen Matrizenkomplex derselben Art iibergefiihrt wird, so hat der erste 
gripte vollstindig reduzible Teilkomplex, der sich bei irgend einer solchen 
Uberfiihrung ergibt, denselben Grad wie der erste griBte vollstindig reduzible 
Teilkomplex, der sich bei irgend einer anderen Uberfiihrung ergibt, und beide 
Teilkomplexe sind von derselben Art. Sieht man Matrizenkomplexe derselben 
Art als nicht verschieden an, so ist fiir jeden Matrizenkomplex M sein erster 
grofter vollstindig reduzibler Teilkomplex eindeutig bestimmt. 


g 7. 


Zerlegung eines Matrizenkomplexes in seine aufeinanderfolgenden 
gréBten volistindig reduziblen Teilkomplexe und der hierfir 
giiltige Satz £). 


Ein Matrizenkomplex Yt sei mit einem Matrizenkomplex: 


“,0 0 ---0 
Rs, Re» 0 coe® 

R: Rs, Rye Rss ---@ 
Rr Ris Ris: Ree 








vor 


zib 
zib 


se) 


eauems-2w inin=. a4 a& wo’ 


amis —————— 





nn 
lie 
n- 
bei 


ch 
ter 


ste 
en 
ble 
ide 


ter 


em 





Uber Matrizen- und Differentialkomplexe. 35 


von derselben Art.*) %,, soll hierbei der erste gréBte vollstindig redu- 
tible Teilkomplex von ® sein. ®,, soll der erste gréBte vollstindig redu- 
zible Teilkomplex von 
R, 0 O ---0 
Rss Ri, 0 = 0 
Rs Rs Res rr Rt, 


sein. %,, soll der erste gréBte vollstiindig reduzible Teilkomplex von 


RW, 0 ---O 
R,, Ry --- O 
Ris Rae: KR, 


sein. Auf diese Weise soll die Bildung weiter gehen. Offenbar kann man 
durch wiederholte Transformation, indem man zuerst fi,,, dann *i,,, hier- 
auf %i,, usw. hervortreten laBt, den gegebenen Matrizenkomplex Yt stets 
in einen Matrizenkomplex ® des beschriebenen Typus iiberfiihren, so dab 
R und Mt von derselben Art sind. 

Hat man einen Matrizenkomplex J% in einen Matrizenkomplex ® von 
derselben Art iibergefiihrt, so daB alle in der Diagonale stehenden Ma- 
trizenkomplexe ,,, H,,, ---, R,,, nach dem geschilderten Verfahren ge- 
bildete, gréBte vollstindig reduzible Teilkomplexe der aufeinanderfolgend 
durch Streichung ans % entstehenden Matrizenkomplexe sind, so sagen 
wir, daB der Matrizenkomplexr It unter Hervorhebung seiner aufeinander- 
folgenden gripten vollstiindig reduziblen Teilkomplexe in einen Matrizen- 
komplex QR derselben Art iibergefiihrt sei. Die in der Diagonale stehenden 
volistindig reduziblen Matrizenkomplexe ¥,,, ¥,,,---, K,, menmen wir 
in der hingeschriebenen Reihenfolge den ersten, den sweiten usw. schliep- 
lich den w*" gripten vollstiindig reduziblen Teilkomplex, der sich bei der 
Uberfiithrung des Matrizenkomplexes M in die Form KR ergibt. Die mm 
den gréBten vollstiindig reduziblen Teilkomplexen ¥,, (¢=1,2,---,m) zu- 
gehérigen Differentialkomplexe sollen entsprechend als der erste, eweite usw. 
bis u” grifte vollstindig redusible Teildifferentialkomplex bezeichnet werden, 
die aus dem Differentialkomplex (y’) + R(y) hervorgehen. 

Fiir die sukzessiven gréBten vollstiindig reduziblen Teilkomplexe eines 
Matrizenkomplexes M gilt folgender 

Fundamentalsatz B). Wie auch immer ein Matrizenkompler M 
unter Hervorhebung seiner aufeinanderfolgenden griten vollstindig reduziblen 


*) Die Bezeichnung ist gegen § 6 geiindert. 
3° 
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Teilkomplexe in einen Matrizenkomplex derselben Art tibergefiihrt wird, so 
sind die griften vollstiindig reduziblen Teilkomplexe, die sich bei irgend einer 
derartigen Uberfiihrung ergeben, den grépten vollstiindig reduziblen Teil- 
komplexen, die sich bei irgend einer anderen Uberfiihrung ergeben, der Reihe 
nach derart zugeordnet, daB zwei zugeordnete Matrizenkomplexe stets den 
gleichen Grad haben und von derselben Art sind. 

Betrachtet man also Matrizenkomplexe, die von derselben Art sind, als 
nicht verschieden, so sind fiir jeden Matrizenkomplex M die wu griften voll- 
stiindig reduziblen Teilkomplexe eindeutig bestimmt, und ewar sind sie, was 
fiir die irreduziblen Teilkomplexe von MR nicht zutrifft, auch ihrer Reihen- 
folge nach eindeutig festgelegt. Man kann also von dem ersten, dem zweiten usw. 
bis uw" griften vollstindig reduziblen Teilkomplex sprechen, der zu INR gehért. 

Zum Beweise mége Yt auber mit dem zu Anfang dieses Paragraphen 
charakterisierten Matrizenkomplex noch mit dem Matrizenkomplex S 
von derselben Art sein; dabei habe © die Form 


6,9 0 0 
S,, S, 0 0 
S: Ss, Ss, Sys -0 


Sy Sue Sus °° Syrues 

und ©,,, Sy, -- +, S,-,, sollen gréBte vollstiindig reduzible Matrizenkom- 
plexe der aufeinanderfolgend aus © durch Streichen entstehenden Matrizen- 
komplexe sein. 

Die Matrizenkomplexe ® und © sind mit Mt von derselben Art; 
folglich sind sie es auch untereinander. Daher existiert eine Matrix K 
von nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten aus 2, die R 
in © tiberfiihrt. Da ®,, und S,, die ersten gréBten vollstindig reduziblen 
Matrizenkomplexe von ‘i und © sind, muf die iiberfiihrende Matrix K 
nach dem Satze des vorigen Paragraphen (Seite 30) notwendig die Form 





(36 K,, 0 

00 = aa 

; En Ky 

haben, wobei K,,, ¥,, und S,, gleichen Grad haben und K,, den Matrizen- 
komplex S,, in &,, tiberfiihrt, so dab 


Sy ee Ky, K;* . Ky, R,, KG’ 





ist, also ®,, und ©,; von derselben Art sind. Nach dem zitierten Satze 
leistet K,, das gleiche fiir die zwei Matrizenkomplexe: 
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RR, 09 O ---0 
(37) Rss Rss 0 so 

Rs Rs Ras " Raw 
und 

6S, 9 O - 0 
(38) S,, S,, 0 - 0 


Sys Sys Sys ee Sys 

die aus % und © durch Streichung hervorgehen. Da (37) und (38) 
Matrizenkomplexe derselben Art sind und f,, und ©,, ihre ersten gréBten 
volistiindig reduziblen Teilkomplexe vorstellen, mu8 nach dem bereits oben 
verwendeten Satze des vorigen Paragraphen die Matrix K,,, die die Uber- 
fihrung von (38) und (37) vermittelt, notwendig die Form 
Ky, 0 
Ky Ks 
haben; hierbei besitzen nach dem fraglichen Satze des vorigen Paragraphen 
K,,, Vig und S,, gleichen Grad, und es fiihrt K,, den Matrizenkomplex 
©,, in R,, tiber, so dab 

Syp = — Ky, Ky,’ + Kay Roy Ky,’ 
ist, also H,, und ©,, von derselben Art sind. Das Gleiche leistet nach 
dem zitierten Satze die Matrix K,, fiir die zwei Matrizenkomplexe 


(39) 


R, 0 0 ---0 
(40) oe «..¢ 

Ris Rus Ris Me 
und 

6, 0 0 0 

SG, S, 0 0 


(41) 


S.. 6, 6,5 29+ Guys 
die aus (37) und (38) durch Streichung hervorgehen. Da &,, und S,, 
erste gréBte vollstindig reduzible Teilkomplexe der Matrizenkomplexe (40) 
und (41) vorstellen und letztere von derselben Art sind, ergibt sich nach 
dem Satze des vorigen Paragraphen, daB die Matrix K,,, die die Uber- 
fiihrung von (41) in (40) vermittelt, notwendig die Form 
Ky, 0 


42 om 
(2) Ky Eu 
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haben muB; dabei besitzen K,,, R,, und S,, gleichen Grad, und es fihrt 
K,, den Matrizenkomplex S,, in %i,, tiber, so dab 
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S,, = — Kj, Kx! + Koy Rss Kz 


ist, also R,, und ©,, von derselben Art sind. Weiter fihrt K,, den aus 
(41) durch Streichung hervorgehenden Matrizenkomplex in den entsprechend 
aus (40) gewonnenen fiber. Setzt man dieses Verfahren fort, so sieht man, 
daB stets die i" bei R und © auftretenden gréBten volistindig reduziblen 
Teilkomplexe ®,, und S,, (i=1,2,---,u) den gleichen Grad besitzen und 
von derselben Art sind, im besonderen ist noch u =u’. Hiermit ist der 
Satz 8) vollstindig bewiesen. 

Aus (36), (39), (42) und den durch Fortsetzung zu erhaltendea Formeln 
findet man noch das folgende Resultat: 

Jede Matrix K von nicht verschwindender Determinante mit Koeffi- 
sienten aus =, die den Matrizenkompler S in den Matrizenkomplexr R 
tiberfiihrt, ist, wenn bei R und S die griften vollstiindig reduziblen Teil- 
komplexe hervorgehoben erscheinen, von der Form: 


K,, 0 0 0 -0 
K,, K,, 9 0 -0 
oie Ks, Ks; Ks 0 7-0 
(*) Ky Ky Kg Ky o+ @ 


Kus Kus Kus Kus +> Kuus 
so daB die Matrix K den Matrizenkomplexen R und S entsprechend aus- 
schaut. 
Um (43) zu erhalten, braucht man nur die in (36), (39) und (42) auf- 

tretenden K,,, Ky, K,, und die sich dann weiter einstellenden K,,, Kg, - - 

+, K,,,,-1, etwas anders zu schreiben. Wir spalten niimlich K,, in Matrizen 
aid soviel Zeilen, wie sie durch K,,, Kjs,---, K,,, bestimmt werden, und 
erhalten hierdurch K,,, K;,,---, K,,,. Ebenso spalten wir K;, in Matrizen 
mit soviel Zeilen, als sie durch K,,, K,,,---, K,,,, bestimmt werden, und 
gewinnen hierdurch K,,, K,,,-- , K,,,- Analog sind K,,, Ky.,--+, os 
zu behandeln. 
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§ 8. 


Die zu einem Matrizenkomplex gehdérigen aufeinanderfolgenden 
gréBten subordinierten Matrizenkomplexe und der fiir sie giiltige 
Eindeutigkeitssatz. 


Hat man einen Matrizenkomplex Yt unter Hervorhebung seiner auf- 
einanderfolgenden gréBten vollstindig reduziblen Teilkomplexe in die 
Form % des vorigen Paragraphen iibergefiihrt, so kann man erstens den 
volistindig reduziblen Matrizenkomplex i,, betrachten, zweitens den Ma- 
trizenkomplex 

R,, 0 
Ry, Ry, 
drittens den Matrizenkomplex 


R,, 0 O 
Ra Wy 0 
Rs, Rss Rss, 
usw., schlieBlich als u*" und letzten den Matrizenkomplex 


R, 0 0 ---0 

R,, Ry, 0 ---O 

Rar Rus Russ ss Rug. 
Die zuletzt hingeschriebenen Matrizenkomplexe sollen mit Riicksicht auf 
eine noch spiater zu gebende Definition (§ 10) als der erste, der sweite, 
der dritte usw. bis der u* gripte subordinierte Matrizenkomplex bezeichnet 
werden, die sich bei der Uberfithrung des Matrizenkomplexes Mt in die 
Form ® ergeben. Fiir diese gréBten subordinierten Matrizenkomplexe gilt 
nun folgender 

Eindeutigkeitssatz: Bestimmt man fiir einen Matrizenkomplexr M 

seine aufeinanderfolgenden griften subordinierten Matrizenkomplexe auf ver- 
schiedene Weisen, so sind die auf eine Weise gefundenen gripten subordi- 
nierten Matrizenkomplexe den auf eine andere Weise gefundenen der Reihe 
nach derart zugeordnet, daB zwei zugeordnete Matrizenkomplexe stets den- 
selben Grad haben und von derselben Art sind. Betrachtet man also Matrizen- 
komplexe, die von derselben Art sind, als nicht verschieden, so sind die auf- 
einanderfolgenden griften subordinierten Matrizenkomplexe der Reihe nach 


in entsprechender Weise wie die gréften volistiindig reduziblen Teilkomplexe 
des vorigen Paragraphen durch M eindeutig bestimmt. Man kann also von 
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dem ersten, dem gweiten usw. bis wp" gripten subordinierten Matrizenkomplex 
sprechen, der zu MN gehért. 

Zum Beweise sei S wie im vorigen Paragraphen ein zweiter Matrizen- 
komplex, der mit Dt von derselben Art ist und bei dem die aufeinander- 
folgenden gréBten vollstaindig reduziblen Teilkomplexe hervorgehoben er- 
scheinen. Alsdann ist nur zu zeigen, dab die zwei Matrizenkomplexe 


6,09 0 ---0 a.0 0 -+-0 
Ss, Sys 0 Re, Roo Pv-1'ee@ 
und 
S, Sc, S,s ets S,, Ri, Ris Rs oe R,, 


fiir jedes i>1 von derselben Art sind. Dies ergibt sich unmittelbar aus 
dem vorigen Paragraphen; denn, wie dort gezeigt, sind diese quadratischen 
Matrizenkomplexe von gleichem Grade, und offenbar wird die Uberftihrung 
des ersten in den zweiten durch die aus (43) bestimmte Matrix 


Loe o.e@ 
K,, K, 9 ---0 


Ki, Kys Ki, +> Ky, 
geleistet. Hiermit ist auch dieser neue Eindeutigkeitssatz bewiesen. 


§ 9. 
Einteilung der irreduziblen Teilkomplexe eines Matrizenkomplexes 
in Serien. 


Wir behalten die Bezeichnungen der § 7 und § 8 bei. Da ®,, und 
©,, Matrizenkomplexe derselben Art sind, lassen sich die irreduziblen 
Teilkomplexe von §,, und von ©,, nach dem Satze a) auf Seite 21 ein- 
ander so zuordnen, daB zwei zugeordnete irreduzible Teilkomplexe stets 
von derselben Art sind. Das gleiche gilt fir R,, und S,, usw., schlieBlich 
fir R,, und S,,. Hieraus ergibt sich eine Linteilung aller irreduziblen 
Teilkomplexe eines beliebigen Matrizenkomplexes in Serien, so daB folgen- 
der Satz gilt: 

Sieht man Matrizenkomplexe derselben Art als nicht verschieden an, so 
gehort 2u jedem Matrizenkomplex Ii eine erste Serie von irreduziblen Matrizcn- 


komplezen, wed e. - ++ 0° , bestehend aus den «, irreduziblen Teilkomplexen 


4%? 


des zu I seugehdrigen ersten gripien vollstindig reduziblen Teilkomplexes, 








os 


SO 


on 


eS 
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ferner eine eweite Serie von irreduziblen Matrizenkomplexen &, &. thy &. ; 
bestehend aus den &, irreduziblen Teilkomplexen des zu M eugehdrigen zweiten 
griften vollstindig reduziblen Teilkomplexes usw., schlieBlich eine w* Serie 
) &) (u) 


“ee . «,? bestehend aus den ¢, irreduziblen 


Teilkomplexen des zu MN sugehdrigen wp griBten vollstindig reduziblen Teil- 
komplexes. In diesen Serien treten nur die irreduziblen Teilkomplexe des 
urspriinglichen Matrizenkomplexes M auf, und jeder irreduzible Teilkomplex 
von IW gehirt einer und nur einer dieser Serien an. Man kann also, wenn 
Matrizenkomplexé dersclben Art als nicht verschieden gelten, die irreduzibeln 
Teilkomplexe von IR eindeutig in mw Serien einteilen; dabei kinnen die irre- 
duziblen Teilkomplexe der i" Serie auch als solche charakteri-iert werden, 
die zu den, bereits vorhandenen irreduzillen Teilkomplexen hinzukommen, 
wenn man von dem (i —1)* gréften subordinierten Matrizenkomplex von M 
zu dem i iibergeht. 
Hieraus ergibt sich: 


von Matrizenkomplezen ¢ 


Damit zwei Matrizenkomplexe M und N von derselben Art sind, ist 
notwendig, daB sich die irreduziblen Teilkomplexe der ersten Serie von M 
den irreduziblen Teilkomplexen der ersten Serie von N in gewisser Reihen- 
folge eindeutig umkehrbar derart zuordnen lassen, daB zwei zugeordnete 
Matrizenkomplexe immer von derselben Art sind, daB das gleiche fiir die 
irreduziblen Teilkomplexe der zweiten Serie usw. bis au der leteten gilt und 
dap im besonderen die Anzahl der Serien fiir TM und N dieselbe ist. 

Dies folgt unmittelbar daraus, dab, wenn Jt und MN von derselben 
Art sind und man 9 in eine Normalform ® iiberfiihrt, wegen der Transi- 
tivitét des Artbegriffes auch ® in dieselbe Normalform t iiberfiihrbar ist. 

Sind M und NM Matrizenkomplexe mit nur einer Serie irreduzibler 
Teilkomplexe, d. h. sind M und N vollstindig reduzibel, so ist die zuletet 
ausgesprochene notwendige Bedingung auch dafiir ausreichend, daB It und 
R von derselben Art sind. 


ral ved .++¢”  seien die irreduziblen Teilkomplexe der ersten Serie 


rae 


von YM; diejenigen von Yt mégen in der Reihenfolge der Zuordnung 


@) 9a) (1) . ; ; 
Dis» Dygr °* » 0,,,- lauten, wobei wegen der vorausgesetzten eindeutig um- 


kehrbaren Zuordnung #, = ¢,' ist. P,,, Pyy,---, P,,,, seien die Matrizen 
mit nicht verschwindenden Determinanten und Koeffizienten aus 2, welche 
die zugeordneten Teilkomplexe, die nach Voraussetzung von derselben Art 
sind, ineinander iiberfiihren, so daB 


of = — P’ Pot + POP,” (i=1,2,-+-, 8) 


ti dé ia 


wird. Infolge der fiir ihn vorausgesetzten vollstindigen Reduzibilitat ist 
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der Matrizenkomplex Yt mit dem aus seinen irreduziblen Teilkomplexen 
gebildeten, zerfallenden Matrizenkomplex 

© meres Gar * Sw 
von derselben Art; ebenso ist infolge der entsprechenden Voraussetzung 
der Matrizenkomplex 9% mit dem aus seinen irreduziblen Teilkomplexen 
gebildeten, zerfallenden Matrizenkomplex 


(1) 
sei OS 


von derselben Art. Wir bilden nun aus den Matrizen P,,, P,,,---, P,, 
die zerfallende Matrix P = { P,,, P3,,---, P,,,.}; diese fihrt D und © in- 
einander iiber, da P,, voraussetzungsgemiB dies fiir D‘)) und c(!) leistet; es ist 
also D = — P’ P-'+ PEP-'. Mithin sind € und D Matrizenkomplexe 
derselben Art; da ferner einerseits Yt und ©, andererseits NR und D von 
derselben Art sind, trifft dies wegen der Transitivitait des Artbegriffes, wie 
gezeigt werden soll, auch fir 2 und MR zu. 

Fiir nicht volistindig reduzible Matrizenkompleze, also im Falle, dap 
die Anzahl uw der Serien > 2 ist, erweist sich die als notwendig aufgestellte 
Bedingung im allgemeinen nicht mehr als ausreichend. Um dies einzusehen, 
braucht man beispielsweise nur die zwei Matrizenkomplexe I und N zu 
betrachten, die aus den zwei Matrizen 


® — {o{? pi? 


11? “22? 


}1 Oj |1 O} 
M = | | und M* =} 
1 4] j2 1 
bzw. 
1 0} i1 Oj 
M=—| | ud M*—| | 
1 1] \3 1) 


bestehen mégen. Fiir Pt bestehen die irreduziblen Teilkomplexe der ersten 
Serie aus einem Komplex mit den zwei Matrizen |}1|) und | 1)! und die 
der zweiten Serie ebenso aus einem Komplex mit den zwei Matrizen 
1 {| umd |}/1|\|. 9 liefert genau die gleichen irreduziblen Teilkomplexe der 
ersten und der zweiten Serie wie Yt. Trotzdem existiert keine Matrix P 
mit konstanten Koeffizienten, die Yt in MN tiberfiihrt; denn sonst miiBte 
PMP-'=M, PM*P-'=M* sein; hieraus wiirde M* = M® folgen, 
d. h. M miibte im Gegensatz zu seiner Struktur die Einheitsmatrix sein. 
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§ 10. 


Der Arthegriff bei Matrizenkomplexen verschiedenen Grades. 
Nochmals die aufeinanderfolgenden gréBten subordinierten 
Matrizenkomplexe. 


Bei der Definition des Artbegriffes wurden bisher nur zwei Matrizen- 
komplexe & und B desselben Grades » verwendet. Die Artbeziehung laBt 
sich leicht auf den Fall ausdehnen, daB man zwei Matrizenkomplexe mit 
eindeutig umkehrbar zugeordneten quadratischen Matrizen hat und die 
zwei Komplexe verschiedene Grade haben. Es bestehe also YU aus quadra- 
tischen Matrizen des gleichen Grades n: 


ee... Bt 





il 13 in 
(4) () (4 
a a coe 
21 32 2n 
YW: | (¢ = 1,2,---) 
| 
® () 
| Ga aa hats Gan 


und $ aus ihnen eindeutig umkehrbar zugeordneten quadratischen Matrizen, 
die simtlich von gleichem Grade m sind: 


» BO 2 (4) 
| Bi by, i ade Cre | 
p p rE p 
BR: 21 22 2m (t _ 1, 2, ) 
® 7) @® | 
Dnt bis hohe es I 


wobei m > m ist. 

Wir nennen den quadratischen Matrizenkomplexr 8 m*** Grades in der 
durch den quadratischen Matrizenkompler U n*™ Grades bestimmten Art 
enthalien*) (m <n), wenn es eine feste Matrix P mit m Zeilen und n Spalten 








1Pu Prs * * * Pty 
(44) P: Pau Po * * * Dew 
| Pint Pre . . : Pas | 


vom Range m mit Koeffizienten p,, (i =1,2,---,m; k=1,2,---,m) aus dem 


*) Mit Riicksicht auf die schon in der Anmerkung auf Seite 29 erwihnte 
weitere Untersuchung sagen wir kiinftig im Falle, da8 der Artbegriff wie oben durch 
die Relation (45) definiert ist, folgendermaBen: ® ist in der durch U bestimmten Art 
als vorderer Bestandteil enthalten. (Nachschrift wihrend der Drucklegung.) 
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Matrizen n'*" Grades 
(45) 


Grades 


nun folgender 


fog 


iy: 
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%, P,, + Pi = P,U 


|| 2 
| bi, 


(t) 


mi 


0 


0 


(f) () 
Dis a Bin 
3) () 
bs ‘eve _ ad 
(f) (0 
m2 he mn 
QO -- Q 
& .<«@ 


Pu —Prs 
Pos Pos 


Pui Pme 


0 0 


0 0 


B 0 


On Oise - 

Zum Beweise ergiinzen wir die rechteckige Matrix P (44) auf irgend 
welche Weise durch Koeffizienten p,, (i=m+1,m-+2,---,m; k=1,2,---,) 
aus dem Rationalititsbereiche 2 zu einer quadratischen Matrix P, des 


ile 


(v 


Pr» | 
Pen 
“| 
Pas | 
0 | 
| 

0 | 


Rationalitdtsbereiche XZ yibt, so daB die Gleichung swischen quadratischen 


gl. Gleichung (2) in § 2) 


besteht; dabei bedeutet 8, den aus B durch Zufiigen von Nullen abgeleiteten 
Matrizenkomplex n‘” Grades 


und P, die durch Zufiigen von Nullen aus P hervorgehende Matrix n' 


Wihrend im Falle m =n der Artbegriff eine symmetrische Relation 
ist, trifft dies im Falle » > m nicht zu, so daB alsdann die Bezeichnung 
»gegenseitig von derselben Art“ nicht verwendet werden darf. Es gilt 


Satz: Ist ein Matrizenkomplex 8 des m‘™ Grades in der durch einen 
Matrizenkomplex XU des n' Grades (n>m) bestimmten Art enthalten, so 
ist U von derselben Art mit einem Matrizenkomplex %, der die Form hat: 
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n™ Grades |\p,,\| (i,4—=1,2,---,) mit nicht verschwindender Determinante. 
Da P den Rang m hat, ist dies stets méglich. Aus dem Matrizenkomplex 
& bilden wir mit Hilfe von P, den Matrizenkomplex 


S~-— Pi Pr +P, UPr', 
der mit & von derselben Art ist; die in § enthaltenen Matrizen seien 


bezeichnet mit 

o fo 2. Hy 
in | 
O 70... 70 | | 
| (¢ = 1,2,---). 
| 


gl « | 
| f° fo... 0 


Alsdann ergibt sich aus der symbolischen Gleichung §P, = — P, + P,% 
das Gleichungssystem 








s=n 


> fern - Fin + D000 a 


s=1 
(i,k —=1,2,---,05 t= 1,2,-++). 
Die GréBen auf der rechten Seite des letzten Gleichungssystems seien 


(é) 


mit ¢,, bezeichnet, so daB man 


(46) D> forn-& 


s=1 


erhilt. Infolge der symbolischen Gleichung (45) bestehen fiir jedes ¢=1,2,--- 
die m-n Gleichungen 


=m 


0 p, — pi, + Sr.08 " 


s=1 
(i= 1,2,---,m ; k=1,2,---,n); 
diese kénnen mit Verwendung der GréBen ¢’? auch geschrieben werden 


=m 


(46) Bp =? «(i= 1,2,---,m; k= 1,2,--n). 


s=1 
Aus den in (46) enthaltenen Gleichungen, die sich fiir ¢ = 1 ergeben, 


(46,) fe Py, + +f Po, v.°°°> e | ho = C4 
(k= 1,2,--+,; ¢=1,2,---) 
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kann man, da die Determinante | p,,| + 0 ist, die GréBen 7, f°, --., ~- 
eindeutig bestimmen. Infolge der Relation (46) werden die Gleichungen 


(46,) aber durch 6°, B°,.-., b, 0, 0,---, 0 befriedigt. Mithin muB 


(¢) 3 () a= - 9] (4 _ (é) (® 
fis =O hs bis» fim Gailenes 0, img2™ 95°*f,, =O 


sein. Auf gleiche Weise findet man, wenn man in (46) der Reihe nach 
i = 2,3,---,m wiahlt, dab 


© ¢® (*) ® () ® () 
i = b> Les =b,°° hea ™ bs ile as ™ 0,fonee™ . 92 7 9,°- 
) (#) ® 2 ... ¢ 2,0 (4 oe “(4 p(t) 
“/ i m? vine fam = Om m? an hanes 9° hg =O 
ist. Mithin hat § die Form 
B O 


5 Se. San 


wie bewiesen werden sollte. Der voraufgehende Satz kann folgendermaSen 
umgekehrt werden: 

Ist der Matrizenkomplex UU von derselben Art mit einem Matrizen- 
komplex % gleichen Grades, der die Form 


B 0 
Gan Tes 


hat, so ist der Matrizenkomplex B in der durch U bestimmten Art enthalten. 

Da die Matrizenkomplexe & und § mit gleichem Grade » von der- 
selben Art sein sollen, gibt es eine Matrix P, n*" Grades von nicht ver- 
schwindender Determinante mit Koeffizienten aus 2, so dab § P, + P,’= P, UW 
(Gleichung (2)) ist. Wir schreiben die Matrix P, in einer dem Matrizen- 
komplex  entsprechenden Weise, naimlich in der Form 


P,; Pr 
Py Ps, 


wobei P,, soviel Spalten und Zeilen wie 8 haben soll. Alsdann bilden 
wir die Matrix P, von der Form 


o: 


P,: 


.- P, Ps 
of Ny Ms 
und den Matrizenkomplex 
B 0 
B: 


wl Ms Ns, 











min AnmaeaeeAnpnint & 
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so daB P, und %, quadratisch vom Grade nm sind und N,,, Nyy, Ne,» Nog 
nur aus Nullen bestehen. In der Relation }P, + P,’= P,U ist die Be- 
ziehung 

(47) BP,+P;= Pu 

unmittelbar enthalten. Hierbei hat die Matrix | P,, P,,|| einen Rang, der 
mit ihrer Zeilenzahl, also dem Grade von % iibereinstimmt; denn sonst 
wiirde die Determinante von P, verschwinden. Mithin besagt die Glei- 
chung (47), daB 8 in der durch YW bestimmten Art enthalten ist, wie 
bewiesen werden sollte. 

Aus dem voraufgehenden geht hervor, daB man den Begriff derselben 
Art nur fiir zwei Matrizenkomplexe gleichen Grades einsufiihren braucht, 
also in dem Fall, daB die Beziehung eine gegenseitige ist, und daB man 
den Fall ungleichen Grades hierauf zuriickfiihren kann. Ist 8 in der 
durch & bestimmten Art enthalten und ist der Grad m von $ niedriger 
als der Grad » von UM, so soll der Matrizenkomplex % dem Matrizen- 
komplex X subordiniert heiBen. Aus dem voraufgehenden folgt unmittelbar: 
Zu einem Matrizenkomplexe U existieren dann und nur dann wirklich sub- 
ordinierte Matrizenkomplexe, wenn U reduzibel ist. Ist 

BS 0 
BF Ba Ons 
irgend ein Matrizenkomplex, der mit U gegenseitig von derselben Art ist 
und besitet B einen niedrigeren Grad als U, so ist der Matrizenkomplex B 
dem Matrizenkomplex UX subordiniert, und man findet séimtliche dem Matrizen- 
komplex U subordinierten Matrizenkomplexe, indem man X auf alle mig- 
lichen Arten in die Form % iiberfiihrt und ihr 8 entnimmt. 

Man beweist noch sehr leicht den folgenden Satz von der Transi- 
tivitéit der eingefiihrien Beziehung: 

Ist der Matrizenkomplex 8 in der durch den Matrizenkomplex % be- 
stimmten Art, weiter der Matrizenkomplex © in der durch den Matrizen- 
komplex & bestimmten Art, so ist © in der durch U bestimmten Art ent- 
halten. 

Ist B in der durch A bestimmten Art, und © in der durch B be- 
stimmten Art enthalten, so ist U gegenseitig von derselben Art mit einem 
Matrizenkomplex ~4 4 und % mit einem solchen der Form 6,, s: 
Hieraus folgt unmittelbar, daB Y& gegenseitig von derselben Art ist mit 
einem Matrizenkomplex der Form: 


21 


e@ea@a 
Bao 


0 
2 0 
31 G 


32 339 
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wobei iibrigens ©, mit %,, tibereinstimmend genommen werden kann. 
Hiermit ist gezeigt, dab © in der durch & bestimmten Art enthalten ist. 

Zum SchluB beweisen wir noch die folgende Fassung des im § 8 
gegebenen Eindeutigkeitssatzes: Ist I irgend ein Matrizenkomplex 
und betrachtet man einen Matrizenkomplexr S; mit folgenden drei Eigen- 
schaften: erstens in der durch IR bestimmten Art enthalten zu sein, zweitens 
genau i grifte volistindig reduzible Teilkomplexe zu besitzen und drittens 
der Matrizenkomplex hichsten Grades zu sein, der den zwei ersten Bedingungen 
geniigt, so ist S, mit dem in § 8 definierten i* griften subordinierten 
Matrizenkomplex*) von NM von derselben Art. Sieht man also Matrizen- 
komplexe von derselben Art als nicht verschieden an, so ist ©, durch M 
eindeutig bestimmt. 

Der Vorteil der in diesem Satze gegebenen Definition des i gréBten 
subordinierten Matrizenkomplexes besteht, worauf noch hingewiesen sei, 
darin, daB hier von keiner Uberfiihrung von M in eine Normalform R 
die Rede ist, wie sie in § 8 fiir die Einfiihrung des i*" gréBten subordi- 
nierten Matrizenkomplexes verwendet wird. 

Zum Beweise bringen wir ©; in die Form eines Matrizenkomplexes S* 
derselben Art, bei dem die aufeinanderfolgenden i gréBten vollstiindig 
reduziblen Teilkomplexe von S, hervortreten, so daB ©* die Form hat: 


St 0 0 .---0 
SF Sh 0 .---0 


65: 
SF, or Sf, -- + Si, 

wobei 6*, OG, ---, S* aufeinanderfolgende gréBSte vollstindig reduzible 

Teilkomplexe von ©* sind. Da ©, und ©* gegenseitig von derselben 

Art sind und 6, in der durch M bestimmten Art enthalten ist, wird M 


von derselben Art mit einem Matrizenkomplexe 


St 0 0 +++ 0 0 
oe @ o +--+ 0 0 


(48) PERS ee eae 
SF, Si 86S; a 8 
ye re : aaa Deass = 


wobei D451, Dass ** > Disser Ue41,c41 Matrizenkomplexe von so vielen 


i+1é4+19 


*) Infolge der ersten durch den obigen Satz angegebenen Eigenschaft wurde im 
§ 8 vorwegnehmend die Bezeichnung ,,subordiniert‘* gewahlt. Der letzte griBte sub- 
ordinierte Matrizenkomplex von I diirfte als mit M zusammenfallend oder mit M von 
gleichem Grade streng genommen nach der allgemeinen Terminologie, die subordiniert 
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Zeilen und Spalten sind, daB der Matrizenkomplex (48) quadratisch von 
gleichem Grade wie Yt ist. Angenommen der Matrizenkomplex S*, wire 
nicht der erste gréBte vollstindig reduzible Teilkomplex von (48), so 
kénnte man, und zwar, was wesentlich ist, da ©* der erste gréBte voll- 
stindig reduzible Teilkomplex von ©;* ist, nur durch die Behandlung des 
letzten, aber keines anderen Teiles von (48) einen Matrizenkomplex finden, 
der mit (48), also auch mit % von derselben Art ist, und die Form 


S*0 0 .:--0 0 0 

C3 650 ---0 0 0 
(49) one nies 

Si 5 SS --- SF 0 0 

0 0 0 -:--90 ty 0 


Bis Bi.9 a B42 Bia 241 Bi 2643 
hatte, wobei t,, ein irreduzibler Matrizenkomplex ist. Alsdann wiirde aber 
der aus (49) entspringende Matrizenkomplex 


S*0 0 ---0 0O 


Sf SZ0 ---0 0 
Si Ss S5 ae Sx VU 
0 0 0 -++Q ti 


erstens unter die von (49), also auch, da (49) und Yt von derselben Art 
sind, unter die von It bestimmte Art fallen, zweitens ebenso wie S, uur 
$ gréBte vollstiindig reduzible Teilkomplexe liefern*) und drittens einen 
héheren Grad als S, besitzen. Dies wiirde den iiber ©; gemachten Voraus-° 
setzungen widersprechen. Mithin ist 6* der erste gréBte vollstindig redu- 
zible Teilkomplex von (48). 

Wir betrachten nunmehr den aus (48) durch Streichung hervorgehen- 
den Matrizenkomplex: 


Ss 0 0 sak 0 
Ss Gs 0 -++0 0 
(50) . ° 
S- 6s G62 ---6s 0O 
Ziaas ye , an y y ee 


nur bei Matrizenkomplexen ungleichen Grades verwenden wollte, nicht als subordiniert 
bezeichnet werden. 
*) Namlich {Si,, ti hy Si, Sis, ieee Sj; 
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Wire © nicht erster gréBter vollstindig reduzibler Teilkomplex von 
(50), so miiBte man, und zwar, da © voraussetzungsgemiB erster 
gréBter volistandig reduzibler Teilkomplex von 

S30 ---90 

Ss Ss <a 








. B fol 
6% S63 --- S? 

2 ‘8 id M 
ist, durch Behandlung des letzten, aber keines andern Teiles von (50) § ni 
einen Matrizenkomplex finden kénnen, der mit (50) von derselben Art § m 
ist und die Form im 

ist 

a. a. «Ane. we 0 r 

es ¢s 0 -+-0 0 0 st 

(61) ee ee ee ee a ee 01 
S, SS Sh ---SF 0 0 
0 0 0 ++ 0 ¢. 0 


Bi.23 B,.2s B24 ads its B49. Bee i4s Bessa 


hiitte, wobei t,. ein irreduzibler Matrizenkomplex wire. Alsdann wiirde 
(48) von derselben Art mit einem Matrizenkomplex 








Ss 0 0 ---0 0 0 


St 62 0 -0 0 0 
es 6s 63 .--0 0 0 
(52) : ie OP a ‘ ot 
Se 6s 62 .--62% O 0 
B44, 0 0 0 tes 0 
a Ws iss B,.2s <a hs a Boosts B24 +2? 


wobei sich @,,,,, W,,., aus Z,,,, in (48) ergeben. Im Widerspruch 
mit den tiber ©, gemachten Voraussetzungen wiirde man aus (52) folgern, 
daB der Matrizenkomplex 


) 
rt 


le 
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unter die durch (52) und folglich, da (52) und QM von derselben Art 
sind, unter die von Yt bestimmte Art gehdrt, daB er ferner genau i gréBte 
vollstindig reduzible Matrizenkomplexe besitzt*) und héheren Grad als 
6, hat. Mithin mu8 6% erster gréBter vollstiindig reduzibler Teilkomplex 
von (50) sein, d. h. zweiter gréBter vollstindig reduzibler Teilkomplex 
von (48) oder von Mt, das mit (48) von derselben Art ist. Auf diese 
Weise ist fortzufahren. Mithin sind 6*, 63, ---, 6* die aufeinander- 


§ folgenden gréBten vollstindig reduziblen Teilkomplexe von (48), also von 


M, d. h. S* ist im Sinne der Definition des § 8 der é* gréBte subordi- 
nierte Matrizenkomplex von Mt, der aus der Darstellung (48) entnom- 
men wird. Alle #*° gréften subordinierten Matrizenkomplexe, wie sie 
im § 8 definiert waren, sind, wie dort gezeigt, von derselben Art. Nun 
ist ©, mit ©,* von derselben Art. Gelten also Matrizenkomplexe derselben 
Art als nicht verschieden, so ist der Matrizenkomplex ©, eindeutig be- 
stimmt und zwar erweist er sich als identisch mit dem i gréBten sub- 
ordinierten Matrizenkomplex, wie er in § 8 eingefiihrt wurde. 


Freiburg i. Br., im Oktober 1915. 


*) Niamlich St, { S3,, tes }; Sis, ali Si. 
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R. Scuavurrier. 


Uber wiederholte Funktionen. 
Von 
Rupotr ScHaurrcer in Ulm. 
I. Das Konvergenzproblem. 
f(x) sei eine reelle Funktion reellen Arguments. Ich definiere: 
fh (zx) — f(x), 
f(z) = f(f@), 
baa = f(f,-1@)). 


f(x) heiBe die ,n-fach wiederholie Funktion f(x)“. 
Es fragt sich nun, unter welchen Bedingungen die Grenzfunktion 


f.,.(2) = lim f, (x) 


n=o 





(D) 


existiert. 

Besitzt y = f(x) eine Bildkurve, so lassen sich die Funktionen f,(z) 
(n = 2,3,+--) geometrisch konstruieren: Man ziehe durch den Punkt P, 
(x, f(z)) die Parallele zur X-Achse bis zum Schnitt Q, mit der Geraden 
y=; durch Q, die Parallele zur Y-Achse bis zum Schnitt P, mit der 
Kurve y = f(x), so hat P, die Abszisse f,(x), die Ordinate f,(x) usw. So 
kann man einerseits die f(x) (n= 2,3,---) konstruieren, andererseits ihr 
Verhalten fir lim » = co beurteilen. 

Einleitende Beispiele: 

1. f(z) —sin 2, f, (x) = 0 fir —cocr<+oo. 

2. f(x) = cos 2, f,(x) =e fir —co<4<+ 00; ¢ ist die Wurzed 
der Gleichung cos x = z. 





3. f(z) = ms Man findet durch Zeichnung und noch einfacher 


f, (=4=") = = 


durch Rechnung: 
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| 





.(2) 
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f.(v) ist unbestimmt fir z=—— 1, f(z) ——1 (n=—1,2,3,---), dh. fir 
8 5 8 


Saw), 2h — a - oe = 5? 


Es ist f(x) = =e fiir alle tibrigen Werte von z. f,(x) ist somit 


bis auf ,,hebbare“ Unstetigkeiten konstant, nimlich = — =. Das letzte 


Beispiel weist auf die Beziehungen unseres Problems zur Kettenbruch- 


lehre bin *) — 

Unsere allgemeine Untersuchung sei, wo nicht anders bemerkt, auf 
das endliche Intervall a<2<b beschrinkt. Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Existenz von /, (x) (n=2,3,---) lautet dann: 
B,) a<f(«)<b fir a<cecb. 

Ich nehme an, B,) sei erfiillt. 

Die Mehrzahl der nun folgenden Siitze ist geometrisch einleuchtend. 
Die Beweise sind jedoch unabbingig von der Anschauung durchgefihrt. 

Satz 1 Ist lim f, (xq) komvergeni (diveryent) und 

f(2;) = f (2); 


so ist auch lim f,(x,) konvergent (divergent) und es ist 
lim f,,(a%) = lim f(a) 
(lim f, (2,) — lim f,(25)). — 


Dies folgt unmittelbar aus der Definition D). 


Satz Il. Ist 
B,) f(a) stetig und 
B,) f(z) —e|<|a—e| fir ae, 
80 ist 


lim f(a) =. 


Beweis. Aus B,) folgt: 
|ja—e|=0 
das gibt im Verein mit B,): 
f(¢) =. 


*) Man bat nimlich f,(2) =~ 
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Sei nun 


% + C. 
B,) gibt mit f,_,(a,) statt 2,: 


\f.(%o) — ¢| < |f,-1(%) — ¢| fir n=: 


Hieraus folgt die Konvergenz von 


be 
oe 


Lim |f,(%) — ¢]. 

Es ist noch zu zeigen, daB dieser Grenzwert gleich Null ist. Angenom- 
men, es sei 

(1) lim |f,(%) —¢e|=h>O. 

Da zwischen den stetigen Funktionen |f(z)—c| und |x—c} die Un- 
gleichung B,) besteht, so laBt sich die positive Zahl ¢ so bestimmen, daB 
(2) O0<h—|f(x)—c| fir 0<|x—c|—h<e. 

Nun konvergiert andererseits die Folge 


[fi@) —¢l, Ifo) — el, --- 
abnehmend gegen h, also ist 


(3) O>h—|f,(%)—c) fir n—1,2,---. 
Wahlt man den Index » so groB, dab 

(4) 0<|fi-1(%) —¢|-A<e 

wird und setzt sodann 

(5) f-1(%) = %, 

so geht (3) tiber in 

(6) O>h—|f(x,)—e|. 


Da hier nach (4) und (5) 
0<\|z,—ce —h<se 
ist, so steht (6) im Widerspruch mit (2); also ist h = 0, w. z. b. w. 
Zusitze zu Satz Il. 1. Man deute B,) geometrisch! 


2. Der Satz gilt auch fiir das unendliche Intervall — oo <2<+ oo. 
B,) fallt dann weg. 


3. Einfache Beispiele zu Satz II: 
f(2)=2* fir |2z\ <1; 
f(z)=a+@(a—a) fir |@#|<1, —w<cr<4+on; 


sin x 


f(z) = sin z, cos 2, fir —oo<@<+oo. 





¢ ist jedesmal die Wurzel der Gleichung f(x) = ~. 








f( 
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4. Aus Satz II folgt: Ist f(x) stetig und fiir x =e differensierbar, 
f(e.) =e und |f'(c)| <1, so ist, wenn x ein Wert in der Umgebung von 
2=c ist: 

lim f, (x) = ce. 


Dies ist ein praktisches Kriterium. 


5. Satz Il oder Zusatz 4 dient auch zur zahlenmdBigen Auflisung 
von Gleichungen. Ist eine Wurzel ¢ der Gleichung 


f(z) =x 
gesucht, weiB man, daB f(x) bei = den Bedingungen von Satz II oder 
Zusatz 4 geniigt, und ist a, ein Niherungswert von c, so ist 
a,, 4, = f(4,), a = f(a), --- 
eine gegen c konvergierende Folge von Niherungswerten, von denen jeder 
besser ist als der vorhergehende. Es ist 


a@,—¢ _ f(@-)—fO. 


; os 
a-1— © a,-1—¢ 


die Konvergenz ist also um so besser, je kleiner |f’(c)| ist. 
Das angegebene Niherungsverfahren kann z. B fir die Gleichungen 


sing 


Coox—= 2, ~~ 


empfohlen werden. Es liBt sich auch auf Algebra anwenden; so ist 
z. B. mit 


1 

f(z)=2+2-——: 
f..(4,) = — V2, sobald a, ein Niherangswert von — - V2 ist. Und es 
laBt sich leicht ermitteln, unter welchen Voraussetzungen die Funktion 

f(z) =z" +2—a 
den Bedingungen von Zusatz 4 geniigt und somit zur Berechnung von 
Ya geeignet ist. 

Die Verwendung der wiederholten Funktionen zur Auflésung von 

Gleichungen ist altbekannt. Das Newtonsche Verfahren gehért als Spezial- 
fall hierher. Vgl. Pascal, Repertorium d. héh. Math. 1,; Leipzig 1910, 


8. 353f.,, wo auch Literaturangaben. 
Satz III. Ist p(x) eine stetige Funktion und ist 


B,) f(z) —¢e| S|p@—e|<|e—e| fir 2+¢, 
B;) f(e) =¢, 
$0 ist 


lim f,(«) =e. 
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Beweis. Fir z =—c folgt das Behauptete aus B,). Fir 2+ c erkennt 
man zuniichst wie bei Satz II, daB lim | f,(2,)—c| konvergiert. Wir machen 


nun wieder die Annahme (1). Zwischen den stetigen Funktionen 
g(x)—ec| und |r—e 
besteht die Ungleichung B,), also ist 
0<h—igp(x)—e!| fir 0<|xa—cl—h<e; 
hieraus folgt wegen B,): 
(2) O<h—|f(x)—ec| fir 0<\/r—e|l-—h<e, 
und der Beweis geht weiter wie bei Satz IL 

Zusitze zu Satz Il. 1. Der Satz gilt auch fir —coo<a<+o0; 
B,) fallt dann weg. 

2. Satz III ist der auf unstetige Funktionen ausgedehnte Satz I. Er 
hat einen sehr weiten Geltungsbereich. Ist z. B. g(x) eine Funktion, die 
der Ungleichung | g(x); < G@ geniigt, im tibrigen aber beliebige Unstetig- 
keiten aufweist, so geniigt die Funktion 


f(z) =e + =F 9(z) (|@| <1) 


den Bedingungen von Satz III (man setze etwa p(x) = ¢ + #(a—0)). 
Satz IV. Ist 
B,) f(x) stetig und 
B,) f(x) monoton zunchmend, 
so ist f(x) konvergent und es ist 
der auf den Wert x folgenden Nullstelle von ( asl 
f..(2) _ z, “ 
der dem Wert x vorangehenden Nullstelle von (f(x) ail 
je nachdem f(x){=) x ist. 
Ich fiihre den Beweis nicht durch, denn Satz IV ist nur ein Spezial- 
fall des folgenden. 
Zusitze zu Satz IV. 1. Es sei an B,) erinnert. Der Satz gilt dann 
und nur dann auch fiir —co<a2<+ 00, wenn die ,folgende“ bzw. 
»vorangehende“ Nullstelle, von der im Satze die Rede ist, fiir jeden Wert 


von z vorhanden ist. B,) fallt dann weg. 
2. Beispiel zu Satz IV: 
f(a) = 2 + cos ax — (—co<4@<+00), 
gibt: 
f,(2) = E(a), 
wobei E(x) die gréBte ganze Zahl bedeutet, die <- ist. Hier ist die 
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zahlentheoretische Funktion E(x) auf einfache und geometrisch leicht zu 
deutende Art durch eine Folge analytischer Funktionen dargestellt. (Wegen 
anderer Darstellungen von F(x) siehe A. Pringsheim, Math. Ann. Bd. 26 
(1886), S. 192—196.) 

Satz V. Ist 
B,) f(x) monoton zunehmend, 
so ist f(a) konvergent und es ist 


der auf den Wert x folgenden Nullstelle von (lim f(x +4)—2), 


dé=-0 
fo(@) = )*? 


der dem Wert x vorangehenden Nullstelle von (lim f(z + 6)— 2}, 
d=+0 








je nachdem f(x) {=} x ist. — 
Beweis. Die Werte von z, fiir welche die Ungleichung 


(1) lim f(x + 8) <x < lim f(z +8) 
éd=-0 d=+0 


gilt, und denen wir noch a und b hinzufiigen, bilden eine abgeschlossene 
Menge M, d.h. jede Hiufungsstelle dieser Werte gehiért zu ihnen. 

I. x gehért nicht zu M. Die Zahlen, die nicht zu M gehéren, 
bilden eine Menge von Intervallen, deren Endpunkte zu M geboren. Ist 
a<2x< ein solches Intervall, so ist entweder 


(2) fiz)>lim f(z+5)>a fir «<r<B 
éd=-—0 

oder 

(3) f(z) <lim f(a@+8)<a fir «o<a<f. 
d=+0 


Es ist niimlich ausgeschlossen, daB etwa in einem Teil des Intervalles die 
Ungleichung (2), in einem anderen die Ungleichung (3) gilt; denn an 
einer Stelle z, (a<2,<), in deren Umgebung teils f(z)> 2, teils 
{(x) <x wiire, miiBte wegen B,): 


lim f(%+9) <% Slim f(z, +4) 
d=-0 d=+0 
sein. z, miiBte also zu M gehéren — ein Widerspruch. Nehmen wir an, 
es gelte (2). Wire nun 
lim f(6+ 8) < B, 
b=-0 
so miiBte in der linksseitigen Umgebung von z=6 die Funktion /(4)<2 
sein; ware aber 
Jim f(B+8) > 6, 
so wiirde 6 nicht zu M gehéren. Also ist 


(4) lim /(6+8) =B. 











































































































58 R. Scnavrrier. 
Ist ¢ eine beliebige kleine positive Zahl, so besitzt die Differenz (f(x)— x) 
fir «+e<x<B—e wegen (2) eine von « abhingige, aber von Null 
verschiedene untere Grenze. Man kann jetzt leicht eine stetige Funktion 
g(x) herstellen, die fir «<2< 6 der Ungleichung 
\f(*) — B| S|p(@) — B| <|z—B| 
geniigt. Setzt man c=, so geniigt nun f(x) fir a<2< den Be- 
dingungen von Satz III, méglicherweise mit Ausnahme von B,). Da jedoch 
wegen B,) stets 
f(a) +A fir a<a<p, 
so kann man trotzdem auf die Gleichung 
f.(7)=B6 fir a<zrz<B 
schlieBen. 
Besteht andererseits die Ungleichung (3), so findet man das analoge 
Ergebnis: 
f.{4)=a fir ae<cxr<B, 
womit der Satz fiir die Punkte bewiesen ist, die nicht za M gehéren. 
Il x gehért zu M. a) Fiir f(z) = ist die Behauptung evident. 
b) Ist f(z) > 2, so gilt die Ungleichung f(z) > auch noch in der 
rechtsseitigen Umgebung von 2; in dieser Umgebung (a, selbst ausge- 
schlossen) gilt somit (2); x, ist somit ein «; in diesem Falle sind die 
Bedingungen von Satz lll fir «e<x< 8 erfillt (B,) wieder eventnell 
ausgenommen) und es wird 
f.(2) = B. 


c) Ist endlich f(z) <2, so findet man, daB zx, ein f ist und daB 
f.,(B) = « ist, so daB nunmehr Satz V vollstiindig bewiesen ist. 

Zusitze zu Satz V. 1. Der Zusatz 1 zu Satz IV, der den Satz auf 
unendliches Intervall ausdehnt, gilt auch fiir Satz V. 

2. An dem Beispiel f(z) — E(x) sieht man, daB der Satz nicht mehr 
gilt, wenn man fiir f(z) Konstanzintervalle zulaBt. 

Wir kennen bis jetzt eine notwendige (B,) und verschiedene hin- 
reichende Bedingungen fiir die Konvergenz von f,(x). Wie man eine 
zugleich notwendige und hinreichende Bedingung erhalten kann, sei 
hier nur angedeutet: f(z) geniige der Bedingung B,) und sei im fdbrigen 
beliebig. Der Zahl a, wo a<a<)b, ordne ich die demselben Intervall 
angehérige Zahl f(a) zu, dieser f,(@) usw. So erhalte ich eine konver- 
gente oder divergente Zahlfolge F',. Gehe ich von einer andern Zahl # 
aus (a<8<b), so erhalte ich méglicherweise eine Folge, die von einem 
gewissen Glied an mit F, iibereinstimmt. Alle Folgen F',, bei denen 
dies der Fall ist, vereinige ich mit F, zu einem einheitlichen Gebilde, 
das als ,,Zahlbiischel* bezeichnet sei. Jede Zahl des Intervalls gehért 
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alsdann einem bestimmten Zahlbiischel an und der Funktion f(x) ent- 
spricht in umkehrbar eindeutiger Weise eine Spaltung des Kontinuums 
a<2x<b in Zahlbiischel. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Existenz von f,,(x) besteht nun in der Konvergenz simtlicher zu 
f(x) gehirigen Zahlbiischel. 


II. Eine Umkehrung des Problems. 

Wir fragen jetzt: Wann ist eine gegcbene Funktion (x) darstellbar 

in der Form 
p(2) = f(z)? 

Dieses Problem ist leichter zu behandeln als das Konvergenzproblem. 

Die folgenden Sitze gelten sowohl fir endliches wie unendliches 
Intervall. Bei endlichem Intervall a<2<b muB man den gegebenen 
Funktionen wieder die Bedingung B,) auferlegen. 

Satz VI. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz 
einer Funktion f(x), die der Gleichung 


A) f.() = 9(2) 
geniigt, besteht in folgendem: 
B,) Fiir jeden Wert p, den p(x) annimmt, ist z= p eine p-Stelle oder eine 
Hiéiufungsstelle von p-Stellen von p(x) 

Beweis. I. B,) ist notwendig. Sei also vorausgesetzt: Es gibt die 
Funktion f(z), die der Gleichung 


f.(2) = p(2) 
geniigt. Ist =a eine p-Stelle von g(x), so ist 
(1) lim f,\@) = p, 

k=o 


oder, anders geschrieben: 


lim f,(f,@) =p fir k—1,2,3,---. 


Die Zahlen f,(x) (k= 1,2,---) sind somit p-Stellen von g(x). Diese haben 
nach (1) entweder p zur Hiiufungsstelle oder aber sie sind von einem be- 
stimmten Index an alle gleich p, w. z. b. w. 

Il. B,) ist hinreichend. Wir miissen nun unter der Voraussetzung B,) 
eine Funktion f(x) konstruieren, die der Gleichung A) geniigt. Ist p ein 
Wert, den g(z) annimmt, so unterscheiden wir folgende Fille: 

a) g(p)=—p. Ist @ irgend eine p-Stelle von (x), so wird alsdann 
definiert: 

f(«) =p. 
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60 
Es ist nun zu beweisen, dab f,(a)=— g(a) ist. =p ist selbst eine 
p-Stelle von (2), also ist 

f(a) = fv) =P, 

f,(@) = f(») =», 

f,(«) = f(P) =P, 
woraus folgt: 


f.,(@) = p = 9(@), 
w. z. b. w. 


b) p(p) +p. In diesem Fall ist p gemaB B,) eine Haufungsstelle 
von p-Stellen von g(x). Es sei. 
Gy, My, My, °° 
eine gegen p konvergierende Folge von p-Stellen von (z): 
lim «, = p, 


so definiere ich: 
[(@,) = a, 
f(@,) = a Ss 


Hieraus folgt: 


_ ’ f(y) = en 
Dann wird in der Tat: 


f(%) = lim ¢, 4 5 = p = 9(%). 
Ist « = « eine der iibrigen p-Stellen von g(x), d. h. ist 
P(%) =P, + O, Hy, Hy, - +, 
f(@) = «5 


fo(@) = fu(%) =P = 9(@), 


so definiere ich: 
dann wird: 


w. z. b. w. 

Nun ist f(x) offenbar im ganzen Intervall a < x < b definiert, womit 
auch der II. Teil des Beweises erledigt ist. 

Zusitze zu Satz V1. 1. Geometrische Fassung von B,): ,,Zieht man 
zu der Mediane y = x die beiden Parallelen 

Poco yma—e und p---y=rte 

und durch einen beliebigen Punkt von y= (zx) eine Parallele p, zur 
X-Achse, so liegt auf p, zwischen p, und p, mindestens ein Punkt von 
y = 9(z), wie klein ich auch |¢| wihlen mag. 

2. Hier liegt der seltene Fall vor, daB man auf elementarem Wege 
notwendige und hinreichende Bedingungen fir die Struktur einer Funk- 
tion erhalt, die Grenzfunktion einer unendlichen Folge ist. Diese Be- 
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dingungen werden noch einfacher, wenn man, wie in Satz VII, Stetigkeit 
der Grenzfunktion voraussetzt. 

Satz VIL Ist p(x) eine stetige Funktion, so besteht die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Funktion f(x), die der 
Gleichung 
(A) f(2) = p(2) 
geniigt, in folgendem: 

B,) Es gibt zwei Zahlen « und B >a, so daB 


o(z)—2 fir a<z<p, 
aS o(2)<SB fiir «<a, B<z. 


Beweis. DaB B,) hinreichend ist, ist ohne weiteres klar: Man setze 


etwa 
f(x) = (2). 


B,) ist aber auch notwendig: Setzen wir die Existenz einer Funktion f(z) 
voraus, die der Gleichung (A) genitigt Ist « die untere, 6 die obere Grenze 
von g(x), so nimmt (zx), weil stetig, jeden zwischen @ und # liegenden 
Wert an. Ist p ein solcher Wert, so ist p nach Satz VI eine p-Stelle 
von f(x) (denn bei stetigen Funktionen ist auch jede Haufungsstelle von 
p-Stellen eine p-Stelle), d. h. es ist 


f(p)=p fir «spss, 
oder 


fla)—2 fir «<a<p, 


womit der Satz bewiesen ist. 

Zusitze zu Satz VIL. 1. Geometrische Fassung von B,): ,,Das Bild 
der Funktion y = (x) verliuft zwischen den Geraden y= o und y= # 
und enthilt das von diesen beiden Geraden ausgeschnittene Stiick der 
Mediane y = z.“ 

2. Die elementaren Funktionen (ausgenommen y= und die Kon- 
stanten) geniigen der Bedingung B,) nicht, sie kénnen also keine unend- 
lichfach wiederholten Funktionen sein. 

3. Aus B,) folgt offenbar: 


3(z) = 9(2), 
Pn(t) = 9(2), 
P(X) = (2). 


Es fragt sich nun, wann diese Gleichungen bei beliebigen Funktionen gelten. 


Hiervon handelt Satz VIII. 
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Satz VIII Fiir das Bestehen der Gleichung 


f(z) = f() 
ist folgendes notwendig und hinreichend: 
B,) Ist p ein Wert, den f(x) annimmt, so ist 


f(p) =p. 
Beweis. I. B,) ist notwendig. Sei also angenommen: 
f..(2) = f(2). 
Ist p ein Wert, den f(z) annimmt, so folgt aus der Hypothese 
f(p)=a+P 
die Gleichung 
f..(P) _ f.@ _ q, 
also 
f.(p) + P 
— ein Widerspruch; es ist also 
f(p) =P, 
w. z. b. w. 
Il. B,) ist himreichend. Aus 
; f(y) =p 
folgt mit p = f(x): 
; f(x) = f(2); 
hieraus folgt 
f(z) _ f(x), 


w. z. b. w. 

Zusitze zu Satz VIII 1. Geometrische Fassung von B,): ,,Zieht 
man durch einen beliebigen Punkt von y = f(x) die Parallele zur X-Achse, 
so schneidet diese Parallele die Mediane y = x in einem Punkt von 

y = f(a). 
2. Mit B,) gleichwertig ist die Gleichung: 
f(x) = f(z), 
d. h. eine Funktion ist dann und nur dann gleich ihrer co-fachen Wieder- 
holung, wenn sie gleich ihrer zweifachen Wiederholung ist. , 

3. Fir stetige Funktionen sind B,), B,) und B,) gleichbedeutend. 
WeiB man also von einer stetigen Funktion entweder: sie ist gleich einer 
co-fach wiederholten Funktion; oder: sie ist gleich ihrer zweifachen Wieder- 
holung; oder: sie ist gleich ihrer co-fachen Wiederholung; so weif man 
auch, daB sie die beiden anderen von diesen drei Eigenschaften hat. 


Ulm im Januar 1916. 
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Grundztge einer Theorie der Riemannschen Funktionenpaare. 


Von 


Rosert Kénic in Tibingen. 


Einleitung. 


In einem systematischen Aufbau der Riemannschen Funktionentheorie 
treten neben die rationalen Funktionen und deren Integrale zuniichst die 
multiplikativen Funktionen*) und deren Integrale und dann die Riemann- 
schen Funktionenpaare mit ihren Integralen (§ 1). Als Spezialfall enthalten 
sie die beiden erstgenannten Kategorien von Funktionen. Ihre Existenz 
sehen wir durch das ,Riemannsche Problem“ verbiirgt an**), es handelt 
sich um eine Erforschung ihrer Eigenschaften. 

In einem I. vorbereitenden Abschnitt wird niichst der Definition der 
Begriff der reduzierten Exponenten, der fundamentale Unterschied zwischen 
Exponenten 1. und 2. Art aufgestellt, sowie nach dem Vorgang Riemanns 
eine Klasseneinteilung fiir die Funktionenpaare gemacht, wobei sich siamt- 
liche Klassen zu Paaren, bestehend aus zwei zueinander komplementéren 
Klassen zusammenordnen. 

Im II. Abschnitt werden die Funktionen- und Differentialpaare einer 
Klasse untersucht. Erstere haben die Eigenschaft: 1. dab mit zwei Paaren 
auch ihre Summe in der Klasse vorkommt; 2. daB das Produkt eines 
Paares mit einer beliebigen rationalen Funktion ebenfalls vorkommt; 
3. daB die Ableitung nach der unabhiingigen Variablen gleichfalls der 


*) Dieselben sind als einfachster Spezialfall (p= 0) enthalten in meiner Arbeit: 
»Arithmetische Theorie der verzweigten multiplikativen Funktionen“, Crelles Journal, 
Bd. 146, 8. 161—184. 

*) S. J. Plemelj, ,,Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodromie- 
gruppe“, Monatshefte f. Math. u. Phys. Wien, 19. Jahrg. 8. 211—245. Vgl. auch 
L, Schlesinger, Bericht itiber die Entwicklung der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Leipzig 1909, S. 56ff. und O. Haupt, Zur Theorie der Prymschen Funk- 
tionen 1. und N. Ordnung, Math. Ann. 77 (1915), 8. 24ff. 











64 R. Kime. 


Klasse angehért, was wir zusammen die ,,Klasseneigenschaft“ nennen. In 
speziellen Fillen, z. B. im allgebraischen Fall (§ 17), kann neben Summe 
und Differenz auch Produkt und Quotient zweier Paare wieder der Klasse 
angehéren, also ,,Kérpereigenschaft* statthaben.*) Es zeigt sich nun, dab 
die meisten Sitze in der Lehre von den algebraischen Funktionen nicht 
auf ihrer Kérpereigenschaft, sondern schon auf ihrer Klasseneigenschaft 
beruhen. Und es bildet den Zielpunkt dieses Abschnittes, fiir eine beliebige 
Klasse das zu erreichen, was fiir die Klasse der hyperelliptischen Funktionen 
bekannt ist und zwar so, daB dieser Spezialfall wirklich genau umfaft wird. 

Es handelt sich zuniichst um die wirkliche Herstellung einer Basis 
fiir die Funktionenpaare der ganzen Klasse, fiir ein Ideal innerhalb der- 
selben und schlieBlich fiir die Multipla eines Divisorenpaares. Hierbei ist 
es eine wesentliche Aufgabe, zu definieren, wann ein F'unktionenpaar Multi- 
plum eines Divisorenpaarcs heibt (§ 7). Als Folgerung ergibt sich ein 
Theorem I iiber die Determinante der Basis eines Ideals — die 
Verallgemeinerung des Kronecherschen Diskriminantensatzes — die wichtige 
Gleichung (12), sowie Aufschlu8 iiber das Vorhandensein von Exponenten 
($9). Wir gelangen zur Einfiihrung des Begriffes: Geschlecht der Klasse 
als genaue Verallgemeineruny der Geschlechtszahl p im algebraischen Fall 
und erkennen damit, welche Rolle die Zahl p als Klasseninvariante spielt. 
Die Durchfiihrung der zu Beginn des Absatzes genannten Aufgabe fir 
die komplementiire Klasse — wobei auf die Festsetzung (15) zu achten 





ist — fihrt zu dem grundlegenden Theorem If, worin die Verallge- | 


meinerung des Verzweigungsteilers bei den hyperelliptischen Funktionen 
auftritt. 

Alles bisher iiber die Funktionenpaare Gesagte gilt — mutatis mu- 
tandis — auch fiir ihre Integrale oder die zugehérigen Differentialpaare, 
welche die Verallgemeinerung der Abelschen Dijferentiale darstellen. Auch 
fiir sie kénnen wir jetzt eine Basis herstellen und zwar der Reihe nach 
fiir die Differentialpaare der ganzen Klasse, fiir ein Ideal und weiter fir 
ai 


a 


e Multipla eines beliebigen Divisorenpaares innerhalb der Klasse, z. B. 
s speziellsten Fall eine Basis fiir die ,,iiberall endlichen“ Differentiale. 
Hierbei war es wieder eine wesentliche Aufgabe, in zweckmiibiger Weise 
zu definieren, wann ein Differentialpaar Multiplum eines Divisorenpaares 
heiBen soll (S. 82). 

Die Gegeniiberstellung von Funktionen- und Differentialpaaren fihrt 
zu dem Theorem III, welches die Verallgemeinerung des Riemann- 
Rochschen Satzes darstellt, sowie zu drei weiteren eleganten Rezi- 
prozititstheoremen (§ 15); das erste gibt eine Beziehung zwischen den 


— 


*) Wozu Eigenschaft 3. tritt. 


a 


a 


ee ae 
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Geschlechtern, das zweite zwischen den Funktionen und das dritte zwischen 
den Differentialen zweier zueinander komplementiiren Klassen. Das letzte 
kann als die Verallgemeineruwng des Brill-Noetherschen Reziprozitiitssatzes 
angesehen werden. 

Im III. Abschnitt wird schlieBlich gezeigt, wie die gewéhnliche Theorie 
der algebraischen (hyperelliptischen) Funktionen und Differentiale wirk- 
lich als Spezialfall unserer allgemeinen Theorie herauskommt. Hierbei 
sind noch die Sitze in § 17, § 18 wesentlich. 


Was die Literatur anbetrifft, so wurde der Gegenstand zuerst und in 
sehr allgemeiner Weise von E. Ritter*) in Angriff genommen. Stellen wir 
uns auf unser Gebiet (d. h. p=0, m=2), so betrachtet Ritter statt Funk- 
tionen ,,Formen“ verschiedener ,,Grade“ (6+ 0). Dagegen ist es unbe- 
dingt nétig, — und wenn man nur die einfachsten Spezialfille: die 
Paare rationaler oder multiplikativer Funktionen oder den hyperelliptischen 
Fall einordnen will — eine exakte Definition des Multiplums 1. Art 
fir Funktionen und Differentiale aufzustellen und zwar in so allgemeiner 
Weise, wie wir es getan haben. Das fehlt noch bei Ritter und fuBert 
sich z. B. am Riemann-Rochschen Satz, der — auf das vorliegende Ge- 
biet iibertragen — erst durch wiederholte Spezialisierung aus unserm 
Theorem hervorgeht und insbesondere fiir die Klasse der hyperellip- 
tischen Funktionen nicht das gewéhnliche Riemann-Rochsche Theorem 
umfassen wiirde. 


Fiir den algebraischen Fall vergleiche man das Werk von Hensel- 
Landsberg (Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 
1902), dessen Methoden und Bezeichnungen wir uns bedienen. 


*) Uber Riemannsche Formenscharen auf einem beliebigen algebraischen Ge- 
bilde. Math. Ann. 47 (1895), 8. 157—221. 


Mathematische Annalen. LXXVIII. 5 
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I. Abschnitt. 


Riemannsche Funktionenpaare und ihre Integrale. 


§ 1. 
Definitionen. 


Wir betrachten die ¢ = x + iy-Ebene oder Volikugel K, auf welcher 
s im Endlichen gelegene Punkte a, (6 = 1,2,---,s) (¢>1) markiert seien. 
Von einem davon verschiedenen Punkt O legen wir einander nicht tiber- 
kreuzende Linien J, nach a,, versehen 
sie wit einem Richtungssinn von O nach 
a, und zerschneiden XK lings /,, wodurch 
wir ein positives und negatives Schnitt- 
ufer erhalten. Ferner sei ein System von 
zwei — nicht gleichzeitig verschwinden- 
den — analytischen Funktionen 


y= (%, Ys) 
erklart mit folgenden Eigenschaften: 
1. in der zerschnittenen Ebene K* seien y,, y, eindeutig; 
2. an jeder von den a, verschiedenen Stelle besitzen y,, y, den 
Charakter rationaler Funktionen; 
3. lings 1, erfahren y,, y, lineare homogene Substitutionen 








~ xe (7) yt (9) y* 
(1) wn FOR _ kore y= A(yt) — 
¥, = a vf + af ¥; 
mit von Null verschiedener Determinante. 
4. In den Entwicklungen an den Stellen a, kommen nur endlich viele 
negative Potenzen vor. 
Wegen 1.,, 2., 3. folgt, daB das Produkt 
(1a) A,A,_, ++. 4,4, E=(5 9) 
sein muB. Neben den Funktionen*) y = (y,, y,) betrachten wir auch ihre 
Integrale J = (J,,J,) bzw. die zugehérigen Differentiale dJ = (dJ,, dJ,), 
welche lings |, dieselben Substitutionen A, erfahren (§ 12). 


*) Der Kiirze halber sprechen wir statt von dem Funktionenpaar (y,, y,) auch 
von der Funktion y — mit den beiden ,,Zweigen“ y,, y, — schlechtweg. 
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§ 2. 
Das Verhalten von (1, ye) im Kleinen. 


Wir iiberdecken K mit zwei Blittern K,, K, und zerschneiden sie 
in genau derselben Weise zu K,*, K,*. Eine Stelle z= von K heiBe yp, 
die dariiberliegenden p,, p,. Auf K,* werde y,, auf K,* y, ausgebreitet. 
An einer von den a, verschiedenen Stelle p haben y,, y, — die wie hier 
als linear unabhiingig voraussetzen — nach ganzen Potenzen der Orts- 
uniformisierenden fortschreitende Entwicklungen, beginnend mit gewissen 
Potenzen 9,, 92, die wir die Exponenten 1. Art nennen — zum Unterschied 
von dem, was man in der Differentialgleichung fiir y die ,Exponenten“ 
der Stelle p nennt (Exponenten 2. Art). Ist a(¢—a) eine von den Stellen 
a,, 80 gibt es zwei — bis auf multiplikative Konstanten und die Reihen- 
folge — bestimmte Fundamentalzweige 


j, = (s—a)"B,(e—a), 8, (a) +0, 
j, = (e—a)"B,(e—a), P,(a) +0 


die aus y,, y, durch eine lineare Substitution 

(3) tas Ya = L(Y» Ys) L = (1) 

hervorgehen; in einer Zeile von (2) kann noch ein logarithmisches Glied 
hinzutreten. 


Wir setzen 
A, =a, +h,, h,, hg ganze Zahlen 


A, = a, + hy, 0<Ra,<1 (¢= 1,2), 
und nennen die so normierten a, die reduzierten Exponenten der Stelle a. 


(2) 


(4) 


Es bleibt dahingestellt, welchem von den ¥ und damit A, a man den 
Index 1 oder 2 geben will; jedoch treffen wir schon jetzt die Fesisetzung, 
daB das fiir alle Funktionen einer Klasse (s. § 3) in derselben Weise ge- 
schehen soll, d. h. daB fiir jedes Paar einer Klasse #, und js stets durch 
dieselbe Substitution L aus y, und y, hervorgehen sollen. 


§ 3. 
Klasseneinteilung. 


Fassen wir jetzt die Gesamtheit M von Funktionen, deren Zweige 
linear unabhingig sind, und welche héchstens an den gegebenen Stellen 
a, eine von E verschiedene Substitution erfahren, ins Auge! Diejenigen, 
welche allemal dieselben A, besitzen, haben die fiir die Aquivalenz nétigen 
Kigenschaften und kénnen deshalb in eine Klasse*) vereinigt werden; nicht 


*) In der Sprache der Differentialgleichungen ,,Art“ genannt. 
5* 
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fiquivalente kommen in verschiedene Klassen und es erscheint so M in 
Klassen aufgeteilt. Nachtriglich wollen wir in eine Klasse auch die aus 
linear abhingigen Zweigen bestehenden Paare, welche dieselben A, be- 


sitzen, aufnehmen, wofern solche vorkommen. Ist z. B. A, = E, = (9 ; 


fir 6 = 1, 2,---,s, so besteht die Klasse aus dem elliptischen (s = 4) bzw. 
hyperelliptischen Funktionenkérper (algebraischer Fall, s. III. Abschnitt). 

Mit einer Klasse (K) steht in engstem Zusammenhang die komplemen- 
tire (K) mit den komplementiiren Substitutionen*) A, (6 = 1,2, ---, 8). 
Ihre reduzierten Exponenten @,, @ sind bis auf die (vorliufig willktrliche) 
Reihenfolge und ganze Zahlen entgegengesetzt gleich den reduzierten Ex- 
ponenten a, = a,’ + ia,”, a = a,’ + ia,” von (K) u. zw. hat man fir eine 
Stelle a folgende vier Fille zu unterscheiden: 


a) wenn «+0, a, +0, dann: —a,+1, —a,+1, 


5) b) ” a, + v0, a, _ 0, I + 1, ie , 
(6) c) » @ =0, a +0, » * —@ », —a@+1, 
d) , @=0, a’=0, ie » —~@ 


Welche der rechts stehenden Zahlen mit a, und welche mit a, zu be- 
zeichnen ist, wird spater. entschieden (§ 11). 


II. Abschnitt. 


Untersuchung der Funktionen und Differentiale innerhalb 
einer Klasse.**) 
§ 4. 
Basissysteme. 
Die Funktionen einer Klasse (KX) besitzen die Eigenschaften: 1) mit y 
kommt auch R(z)y sowie oy vor; 2) mit y und y® auch y+ y®. (In 
den speziellen Fallen (K) = (E) oder (E,) auch Produkt und Quotient.) 


*) S. Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 183; wenn wir der Kiirze halber setzen 


a, b 
4=(** °) 
c,d 


so ist 
, @a —c 
- tas? TAs 
A _— ' o ot ; 
| —)> yd 
[4g] JAgl- 


**) Der Einfachheit halber nehme ich an, da8 es sich um eine Klasse handelt, 
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Zwei Funktionen y®, y heiBen linear baw. rational unabhdéngig, wenn 
keine Relation ry) + sy = 0 bzw. Ry + Sy = 0 besteht — r, s bzw. 
R, S zwei nicht gleichzeitig verschwindende Konstanten bzw. rationale 
Funktionen. 
Satz I: Die Bedingung der rationalen Unabhingigkeit von y, y™ ist 
identisch mit dem Nichtverschwinden der Determinante 
D(y, y) = ws } 
. Wf, of? | 
Denn aus einer Relation Ry + Sy®=—0 folgt D=0O und umge- 
kehrt. Das erstere ist evident; die Umkehrung zuniichst ebenfalls, wenn 
die beiden Zweige von y™ oder von y® linear abhingig sind. Ist das 
nicht der Fall und bezeichnen wir der Kiirze halber die zu L = (I,,) rezi- 
proke Substitution mit M—(m,,) und y bzw. y® mit u bzw. v, 80 
folgt aus 
D=|" “1! _ oy (ta 1) 
|My | | Ug, Us| 
ity = Tt, d= tt, t nicht konstant. 


der Quotient “ hat in der Umgebung jeder von a, verschiedenen Stelle 
und wegen 
#, mH, +m, 4,  &, mitm,r_ 4, 


v5; m,, 6, + Mm, t, ¢, My, + Mt ®, 
auch bei a, den Charakter einer rationalen Funktion; also ist “ = ss = R(#) 
oder u — R(z)v = 0, q. e. d. ; ; 
LaBt sich jede Funktion » der Klasse in der Form darstellen 


9 = 69 + Cy 
— ¢,, ¢, rationale Funktionen — so heibt das System 7, 4 eine Basis 
der Klasse. Man erkennt leicht den Satz LI: 
Ein System ist dann und nur dann eine Basis, wenn seine 
Determinante nicht identisch verschwindet. 
Die Funktionen mit ganzen rationalen Funktionen ¢,, c, bilden einen 
Teilbereich von (XK), den zur Basis 4, y*) gehérigen Modul. Zwei Basis- 
systeme heiBen dquivalent, wenn zu ihnen derselbe Modul gehért.*) 


wo bei allen a, keine logarithmischen Glieder zu (2) treten; die befolgte Methode 
wiirde aber durchaus auch diesen Fall umfassen. 

*) S. hiertiber die Sitze bei den algebraischen Funktionen, Hensel-Landsberg, 
a. a. O. 11. Vorlesung. 
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§ 5. 
Ihre Untersuchung im Kleinen. 


Dieselbe muB durchgefiihrt werden fir eine von den Stellen a4, — kurz 
@ bezeichnet.*) Fir eine beliebige Funktion 7 = (y,, 4.) der Klasse haben 
wir in der Umgebung der Stelle a mit der Ortsuniformisierenden ¢ die 
Entwicklungen 


i. =a +b ett +- 
(6) 


3 = at’ + bt t84--., 


wobei nicht gleichzeitig a, = 0, a, = 0 ist. (Wire etwa 7, = 0, kénnen 
wir uns in der ersten Zeile lauter Nullen gesetzt denken.) & heift der 
ii 
2 
von » fiir die Stelle a. Setzen wir fiir die Funktionen einer Basis (7, 4) 
die analogen Entwicklungen an, so ergibt sich fiir die Determinante 

a) @)| 


Teiler von oder — wo ein Mifverstiindnis ausgeschlossen ist — kura 


a(t) 4(2) 





(7) Diy) =|" 7? 8 | = |L|D=|L)| jt > Mh 
. | a(t) (2) (1) nf? 
iN: > Ns "2 » 
folgende Entwicklung: 
(8) = jaP|ite +... = dt 4+---d+0 i,k = 1,2, 


¢” + @, 


wobei stets r, +17, <d. Besteht das Gleichheitszeichen oder ist |a,,| + 0, 
a(i) a(%) 
7 u 


so heiBt das System = 2 oder kurz auch das System (9, 9) normal 


in bezug auf die Stelle a. Es gelten nun die — genau wie bei den alge- 
braischen Funktionen**) zu beweisenden — Siitze: 

Ist 7, 7 ein beliebiges rational unabhingiges System, 

welches fiir eine Stelle @ normal ist, 7 =u, + uy eine 

beliebige Funktion des zugehérigen Moduls, so ist der Teiler 


von 5 fiir a gleich dem gréBten gemeinschaftlichen Teiler von 


q® (2) 
und “ fiir a. 


t* t* 






Jedes rational unabhiingige System kann, wenn es nicht 
selbst fiir eine Stelle a normal ist, durch ein dquivalentes, fir a 
normales System ersetzt werden (ProzeB des ,,Normalmachens*). 





*) Fiir eine hiervon verschiedene Stelle s. ebenda S. 165ff. 
**) Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 168—173. 
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g 6. 
Fortsetzung; Determinanten- und Elementarteiler. 


Ist unter Beibehaltung aller Bezeichnungen des vorhergehenden Para- 


a (k) 
i 


graphen ¢: die niedrigste Potenz, mit welcher eine Entwicklung von : 
t 


(k,i=1,2) beginnt, so heiBt ¢: der erste Determinantenteiler, t¢ = t» der 
zweite Determinantenteiler des Systems (y"), y™) fiir die Stelle a; # baw. 
t=-% der erste bzw. zweite Elementarteiler. Hiertiber gelten die folgen- 
den Siitze: 

Aquivalente Systeme haben (fiir jede endliche Stelle a) gleiche 
Determinanten- und Elementarteiler; insbesondere hat also ein 
beliebiges rational unabhangiges System dieselben Elementarteiler 
wie ein ihm iiquivalentes fir a normales System. *) 


Ist aber (7, 7) ein solches System und sind #* die Teiler von 


4 (A) 
. (h=1,2) ,,Kolonnenteiler“, wobei die Funktionen so angeordnet sein 


mégen, daB , <,r,, dann sind — wie direkt zu sehen — die Determi- 
nanten- bzw. Elementarteiler gleich #, #»+” baw. @, ¢, Daraus folgen 
in Verbindung mit dem vorhergehenden die Sitze: 

Von den beiden Elementarteilern ist der zweite ein Viel- 
faches des ersten. 

Leitet man aus einem beliebigen rational unabhingigen System 
verschiedene fiquivalente normale Systeme her, die Kolonnenteiler 
sind immer dieselben (sie sind Invarianten des Systems). 

Notiert man fir jede Stelle von K die zugehérigen Determinanten- 
teiler eines Systems, so erhilt man zwei Divisoren 


D, = ah... pa.-- ph, db, = a%--- pe... fe 


oo} 


wo als Repriisentant der Stellen a, der Punkt a, der sonstigen endlichen 
Stellen, wo mindestens ein Determinantenteiler von Null verschieden ist, 
der Punkt p und schlieBlich der unendlich ferne Punkt p, angefiihrt ist. 
Es ist dann 


(9) D(_™, 74) as Const. (2 —a)atatt Aya (2—p) ie 
woraus folgt 


D44+-+2GQt: +h=—-2(%+%), 


*) Der Beweis ist ganz analog zu fiihren wie im algebraischen Fall. S. Hensel- 
Landsberg, a. a. 0. 12. Vorlesung. 
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wobei die erste und letzte Summe iiber alle Stellen a,, die mittlere iiber 
alle Punkte p zu erstrecken ist. D. h. aber (Satz III): 

Die Exponentensumme des zweiten Determinantenteilers ist fiir alle 
rational unabhdngigen Systeme dieselbe, sie ist ene K lasseninvariante. 


(1) 
Fir 7% = = erhalt man einen bekannten Spezialfall. 


§ 7. 
Multipla und Ideale. 


Es sei a wieder Reprisentant einer Stelle a,, 6 irgend einer davon 
verschiedenen Stelle auf K und 
q=aqi-.->*--- 
ein beliebiger Divisor. Die Funktion 7 = (7,, 4.) heibt ein Multiplum 


2. Art von q, wenn der Exponent des Teilers von y bzw. - fiir die Stelle 


b bzw. a gréBer oder gleich ist als x bzw. 4 und an den nicht in q vor- 
kommenden Stellen > Null ist. Diese Definition des Multiplums ist aus- 
sehlieBlich durch die Klasse, der 4 angehért, bedingt, indem die redu- 
zierten Exponenten «,, a, durch die Klasse (A) gegeben sind. Sie ist 
aber nicht ausreichend, selbst wenn man einen der einfachsten Spezial- 
fille (K) = (£,) behandeln will (s. den letzten Abschnitt). Wir bendtigen 
dazu den weit schirferen Begriff des Multiplums 1. Art (kurz Multiplums 
tiberhaupt) eines Divisorenpaares 


at eee p* eee 
'D) a 1 1 


Wir nennen y ein Multiplum von © an der Stelle 6, wenn die Entwick- 
lungen von 9, bzw. 7, mit Potenzen >x, baw. > x, beginnen; an der 


a a 


Stelle a, wenn die Entwicklungen von . baw. "* mit Potenzen >A, baw. 
i t 2 — 





> 4, beginnen; ein Multiplum von © iiberhaupt, wenn beides gleichzeitig 
der Fall ist und fiir eine nicht in 0 vorkommende Stelle p von K 4 nach 


0 
der soeben gegebenen Definition ein Vielfaches von - daselbst ist. » heibt 


ein genaues Multiplum von © an der Stelle a baw. 6 bzw. itiberhaupt, 
wenn in der Definition das Gleichheitszeichen bei a bzw. 6 bzw. bei allen 
a--- und b--- gilt.*) 


*) In diese Definitionen ordnet sich auch der Fall ein, daS ein Zweig von 4 


oder von %j gleich Null ist, indem wir dann sagen, daS seine Entwicklung fir jede 
Stelle mit einer beliebig hohen Potenz («~) beginnt, also gréBer als jedes 4 oder x ist. 
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Dieser Begriff des Multiplums héngt aber aufer von der Klasse 
noch davon ab, was mit 7, (und a,) und was mit 7, (und ay) beseichnet 
wird; nur fiir 4, = 4, ware das gleichgiiltig. Es muf daher vorausgesetet 
werden, dap fiir alle Punkte a, eine diesbeziigliche willkiirliche, aber im 
folgenden feste Wahl getroffen ist (s. §2). Eine Gleichung 


Ry + Ry +.--=Q 


zwischen beliebigen Funktionen der Klasse mit rationalen Funktionen 
(insbesondere auch Konstanten) als Koeffizienten zieht alsdann die andere 


Ry + Ry” Cee | 


nach sich und umgekehrt. 

Die Hauptaufgabe ist, alle Multipla von © innerhalb (XK) und eine 
Basis fiir dieselben zu finden. Wir suchen zuerst alle Funktionen, die fir 
alle endlichen Stellen Multipla von © sind, sich im Unendlichen aber be- 
liebig verhalten. Sie bilden das zu 0 gehirige Ideal J(Q). Wie ohne 
weiteres einleuchtet, gelten hier dieselben Siatze wie bei den algebraischen 
Funktionen.*) Es kann und soll angenommen werden, dab © die Punkte 
Por, Pos nicht enthilt.*) 


§ 8. 
Fundamentalsystem fiir J(Q). 


Ein rational unabhingiges System (y", 7) heiBt ein Fundamental- 
system oder eine Basis fiir J(Q) an einer Stelle bzw. iiberhaupt, wenn 
alle und nur die Multipla von © an der Stelle baw. itiberhaupt im End- 
lichen in der Form 

uf) + tty 


darstellbar sind, wo u,, u, rationale Funktionen bedeuten, die an der Stelle 
bzw. tiberhaupt im Endlichen regular sind. Nun zur Konstruktion eines 
solchen, zundchst fiir eine Stelle!) Nehmen wir wieder den Punkt a.**) 
Aus einem beliebigen J(Q) angehérenden rational unabhingigen System 
(n, »®) kann man — auf analoge Weise wie bei den algebraischen 


Funktionen — ein neues System 


HO = Rn) + S,n®, 
H®) = Ryy® a S,y™, 


R, S rationale Funktionen 


**) Fir eine von den a, verschiedene (endliche) Stelle ist die Sache genau so 
wie bei den algebraischen Funktionen. 8. Hensel-Landsberg, a a. O. 14. Vorlesung. 
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herleiten mit folgenden Kigenschaften: 1. Es ist 


und 
B | 
R, 8,} 


R, 8 
Dianl|- ? *} (3) 
D(H™, H®) R, 8, | D(_™, 4) 


= Const. >< ganzzahlige Potenz von (s—a) =?; 


2. das neue System hat die Entwicklungen 


1 
a? 
t* 


a (1) 
Hs 
ty 


a (2) 
H, 
¢* 
a (2) 
Hs 

t™ 


oder es hat — 


D(H, H®) = |L-*| BD =| L-1|.tmtutatay ..., 


wobei 


= =m l-i4---, 
=(Q-4+0+4 
~ = 0-% +04 


=x ]-fe4... 


--+ beginnt mit einer beliebig hohen Potenz; 


--+ beginnt mit einer beliebig hohen Potenz, 


kurz ausgedriickt — an der Stelle a die Ordnungszahlen 


( 


3. demgemiB lautet die Entwicklung seiner Determinante (7) 


A, oo). 
co A,/’ 


[L-"| +0. 


Es gelten nun folgende Sitze: 


1. Das so beschaffene System (H™, H®)) ist ein Fundamen- 


talsystem fiir J(2) an der Stelle a. 


2. Die aus H”, H” gebildete Determinante D bzw. der Aus- 
druck — 
t 1 


niimlich 4, + 4,, die dieser Ausdruck fiir ein Fundamentalsystem 
fiir J(Q) an der Stelle a tiberhaupt haben kann. 


a besitzt an der Stelle a die niedrigste Ordnungszahl, 


Diese beiden Tatsachen sind evident. 


3. Ist (g, ¢) irgend ein Fundamentalsystem, so geht es 
aus (H™, H@)) durch eine rationale Substitution 


2 
gt) a >> pO He 
éi=1 

















len 
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hervor, wo die p, an der Stelle a endlich sind und die daraus 
gebildete Determinante bei a die Ordnungszahl Null hat.*) 

4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 
ein J(Q) angehdrendes, rational unabhiingiges System (&), §) 
ein Fundamentalsystem fiir J(©) an der Stelle a ist, besteht darin, 
daB ate an der Stelle a von méglichst niedrigerer Ordnung ist. 

Die Notwendigkeit folgt aus 2. und 3. Dab die Bedingung auch hin- 
reichend ist, folgt daraus, daB sich jetzt die &“ durch die H® mit den- 
selben Eigenschaften wie die ¢“ in 3. ausdriicken und daher die Gesamt- 
heit der Funktionen u,&) + u,& und v,H™ + v,H® dieselbe ist — u,, », 
an der Stelle a endliche rationale Funktionen. 

Nun kénnen wir ein Fundamentalsystem fiir den ganzen Divisor 2 
herstellen. (7, 4@) ist dann ein solches, wenn es fiir jede in © vor- 
kommende Stelle Fundamentalsystem ist, an einer nicht in 0 auftretenden 
endlichen Stelle eine Determinante mit der Ordnungszahl Null besitzt. 
Wir nehmen also ein beliebiges, J(0) angehérendes rational unabhiingiges 
System (&, &®) und achten auf die Stellen a---,6--- und die davon 
verschiedenen endlichen Punkte ¢, wo D(§) eine von Null verschiedene 
Ordnungszahl hat. Nach dem Vorhergehenden ist es méglich, fir jede 
dieser Stellen der Reihe nach aus (&), &®) ein Fundamentalsystem her- 
zustellen (wofern (€%, &°) selber nicht schon eines ist), ohne daB das 
Ergebnis bei dem Schritt von einem Punkte zum nichsten zerstért wiirde. 
Denn man kommt aus dem Bereich J(Q) nicht heraus und die Kigen- 
schaft, Fundamentalsystem fiir eine Stelle zu sein, geht wegen (1. S. 74, 
4. S. 75) bei dem ProzeB nicht verloren. 


§ 9. 
Spezielle Fille und Folgerungen. 


Satz IV: Innerhalb der Klasse gibt es stets Funktionen, welche genaue 
Multipla eines beliebigen Divisorenpaares 0 sind.**) 

Aus den J(Q) angehérenden Funktionen H®, H® des vorhergehen- 
den Paragraphen bilden wir zunichst H =H +H® und erkennen aus 
den Entwicklungen 

ad FA Hs, es oe ee 
‘ae ¢ 
*) S. ebenda, S. 212. 
**) Das gilt auch, wenn © einen oder beide Punkte p,.,, ».. enthilt; man hat 


. . . P 1 
dann im Vorhergehenden nur eine andere Variable 7 = 5 zugrunde zu legen. 
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daB H ein genaues Multiplum von 0 fiir die Stelle a ist. Ebenso lassen 
sich fiir jede andere Stelle J(0) angehérende, genaue Multipla fiir diese 
Stelle bilden und daraus durch Zusammensetzung ein genaues Multiplum 
von © iiberhaupt.*) 

Speziell fiir 


ate 


2 2 


— ae a, O01: 
=). insbesondere A =: 
besagt der Satz: 


Innerhalb der Klasse gibt es stets Funktionen, welche bei a, d. i. an 
einer von den Stellen a,, vorgeschriebene Exponenten A,=«a,+4,, Ag=a,+A, 
haben. Auch an allen Stellen a, (6 =1,2,---s) kann man gleichzeitig die 
Exponenten willkiirlich vorschreiben, wie die Wahl 


. A,a 
o- 77 |" 
4.a 

out » [a2 


ces 


lehrt. 

Speziell fiir 

= ° insbesondere be = {\. ss : 

wobei b eine von den a, verschiedene, sonst beliebige endliche (oder die 
unendlich ferne) Stelle sein kann, bekommen wir den Satz: 

Es gibt in der Klasse stets Funktionen, welche an einer beliebigen, von 
a, verschiedenen Stelle vorgeschriebene Exponenten 1. Art, insbesondere die 
rechts verzeichneten, haben. 

Sei (4, 7) wieder ein Fundamentalsystem fir das Divisorenpaar ©. 
Dann ist seine Determinante bis auf eine von Null verschiedene, multipli- 


kative Konstante gleich (s. § 8) der folgenden multiplikativen Funktion. 
Theorem I: 


(11) D(Q) = J] (e—a)***... (2 — db) +4... >< J] (z—a)™t@.... 


Der zweite Faktor, worin das Produkt tiber alle Punkte a, zu erstrecken 
ist, ist (im allgemeinen) multiplikativ und hingt ausschlieBlich von der 
Klasse ab, er bildet die Verallgemeinerung des ,,wesentlichen Determinan- 
tenteilers“ bei den algebraischen Zahlen und Funktionen; der erste Faktor, 
worin das Produkt iiber alle in © auftretenden Stellen zu erstrecken ist, 
ist rational und hangt nur von © ab, er bildet die Verallgemeinerung des 
,auBerwesentlichen Determinantenteilers.“**) 


b 


*) S. Hensel-Landsberg, a. a. O. S. 216. 


**) Vgl. auch Ritter, a.a.O. S. 178. Hieriiber wiire dieselbe Bemerkung cu 
machen wie spiiter beim Riemann-Rochschen Satz 8. 86. 
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Nehmen wir speziell O = 1, in welchem Fall J(Q) aus den ,,ganzen“ 
Funktionen der Klasse besteht. Es gibt dann nach dem vorigen Para- 
graphen ein Fundamentalsystem (&), &) — eine ,,Minimalbasis* — durch 
welche sich alle ganzen Funktionen € der Klasse in der Form darstellen 
lassen 

Emu, + uy 
wobei u,, u, ganze rationale Funktionen sind. Die Determinante der 
Minimalbasis ist gleich 


D1) = J] (e-—a)**”, 
so daB wir Gleichung (11) auch so schreiben kénnen 


D®) Nm) 
(12) Dil) ~~ yh 
wenn wir den Divisor 


qe aiths... pats. 
die Norm von 0 (Nm(Q)) und 
Q = 2A ty) +--+ + (Ht) +> 


seine Ordnung nennen. 


§ 10. 
Die Multipla von . 


Aus dem Ideal J(Q) sollen nun die Multipla von 0 ausgesondert 
werden. Sei (€, €®) eine Basis fiir J(01), welche bei p. normal*) sei 
and ¢, #: die Teiler ihrer Elemente fiir p., wobei wir ¢, £°) so ange- 
ordnet denken, daB r, >r,. Ist r, und r, negativ, dann gibt es keine 
Multipla von © innerhalb der Klasse. Ist wenigstens eine der beiden 
Zahlen nicht negativ und r, (k= 1 oder 2) die letzte nicht negative, dann 
sind alle Multipla des Divisorenpaars und nur diese in der Form 


enthalten, wobei u,, u, ganze rationale Funktionen von den Graden 
r,, 7, sind.**) ° 
Die linear unabhangigen Funktionen 
g%, £6, rey oft), 
6), 26), rey gre 


N=(r,+1)+(,4+)), 


in der Anzahl 


*) Wenn das nicht von vornherein der Fall ist, kann das System normal ge- 
macht werden; s. Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 178. 
**) S. ebenda 8S. 223, 
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die wir kurz durch 2,, 2, «- -, y bezeichnen, bilden daher eine Basis ftir 
M(Q) in dem Sinn, daB alle und nur die Multipla von © innerhalb der 
Klasse in der Form 
C2, +X +--+ + Crt 
mit konstanten c, eindeutig darstellbar sind. 
Da das System (£, &®) nach Voraussetzung fiir die Stelle p. normal 
ist, und daselbst der Teiler von £ gleich ¢*, von D(£) gleich ¢ ist, wobei 
° “a \ 
d=—q+2(%+4)), 
so besteht die Gleichung 
i1+mn=——-4 —2>(«, + ay) 
oder 
(13) mtr+g=—D (ates), 


wobei rechts iiber alle Punkte a, zu summieren ist. Nimmt man 0 = 1, 
so kann nach der obigen Methode eine Basis fiir die ,,iiberall endlichen“ 
Funktionen der Klasse gefunden werden. Die Zahl 


(14) > (ata) -—1=p 


nennen wir das Geschlecht der Klasse; sie spielt weiterhin dieselbe 
Rolle wie die Geschlechtszahl im algebraischen Fall. 


§ 11. 
Die komplementire Klasse. 


Wir betrachten jetzt die zu (K) gehérige komplementire Klasse (K). 
Die zu (KX) komplementiire Klasse ist wieder K selbst. — Die Klassen 
von M ordnen sich demnach zu Paaren zusammen, wobei aber auch 
(K) =(K) sein kann, z. B. fir A, = E,. — Sind 
i = (af, of?) und 9g = (xf, of?) 
rational unabhiingige Funktionen von (K), D(y) =| ihre Determinante, 
so gehéren die Funktionen 


(1) oe (0). p(t) ny ni” <1) fs) ta) ny? i 
WO = (ay, a )=- (=, -*) und 9 = (nf, of) =(—7 ) 


der Klasse (K) an, sie heiBen das zu (n), 7) komplementiire System. 

Bevor wir die Funktionen von (KX) untersuchen kénnen, muB, wenn 
7] = (%, Mg) eine beliebige solche Funktion ist, zuvor festgesetzt werden, 
was i, und iis heiBen soll. Wir treffen diese Wahl nicht mehr willkiirlich, 
sondern so, dap 


(15) 9 = L(i) ist, wenn ij — L(y) ist, 
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wobei EZ die zu L komplementiire Substitution bedeutet.*) Es wird 
dann z. B. 


7 - He, ny?) ~ (i = Tal) analog 7”. 
Damit ist auch festgelegt, was @, und was a heiBt (s. 5*—5*). 

Uber das komplementiire System gelten nun zuniichst im GroBen 
dieselben Siitze wie bei den algebraischen Funktionen**), ebenso im 
Kleinen fiir eine von den a, verschiedene Stelle. Wir beschriinken uns 
daher auf die Betrachtung einer Stelle a, — kurz a genannt —, wobei 
die vier Fille 5*—5* zu unterscheiden sind. Wir fragen zuerst nach den 
Teilern des Systems (7, 1), das an der Stelle a normal sei und die 
Entwicklungen hat: 


4 5 t (a t+ 0 getty...) a 
 -_ . eg ae — = i % t r; “on 
ni fl gi ta( gett +...) (ay, + )» 
4 ii? (a gota grtts...) .. 
7) -_ — = — 13 _ 12 — —_—* =f dy a i-1 +4.--- J 
(3 || wtE(lq [Mt 4...) ( 21 ) 
Angenommen nun, es liege Fall 1) vor, d. h. «,’+0, a,’+0, so daB also 
iii a =-—a,+1, a = —a,+1, 
so folg 
a) Sis) 
* =G,t7-14--- - = Git... 
analog 
Fa a ng? ina 
me aie a,,¢-"-! eee im om Giggt"*~* + ere, 
Im Fall 2), d. h. @,’+ 0, a,’+ 0, so daB also 
@=——a«,+1, tly = — My 


wiirden die Reihenentwicklungen in der ersten Zeile ebenso beginnen, in 

der zweiten dagegen mit den Potenzen {~" bzw. ¢-". Im Fall 3) umge- 
kehrt; im Fall 4) d. h. a,’=«,’ = 0, so daB also 
@—=— Oj, Gy—— ty 

schlieBlich beide Zeilen mit den Potenzen ¢-" bzw. ¢-". Das liefert den Satz: 

Ist (4, ») ein rational unabhingiges System der Klasse (XK), 

welches an der Stelle a normal ist und sind daselbst die Ex- 

ponenten der Teiler von o bzw. i gleich r, bzw. r,, so ist das 


komplementiire System (7, 7) im Fall 1) und 4) ebenfalls 


*) Das Wesentliche ist, da8 kein Widerspruch kommt, wenn (K) = (K). 
**) S. Hensel-Landsberg, a, a. O. 15. Vorlesung. 
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normal und die Exponenten der Teiler von bzw sind im 
Fall 1) —r,—1 bzw. —r, — 1, im Fall 4) —r, bzw. —1,. Im 
Fall 2) und 3) hiingen diese Zahlen noch von den Anfangskoef- 
fizienten @,, ab. Es ist z. B. im Fall 2) der Exponent des Teilers 
von 1 gleich —r, — 1 oder —r,, je nachdem @,, +0 oder = 0 ist. 


a 


Indem wir die Bezeichnungen und Festsetzungen von § 6 aufrecht 
halten, fragen wir nunmehr nach den Determinanten- und Elementar- 
teilern des komplementiiren Systems (7), 7) an der Stelle a. Hieriiber 
argibt sich aus dem Vorhergehenden unmittelbar der Satz: 

Der 1. bzw. 2. Elementarteiler des komplementiren Systems 
ist im Fall 1) —r, —1 bzw. — r, — 1, im Fall 4) —r, bzw. —r1,, 
wiahrend sich im Fall 2) und 3) keine bestimmte Aussage machen 
1aBt. 

In § 8 haben wir fiir das Ideal J(0) ein Fundamentalsystem (H“), H®) 
zunichst an der Stelle a konstruiert. Untersuchen wir nunmebr das hierzu 
komplementiire System (H"’, H). Es ergeben sich die Reihenentwicklungen 
an der Stelle a: 

Im Fall 1): 


ry 2) 
a 1]-¢-4-14... = Q-f-r-14 04... 


wt 2 


em 0-t-A-1404--. AD mm 1-f-h-2 4... 


1 @, 
Im Fall 2): 


Em Jegrhnt4... a a @-6-%4-O4.-. 


(ty *™ 


: == Q-f-a-24 04... mle, 
analog im Fall 3) und 4), so daB also (H”, H™) an der Stelle a ein 
Fundamentalsystem ist fiir die Multipla des Divisors 


an4-t a-4-3 an* a-* 
(16) bzw. bzw. bzw. 


1 
ee a;* eo-* a; *’ 


je nachdem Fall 1)—4) daselbst vorliegt. Hieraus folgt in Verbindung 
mit den Siitzen des § 4 das grundlegende Theorem II: 
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Ist (&, & eim Fundamentalsystem der Klasse (K) fiir das 


qh eee bu eee 
Ideal J(Q), wobei D= ab 6 , 80 ist das komplementdre 
2 **e-. 3 “ee 


System Ee, z) der Klasse (K) ein Fundamentalsystem fiir das 
Ideal J(Q), wobei 


(17) o-5 = $7 


Der ,,Verzweigungsdivisor“ 8 der Klasse (K) bedeutet hierbei 
folgendes, tiber alle Stellen a, (o=—1,2,---,s) zu erstreckendes Produkt 


1 al g® 2 

18) 8 — Ms, My My, Ay, 

(4° _ a! q® al a? < 
iz “ee “se “49 


a 


worin a, bzw. a, bzw. a, bzw. a, als Repriisentant der Stellen a, ange- 
fihrt ist, bei welchen Fall 1) bzw. 2) bzw. 3) baw. 4) eintritt. Der Ver- 


zweigungsdivisor fiir die Klasse (K) ist derselbe wie fir (K), so daB 8 


nur von dem Paar (K), (K) abhiingt und die Gleichung (17) symmetrisch 
ist fir (K) und (K). 


§ 12. 
Die Differentialpaare. 


Zu jedem Riemannschen Funktionenpaar y = (y,, y,) gehért ein Paar 
von Integralfunktionen 


J, ~ f 9,20, J, = f yas 


bzw. ein Paar von Differentialen dJ, = y, dz,@J,=y,dz — kurz dJ =ydz. 
Auf diese suchen wir jetzt alles iiber die Funktionen Gesagte auszudehnen. 
Bilden die Funktionen y die Klasse (K), so bezeichnen wir die Klasse 
der Differentiale dJ = ydz mit (K). Innerhalb einer Klasse tibertragen 
sich ohne weiteres die auf die Eigenschaften im GroBen beziiglichen Begriffe, 
so die der rationalen und lhnearen Unabhingigkeit, der Basis einer Klasse. 
Was die Eigenschaften im Kleinen angeht, so ist zuniichst durch die 


Gleichung dS = L(dJ) festgelegt, was ad, und was dd, heiBen soll und 


zwar ist dJ,= y, dz, dd, = y,a2; hiermit sind auch die Reihenentwick- 


1 d. dJ. , . 
lungen von —— ; - q, im eimem von den Punkten a, bzw. an einer 
t 


davon verschiedenen Stelle festgelegt (¢ Ortsuniformisierende). Der Be- 
griff des Multiplums werde durch folgende Definition festgelegt: 


Mathematische Annalen. LXXVIIL 6 








82 R. Kénie. 


Ein Differentialpaar dJ =ydz der Klasse (K) heift ein 
Multiplum (1. Art) des beliebigen Divisorenpaares © (10), wenn 


y ein Mulliplum (1. Art) von O- W- ist, wobei 





, 8 
(19) B= 7: 


oe 


Hierbei bedeutet 8 den Verzweigungsdivisor der Klasse (K) (18); 
n, baw. n,, die Stelle, wo die Integrationsverinderliche auf K bzw. K, 
Gast 2) unendlich wird und 


(20) M, - 


Diese Definition hingt nur von der Klasse (K) und der fiir sie ge- 
troffenen Festsetzung (§ 7) ab, dagegen nicht von der Wahl der Integrations- 
verdnderlichen — wie man analog wie bei den rationalen Differentialen be- 
weist.*) 

§ 13. 
Fortsetzung; Aufstellung eines Fundamentalsystems. 

Nachdem wir fiir die Differentiale den Begriff des Multiplums auf- 
gestellt haben, ist es die Hauptaufgabe: ein unabhingiges System linear 


unabhingiger Differentiale der Klasse (K)) aufzustellen, welche Multipla 
eines beliebigen Divisors © sind. Sei wieder**) 


joy --- Op... 


Qe). : 
las... by .-. 


Dann stellen wir aus den Fuitktionen der zu (K) komplementiiren Klasse 


(K) zunichst ein System (—) = (&, E®) her, welches ein Fundamental- 
system fiir das Ideal J(0~') ist und zugleich fiir die unendlich ferne Stelle 
normal ist. Die Exponenten der Kolonnenteiler seien daselbst gleich @,, 0- 


Das zu (€) komplementiire, der Klasse (K) angehérende System 
(5) = %, &®) 
ist alsdann ein Fundamentalsystem fiir das Ideal J (= ). Dasselbe ist fiir 
3. 


die unendlich ferne Stelle ebenfalls normal und wir wollen die Funktionen 
von (—) so angeordnet denken, dab 9, <,, wobei 9, = — 0,, 0: = — Os 


*) 8. Hensel-Landsberg; a. a. 0. S. 274. 
**) Der Einfachheit halber setzen wir hier mal voraus, dab © keinen der Punkte 
Voors Pog enthalt. Sonst hat man zu verfahren wie in § 14. 


~~. 
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die Exponenten der Kolonnenteiler von &, & sind. Ist 9, der erste Ex- 
ponent > 2, so bilden die Differentiale 

Edz : zt™dz ytt'y eee 2 £0) dz, 

E+ Dds, ck tz, ..-, geri? E+ dy 
das gewiinschte System.*) Ihre Anzahl ist, wenn beide 0,,@, <2 sind, 
gleich Null; wenn 9, <2, eg, >2 gleich ge, —1; wenn 9, >2, 9, >2 
gleich (9, + @3) — 2. 

Insbesondere wenn wir {—1 wihlen, liefert obige Methode eine 


Basis fiir die ,,iberall endlichen“ Differentiale der Klasse (K). Ihre An- 
zahl ist — unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen — bzw. gleich 0, 


0 — 1, (0; +e;) —2 =p —1, wenn pj das Geschlecht der Klasse (KX) ist. 
Zum SchluB erwihnen wir einen fiir das Folgende nétigen Hilfssatz: 
Die Anzahl der linear unabhingigen Funktionen einer Klasse 
(K), welche Multipla von © sind, ist gleich der Anzahl der 
linear unabhangigen Funktionen derselben Klasse, welche Multipla 
von 0 te sind, wobei ®t ein beliebiger rationaler Divisor ist. 


Denn bilden die Funktionen 4 — i—1,2,---,N — ein vollstiin- 
diges System linear unabhingiger Multipla von 0, so bilden die Funk- 
tionen 7 R(z) ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von 
D (Fr und umgekehrt. Hierbei ist R(2) die dem Divisor R entsprechende 


rationale Funktion. Dasselbe gilt fiir die Differentiale einer Klasse. 


§ 14. 
Der verallgemeinerte Riemann-Rochsche Satz. 
Es sei 
a ” e eee be eee 
az eee be eee 
ein ganz beliebiges Divisorenpaar, p,.(s—4,) eine endliche, von den a, 
verschiedene, nicht in 0 vorkommende Stelle auf K. Wir setzen 
Por Vor Por 
S-a| | 
Poo Pai Pos 
Die Punkte p,,, Po; kommen dann in ©, nicht vor. Unter Zugrunde- 


legung der Variablen “ ——— bestimmen wir ein Fundamentalsystem 
a g is, 


*) 8. Hensel-Landsberg, a. a. O. 19. Vorlesung, 8. 297 ff. 
6* 
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(€) = (&, &) der Klasse (K) fiir das Ideal J(O,), welches an der Stelle p, 
normal ist. Seien daselbst r,,r, die Exponenten der Teiler von §&), & 
und diese Funktionen so geordnet, daB r,>r,. Wenn r,>0, r,>0 
bilden die Funktionen der Klasse (K) 


: g go : 
EO, aan? oon — i=1,2 
° (2 — 2,) ¢ 


ein vollstiindiges System linear unabhingiger Multipla von ©. Diese 
Anzahl heiBe in allen Fallen U. Es ergibt sich also 

lL &v20, 7290, U=97,+ 1%; 

2. firr,>0, 1, <9, U=—*r,, 

3. firr,<0, r, <0, U=—0. 


Das komplementiire System (£) = (&", &®) der Klasse (K) ist nach 
dem Theorem II ein Fundamentalsystem fiir das Ideal J($,), wobei 


O,-8, = s-. Wir setzen 
a | Por Por Pat 
dt | Pos ® Pos Pas 


Das System (€) ist an der Stelle p, ebenfalls normal und die Exponenten 
seiner Teiler sind gleich ¥, — —r,, 7, = —r,. Nennen wir V die Anzahl 


der linear unabhingigen Funktionen der Klasse (K), welche Multipla 


von § sind, so ergibt sich durchweg 
1. fir7, <0, *,<0, V=Q, 
2. fir 7,<0, ¥,>0, V =?f,, 
3. fir 7,>0, 7,>0, V=7,+7,, 


da z. B. im letzteren Falle die Funktionen 


—® Eo 


=(6) 
5 > £—42Z,’ 


i—1,2 


(¢— “)* 
ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von § innerhalb 
(K) bilden. 
Es ist somit in allen drei Fallen stets 
U—V=r+n. 
Beachten wir, daB die Ordnung von ©, gleich g — 2 ist, wenn die von 
© mit q bezeichnet wird, so ist nach Gleichung (12) 


i+, + (q—2) = — 3 (a, + «) 


U-V=—2S(a,+%)—q+2 


und daher 
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oder bei Einfiihrung der Zahl p (14) 
(21) =F e —9sys. 


Nun haben wir die Variable z’ = — x zugrunde gelegt; es ist 


R,— og __ } Pos 
Nag Dos 


und demnach fiir die Klasse (K) 
= ot 8 A [Par 
s-8- a -3 {yn 
Bilden die Funktionen £ der Klasse (K) ein vollstindiges System linear 
unabhingiger Multipla von $8, so bilden nach der Definition (§ 12) die 
Differentiale dZ = €ds’ der Klasse ((X)) ein vollstindiges System linear 
unabhingiger Multipla von $ % und umgekehrt. Die Zahl V gibt daher 
auch die Anzahl der linear unabhingigen Differentiale der Klasse (K)), 
welche Multipla von FW = * sind. Nun ist 


B-Or— 0, [9 [eg eo 


‘B= 0,95,- = =1, 


ee * pa, MP 


also einfach 
(21a) O* = “ts | 
Beachten wir schlieBlich, daB © bzw. O* von O bzw. O* = O* we! a“ 
nur um den rationalen Divisor (¢—4z,) bzw. (¢—4,)~* verschieden sind 
und aus (21a) : 


DF= 5 
folgt, so liefert — unter Benutzung des Hilfssatzes des vorigen Para- 
graphen — Gleichung (21) das Theorem, welches die Verallgemeinerung des 
Riemann-Rochschen Satzes fiir die algebraischen Funktionen und Differen- 
tiale darstellt: 

Ist O ein beliebiges Divisorenpaar mit der Ordnung qg, O7' 
das hierzu reziproke, ferner (K) eine beliebige Klasse von Rie- 
mannschen Funktionenpaaren vom Geschlecht p, (K) die hierzu 
komplementire Klasse, so besteht zwischen den Funktionen 
von (K) und den Differentialen von ((K)) folgender Zusammen- 
hang: die Anzahl U der linear unabhingigen Funktionen von 
(K), welche Multipla von © sind, vermindert um die Anzahl V 
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der linear unabhangigen Differentiale von ((X)), welche Mul- 
tipla von O-' sind, ist gleich 
(22) U—V=—p—q+l. 

Zusatz: Zufolge des Hilfssatzes besteht das Theorem auch dann, 
wenn an Stelle von 2 und 0~-' zwei beliebige Divisoren mit dem Pro- 


dukt (Fi treten.*) 


§ 15. 
Reziprozititstheoreme. 


Wir leiten jetzt weitere Beziehungen zwischen einer Klasse (K) und 
ihrer komplementiiren (K) her, zuerst eine auf das Geschlecht beider 
beziigliche. 

Der Verzweigungsdivisor 


1 gi oo gv 

5-{m My, Ms, O° °° 
1 2® al ae 
Big Mp My Ayy * ** 


ist fiir (K) derselbe wie fir (K). 3 = 8. Wenn wir seine Ordnung mit 4 
bezeichnen, so ist 

(23) 4— 2k, +1-k,+1-k, + 0-k, 

wo k, die Anzahl der Punkte a, (6=1,2,---,s) bezeichnet, an welchen 
der Fall i (¢=1, 2, 3, 4) (8) statthat. Der Divisor 


A 
% 3 
RN? 


ist ebenfalls derselbe fir (K) und (KX), seine Ordnung v gleich 
(24) v=—3,—4. 
Nun war 
; p = (m+) — 1; 
analog ist ; 
p= 2%, +) —1 
und da 


2 (é, + a) _ — D(a, > ty) + 4 


*) Wahlen wir speziell: 1. R —1; 2. im Divisor O (23) 4, —1,—4, x, =x, =x; 
8. alle 2 und x gleichzeitig positiv oder negativ, etwa das letztere, so daB wir setzen 
kénnen 2(1-+-----+-«-+----)==—«e (¢>0), so folgt aus (22) V=2(e-+ 1)—Z(a, + a,)+V; 
s. Ritter a. a. O. 8S. 193; 4. Werden bei Ritter in der Herleitung des Satzes die Un- 
endlichkeitsstellen als einfach vorausgesetzt (d. h. |2|—=---|«|--- == 1) und zum SchluB 
mehrfache Unendlichkeitsstelien fiir eben soviel einfache geziihlt. Allgemeiner griindet 
jedoch Ritter seine Definition des Multiplums auf die Exponenten 2. Art und damit 
wird auch der Inhalt des Riemann-Rochschen Satzes ein anderer. 
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folgt 
oder 
(25) p+p=3-2. 
I. Reziprozititstheorem: Die Geschlechter einer Klasse und 
ihrer komplementiren erginzen sich zu 4—2, wenn 3 die Ord- 


nung des Verzweigungsdivisors der Klasse (oder der komple- 
mentiren) bedeutet. 


Ist speziell p=, was z. B. fiir den hyperelliptischen Fall eintritt, 
so liefert Gleichung (24), (25) speziell diese 
(25a) 2p—2=—v. 

Korollar: Haben zwei zueinander komplementire Klassen 
dasselbe Geschlecht p, so wird die Zahl 2p —2 gleich der Ord- 
nung des Divisors 8: NE 

_ Wiahbrend der Riemann-Rochsche Satz eine Beziehung zwischen den 
Funktionen von (K) und den Differentialen von (K) liefert, wollen wir 
jetzt daraus einerseits eine Beziehung zwischen den Funktionen von (K) 
und den Funktionen von (K), andererseits eine soleche zwischen den Dif- 
ferentialen von (K)) und den Differentialen von (K) herleiten. Letzteres 
ist die Verallgemeinerung des bekannten Brill-Noetherschen Reziprozitits- 
satzes in der Theorie der algebraischen Funktionen. 

Sei © wieder ein ganz beliebiger Divisor der Ordnung gq und nennen 
wir einerseits die Anzahl der linear unabhingigen Funktionen der Klasse 
(K) baw. (K), welche Multipla von © baw. von O* = O-'- 9" sind, 
U bzw. U*; andererseits die Anzahl der linear unabhingigen Differentiale 
der Klasse (K) bzw. (K), welche Multipla von 0-' bzw. OB sind, V 
bzw. V*. Dann ist nach der Definition des Multiplums fiir die Differentiale 
(26) U* = V, V*¥—=—U 
und der verallgemeinerte Riemann-Rochsche Satz (22) liefert die Gleichung 
(27) U-V.=—yp—q+! 
bzw. 

(27a) U*— V*¥ = —jp—qt+1, 
wobei qg* die Ordnung von O* bezeichnet und zwar ist 
(28) qe=—q-—v. 


p=—pt+s-2 


Subtrahieren wir die Gleichungen (27) und (27a) und driicken wir einer- 
seits nach (26) V und V* durch U und U* aus, so kommt 


(29) 20+ pt+qe2U*+p+q; 
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driicken wir andererseits nach (26) U und U* durch V und V* aus, so 
kommt 


(30) 2V*+p+q=—2V+p+¢q, 

was wir nach (28) auch so schreiben kénnen 

(31) 2V* +p +(q+v)=—2V + p+ (—9). 

Wenn wir uns noch der Formulierung und Bezeichnungen des Hilfs- 
satzes (S. 83) erinnern, so liefert Gleichung (29) das folgende 


Il. Reziprozititstheorem: Sind (K) und (K) zwei zueinander 
komplementire Klassen, 0 und * zwei beliebige Divisoren- 


paare mit dem Produkt W-* oder B- (ie so besteht folgender 
Zusammenhang: Die doppelten Anzahlen der linear unab- 
hingigen Funktionen von (K) bzw. (K), welche Multipla von 
© bzw. O* sind, vermehrt um das Geschlecht von (K) bzw. (x) 
und die Grdsene von © bzw. ©* sind gleich. 


Da mit © auch O-® ein ganz beliebiger Divisor ist, so liefert 
@leichung (31), welche bei veriinderter Bezeichnungsweise, aber in mehr 
symmetrischer Form auch so geschrieben werden kann 
(32) 2V+p+q=—2*V+p+*¢q 
das folgende 

III. Reziprozititstheorem: Sind (K) und (K) zwei zueinander 
komplementire Klassen, 0 und *0 zwei beliebige Divisoren- 


paare mit dem Produkt BW oder B (3 so besteht folgender 
Zusammenhang: Die doppelten Anzahlen der linear unab- 
hangigen Differentiale von (K) bzw. (KX), welche Multipla von 


O bzw. *D sind, vermehrt um das Geschlecht von (K) bzw. (K) 
und die Ordnung von © und *Q sind gleich. 


Korollar zu II und III: 
Haben beide zueinander komplementire Klassen dasselbe Geschlecht, 
so wird einfach: 
U+f=ur+f, 
(33) a. 
V+g=*V+3-*) 


*) Beide Reziprozititstheoreme sind unabhingig von der Wahl der Variabeln, 
denn fiir s’ hat $8’ die Form B i. 
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§ 16. 
Folgerungen. 


Aus den Theoremen der beiden vorhergehenden Paragraphen kann — 
analog wie bei den algebraischen Funktionen*) — eine groBe Keihe von 
Folgerungen gezogen werden; so z. B. insbesondere die Aufstellung der 
Elementardifferentiale und Elementarfunklionen, die Partialbruchzerlegung 
eines beliebigen Differentials oder einer Funktion der Klasse durch die 
ersteren sowie die algebraische Normierung von Differentialen und Funk- 
tionen. Der Kiirze halber kann darauf leider nicht eingegangen werden.**) 


III. Abschnitt. 
Einordnung des algebraischen Falles. 
§ 17. 

Die Funktionen. 

Zum Schlu8 wollen wir zeigen, wie die allgemeine Theorie des vor- 
hergehenden Abschnittes fiir den Fall, daB alle A,— E, = G 0) sind — 
wobei natiirlich wegen (la) s eine gerade Zahl sein muB8 — die Lehre von 
den algebraischen und zwar hyperelliptischen Funktionen liefert.***) 

Die Klasse (E,) besteht aus den Funktionenpaaren 

y, = R+S8YVA, 
¥: = R— SYA, 
wenn R, S beliebige rationale Funktionen und 
A = (s—a,) (s—a) - +: (¢—a) 
ist. Fir die Punkte a, sei — und zwar fiir alle in der gleichen Weise — 
a 1 s 
A= TN + ¥2) = R, 
(34) 2 - 
¥3= 9 (¥,—%) = SYA, 
festgesetzt, so dab umgekehrt 
os V; + Ye» 

a. ¥s = ¥, = Vs 

*) S. Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 307 ff. 


**) Vgl. Ritter, a. a. O. S. 196 ff. 
***) Wir kinnen uns dabei s>4 denken, da die Fille s=0, s= 2 trivial sind. 


(34a) 
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Die reduzierten Exponenten der Klasse sind alsdann 


1 
a, = 0, Ment und (a, +%) ==, 
so daB also iiberall Fall 3 vorliegt (5). 
Die Schwierigkeit der weiteren Einordnung besteht nun darin, dab 
wir es in unserer allgemeinen Theorie bis zum SchluB mit den zwei 


Funktionszweigen y,, y, bzw. ¥,, ¥, und den zwei zerschnittenen Blattern 
K,*, K,* zu tun haben, wihrend man bei den algebraischen Funktionen 
sogleich die geschlossene Riemannsche Fliche Ry konstruiert und die 


Funktion y= R+SVA auf dieser studiert. Fiir eine von den a, ver- 

schiedene Stelle macht das keinen Unterschied aus. Ist hingegen a eine 

von den Stellen a,, so haben wir einerseits die beiden Punkte a,, a, und 

die nach ganzen Potenzen von (¢—a) fortschreitenden Entwicklungen 

von | os d, 3 andererseits den einen Verzweigungspunkt & und 
(s — a) 


die Entwicklungen von y,, y, daselbst, welche nach ganzen Potenzen von 
1 


(e—a)? —+ fortschreiten. Mit Hilfe der ersteren haben wir oben (§ 7) 
definiert, wann — nach Festsetzung (34) — das Paar (y,, y,) ein Maul- 


Ay 


a 
tiplum des Divisorenpaares { an der Stelle a heiBt; andererseits nennt 
2 


man (bei den algebraischen Funktionen) y ein Multiplum von Y*, wenn 
die letzteren Entwicklungen mit der Potenz r* oder einer héheren be- 
ginnen. Den Zusammenhang vermittelt folgender grundlegender Satz: 


Ist das Funktionenpaar y = (y,, y,) ein Multiplum (1. Art) 


2 i+ 
des Divisorenpaares ae baw. o an der Stelle a, so ist die 
Funktion y ein Multiplum des Divisors U** bzw. U*+' an der 
Stelle UM und umgekehrt. 

Der Beweis ergibt sich ohne weiteres, wenn man die Reihenentwick- 
lungen explizite hinschreibt. Der Satz lehrt aber dieses: Der in der Lehre 
von den algebraischen Funktionen geliufige Begriff (y Multiplum von WY an 
der Stelle U) ist ein Spezialfall unserer allgemeinen Definition (§ 7) und 
zwar hat man — nach getroffener Festseteung (34) — je nachdem 1 gerade 
(A=22') oder ungerade (A= 22'+-1) ist, einfach zu nehmen 


(35) A= A= a baw. 404-1, Hd; 
hierbei ist stets 
(36) A+ dp= 1. 
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Nunmehr folgt aus (11) — mit Riicksicht auf (35), (36) — wenn 

Q=— A... BaBe.:. 
ein beliebiger Divisor ist und (y) ein Fundamentalsystem fiir die Multipla 
desselben, der Kroneckersche Diskriminantensatz*) 


Dy) =] J @— a) --- byt --- ee — 0)" 


sowie aus (13) die wichtige Gleichung 


~r+mR+q=— + 
und es wird in der Tat 
8 


P=; 


8 
1—2—2+1 


gleich dem Geschlecht der Riemannschen Flache. 
Die zu (EZ) komplementire Klasse ist mit ihr selbst identisch 
(EZ, = E,) und auch 


- 


. 1 
@=—-—a—-O0—a; @4—-—a+1=— = = %- 
Bezeichnen wir mit 8 den Divisor 


(37) 3-14 --, 
wo das Produkt iiber alle Verzweigungspunkte von Ry zu erstrecken ist, 
mit {1 wieder einen beliebigen Divisor auf Ry, so lehrt mit Riicksicht 
auf (16) das Theorem II jetzt:**) 

Ist (€) ein Fundamentalsystem fiir J(), so ist das komple- 


mentire System (£) ein Fundamentalsystem fir J(O), wobei 
o-O= 37". 


§ 18. 
Die Differentiale. 


Ebenso wie bei den Funktionen handelt es sich bei den Differen- 
tialen in erster Linie um den Begriff des Multiplums an einer Stelle a,; 
fir alle von den a, verschiedenen Stellen besteht kein Unterschied. 
Einerseits haben wir oben (§ 12) definiert, wenn — nach Festsetzung 
(34) — ein Differentialpaar dJ == (dJ,, dJ,) = (y,dz, y,dz) ein Multiplum 

Ay 
(1. Art) des Divisorenpaares * an der Stelle a heibt; andererseits nennt 
2 


man in der Lehre von den algebraischen Funktionen das Differential 


*) S. Hensel-Landsberg, a. a. O. S. 219. 
**) Ebenda 8S. 231. 
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dJ —ydz ein Multiplum von YW an der Stelle A, wenn der zugehérige 
Differentialteiler, d. h. y- %& ein solches ist. Hierbei ist:*) 


(38) ee (% - 8). 
RN; be 
Den Zusammenshang vermittelt folgender grundlegender Satz: 
Ist das Differentialpaar dJ—(dJ,, dJ,) ein Multiplum des 

a 2 

Divisorenpaars * bzw. i an der Stelle a, so ist das Dif- 
2 2 

ferential dJ ~ydz ein Multiplum des Divisors Y*” bzw. Y?**! 

an der Stelle M und umgekehrt. 

Der Beweis ergibt sich wieder direkt, indem man die entsprechenden 
Reihenentwicklungen hinsetzt. Der Satz lehrt uns aber wieder: 

Der bei den algebraischen Funktionen und Differentialen geléufige te- 
griff (dJ Multiplum von XY an der Stelle U) ist ein Spezialfall unserer 
allgemeinen Definition (§ 12) und zwar hat man — nach getroffener Fest- 
setzung — je nachdem 4 gerade (1=22') oder ungerade (A= 2A'+ 1) ist, 
einfach zu nehmen 

A= Ag=— 2’ bow. 14,=— 1, 4,=4'4+1; 
hierbei ist stets 
A, + 4g= 4. 

Mit Hilfe der beiden grundlegenden Sitze kann jetzt die Ubertragung 
und Spezialisierung unserer allgemeinen Theoreme leicht geschehen. Das 
Theorem von § 14 liefert die Gleichung**) 


U—V=—p—q+l, 
wo U baw. V die Anzahl der linear unabhingigen Funktionen bzw. Dif- 


ferentiale ist, welche Multipla von © bzw. © sind; und hierbei sind 0, O 
Divisoren auf Ry mit dem Produkt 


(39) D-O=—1 
oder = rationaler Divisor. 
Das | Reziprozitiitstheorem bzw. das Korollar dazu besagt, daB die Ord- 
nung von %& (und damit der Differentialklasse) gleich 2p — 2 ist. Das 
IL. Reziprozitiitstheorem erstreckt sich auf die Funktionen, welche Multipla 
zweier beliebiger Divisoren auf Ry © und *0 mit dem Produkt 
(40) D - OF — W-! 
oder = Y-'.rationaler Divisor 
*) S. Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 294. Nur der Gleichférmigkeit halber habe 


ich N, statt n, geschrieben. ®, ist das Produkt der Unendlichkeitestellen der Va- 
riabeln z auf R,. 


**) S. Ebenda, 8. 304, II. 
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sind; dasselbe scheint bei den algebraischen Funktionen niemals formuliert 
worden zu sein. 

Das IIL Reziprozititstheorem erstreckt sich auf die Differentiale, 
welche Multipla zweier beliebiger Divisoren auf Rr © und * mit dem 
Produkt 
(41) D-*L=— B 


sind.*) 
§ 19. 
Neue, besondere Eigenschaften. 


Alies Bisherige folgte durch Spezialisierung der allgemeinen Theorie, 
also ausschlieBlich auf Grund der Klasseneigenschaft der algebraischen 
Funktionen. Nun haben die Paare der Klasse (Z,) noch die weitere, be- 
sondere Eigenschaft, einen Kérper zu bilden; daraus folgen natiirlich noch 
neue, besondere Eigenschaften, von denen wir kurz die folgenden hervor- 
heben: erstens ist die Ordnung des einer algebraischen Funktion y ent- 
sprechenden Divisors Null und y dadurch charakterisiert; zweitens kann 
in all den Theoremen (39), (40), (41) rechts an Stelle des rationalen ein 
beliebiger algebraischer Divisor treten; drittens gestattet (H,) eine bi- 
rationale Transformation mit invariantem p, wahrend allgemein nur eine 
lineare Transformation méglich ist. 

Die Einordnung weiterer spezieller Fille bleibe dem Leser tiberlassen. 


Tiibingen, 22. Juli 1915. 


*) 8S. H. Weyl, a. a. O. S. 125. 
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1. Besitzt ein System ganzer rationaler Funktionen die Eigenschaft, 
daB man aus ihm eine endliche Anzahl von Funktionen herausgreifen 
kann, durch welche sich alle tibrigen ganz und rational ausdriicken lassen, 


so sagt man, das lunktionensystem besitze eine endliche Basis. 


Diese Funktionen, durch welche sich alle iibrigen ganz und rational 
ausdriicken lassen, werden eine Basis des Systems genannt, in diesem Falle 


eine endliche Basis, da sie nur endlich viele Elemente enthilt. 
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Die wichtigsten Funktionensysteme mit einer endlichen Basis kommen 
in der Invariantentheorie vor. In dieser Theorie gilt naimlich der durch 
Untersuchungen vieler Forscher, besonders aber durch Gordan*), Hilbert **), 
Hurwitz***) gewonnene Satz, daB das System ganzer rationaler Invarian- 
ten, bzw. Invarianten und Kovarianten, eines Formensystems gegeniiber 
der allgemeinen projektiven Gruppe und einigen spezielleren Gruppen eine 
endliche Basis besitzt. 

Durch den Erfolg dieser invariantentheoretischen Untersuchungen wird 
nun die Frage nahe gelegt, ob nicht vielleicht jedes von endlich vielen 
Variabeln abhingige Funktionensystem eine endliche Basis besitzt.+) Aber 
schon Hilbert}+) hat am Beispiel des Funktionensystems 


a* y* «=—1,2,--- 


gezeigt, daB dies unrichtig ist (s. §2, 5 der vorliegenden Arbeit). 

Uber besondere Funktionensysteme, die eine endliche Basis besitzen, 
ist bisher nur weniges bekannt. So hat Herr E. Fischer in einer schénen, 
an einige Untersuchungen von Clebsch und Gordan ankniipfenden Arbeit}++) 
die Existenz einer endlichen Basis fiir sogenannte Formenstaalen nach- 
gewiesen (vgl. § 3 der vorliegenden Abhandlung). Eine andere wichtige 
Untersuchung von Fri. E. Noether*;) tiber Funktionensysteme mit end- 
licher Basis schlieBt sich an die von Hilbert in seinen Mathematischen 
Problemen (Congres internat. des mathématiciens, Paris 1902) aufgeworfene 
Frage, ob nicht die Gesamtheit aller ganzer Funktionen eines Funktionen- 
kérpers, in dem nur rationale Funktionen vorkommen, die simtlich nur 
von einer endlichen Anzahl von Variabeln abhiingen, eine endliche Basis 
besitzt. Frl. E. Noether gelangt zu einigen sehr allgemeinen hinreichenden 
Bedingungen fir die Existenz einer endlichen Basis sowohl fiir solche Funk- 
tionensysteme, auf die sich die Hilbertsche Fragestellung bezieht, als auch 
fir solche allgemeinster Art. Jedoch diirfte der Anwendungsbereich dieser 
Kriterien nur ein sehr beschrinkter sein, schon weil sie Ausfiihrung ge- 
wisser Eliminationen erfordern. Fiir den Fall einer einzigen Variabeln 
erhalt Fri. E. Noether — als Korollar dieser Bedingungen — den ein- 
fachen und allgemeinen Satz, daB jedes System ganzer rationaler Funktionen 


*) Crelles Journal 69; Math. Ann. 2, 5 (1868—1872). 
**) Math. Ann, 36 (1890). 
***) Gdttinger Nachr. 1894. Uber Erzeugung der Invarianten durch Integration. 
+) Diese Frage erwaibnt H. Poincaré in seiner Rede: L’avenir des mathematiques. 
(Atti del IV congresso internaz. dei matematici, Roma 1908, 8. 176 des ersten Bandes.) 
++) Uber die Theorie der algebraischen Invarianten, erste Note, Gétt. Nachr. 1891. 
+++) Ober algebraische Modulsysteme usw., Crelles Journal 140, 8. 48—82. 
*+) Math. Ann. 70, S. 161, s. auch die Note im Jahresbericht d. D. Math.-Ver. 
Bd. 22, 8. 316. 
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einer einzigen Variabeln eine endliche Basis besitzt. Im § 3 geben wir 
einen sehr einfachen Beweis dieses Satzes. 


2. In der vorliegenden Abhandlung sollen (im § 2) fiir eine Klasse 
von Funktionensystemen notwendige und hinreichende Bedingungen fir 
die Existenz einer endlichen Basis aufgestellt werden. Im AnschluB daran 
wird im § 3 fiir einige Klassen von Funktionensystemen die Hilbertsche 
Fragestellung untersucht. — Sind » unabhiingige Variabeln z, y, ---, z 
gegeben und betrachten wir eine beliebige Menge von Potenzprodukten 
aus diesen Variabeln: 


(1) fp = atty”*.-- a = 
wo also (a,, B,,---, y,) beliebige Systeme ganzer nicht negativer Zahlen 


durchlaufen kann. Es entsteht nun die Frage, wann das System (1) eine 
endliche Basis besitzt. Die Antwort wird durch die folgenden Siatze 
geliefert: 

Man darf annehmen, daf die «,, B,;,---, y; fiir kein i stimtlich ver- 
schwinden. 

Fiir n = 1 ist das Funktionensystem (1) immer endlich.*) Fiir n-= 2, 
wenn also das Funktionensystem die Form hat: 

aiy o,>0, B,>0, i=1,2,--- 

besitet dieses Funktionensystem dann und nur dann eine endliche Basis, wenn 
sowohl die untere, als auch die obere Grenze der Zahlenmenge (.-, 3°) 
in dieser Menge enthalten sind. Dabei sagen wir, wie auch im folgenden, die 
Zahl 7 sei gleich +- co, wenn B, = 0, a, > 0 sind. 


Diese Siitze sind im folgenden auf das allgemeine m beziiglichen Satze 
enthalten: 

Es seien t,, Uy, +--+, 4, positive, im iibrigen beliebige Zahlen. Sind 
V,, Uz, °°+, v, reelle, im iibrigen gang beliebige Zahlen, so betrachten wir 
die Zahlenmenge 
(2) M(e,, v4, --+,0,) = ( in ate Beate wf ). 
Wir bezeichnen die obere und untere Grenze dieser Menge durch O(», , v,, -:-,0,) 
bew. U(v,, 05,°+ +, ,). 

Dann und nur dann besitzt (1) eine endliche Basis, wenn folgende 
Bedingungen erfiillt sind: 

1. Fiir jede Wahl der v sind sowohl O(v,, v,, ---, v,), als auch 
U(0,, Ug, +-*,0,) im M(v,, 0g, ++, v,) enthalten. Wir bezeichnen mit J,(v,, 0,, +++, 0,); 


*) Dies ist offenbar ein Spezialfall des allgemeinen E. Noetherschen Satzes. 
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J,,(0;,0g,°* + 0,) die Mengen der Werte der Indizes i, fiir welche O(v,, vg, +++, 0,) 
haw. U(v,, 02,°* +, ¥,) ,erreicht* werden. 

Dann lautet die zweite Bedingung: 

2. Es gibt ein System E von endlich vielen Indizes derart, da fiir 
jede Wahl von v,,,,---,v, in jeder der Mengen J,(v, , Vg, °**,0,), J,,(V,) Vgy°** Uy) 
wenigstens ein Index aus E vorkommt. 

Mit anderen Worten: 

Es muB ein endliches System E der Indizes: 


E= (k,, ky, ete kn) 
existieren, so daB fiir jede Wahl der reellen Zahlen v sowohl die obere als 


auch die untere Grenze der Menge M(v,, v,,---, v,) sich unter den Zahlen 


Va, + 1B, + +> +, %, 0, &, MB +s +O 7%, 


UO, + ty By tes +, Mp, °- * Oy + ty By bs te, 7,’ 
sd ad +,8, +--+, kin 


; My “ " + Ms B,.,, + es + My Vim 


befinden. 

Die Wahl der positiven Zahlen wu ist natiirlich belanglos, und wenn 
diese Bedingung fiir irgend ein System solcher Zahlen erfillt ist, so ist 
sie erfillt fiir alle solche Systeme. Es geniigt weiter, wie sich bei der 
Ausfiihrung des Beweises zeigen wird, daB die Zahlen v nur eine Zahlen- 
menge durchlaufen, welche zwischen den Grenzen p, —q iiberall dicht 
hegt, wenn p,q beliebige positive Zahlen sind. 

Diese Siitze lassen sich mit gewissem Erfolg auf Untersuchung der 
Fille anwenden, wo «,, B,,---, y; als ganze ganzzahlige Funktionen ge- 
wisser ganze positive Werte annehmender Parameter gegeben sind. 


3. Die obige allgemeine Bedingung laBt eine einfache geometrische 
Deutung zu. 


Man reprisentiere die Funktionen (1) als Punkte P, eines n-dimen- 
sionalen Raumes mit den Koordinaten «,, B;,---, y, in bezug auf ein 
geradliniges Koordinatensystem. Man projiziere die Punkte P,; zentral vom 
Nullpunkt aus auf irgend eine Ebene (eine » — 1-dimensionale lineare 
Mannigfaltigkeit), welche die Achsen in Punkten mit je einer positiven 
endlichen Koordinate schneidet. Es sei zu der so erhaltenen ganz im 
Endlichen liegenden Punktmenge K die kleinste konvexe Punktmenge K 
gebildet, welche K enthiilt. 

Dann mupB K ein konvexes Polyeder sein mit einer endlichen Anzahl 
von Seitenfliichen, dessen Eckpunkte der Menge K angehdren. 
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4. Wir wollen schlieBlich, um spiitere Ausfiihrungen nicht mit den 
Angaben der fiir » = 1 erforderlichen Modifikationen zu belasten, schon 
jetzt die Existenz einer endlichen Basis fir das Funktionensystem 

f, = x i=1,2,--- 
ableiten — wenn «, nicht negative ganze Zahlen sind. Es sei p, die kleinste 
von © verschiedene unter den Zahlen a,. Gibt es unter den a, solche, 
welche mod p, der Zahl r kongruent sind, wo 0<r< py, 80 sei p, die 
kleinste unter ihnen. Dann laBt sich jede der Funktionen x als Produkt 
einer Potenz von 2? mit einer der Funktionen x’r darstellen. Durchlauft 
also r diejenigen Zahlen aus 0, 1, ---,,—1, welehen wenigstens eine von 
den «, mod p, kongruent ist, so stellen die Funktionen 

_ sg”. eee 


deren Anzahl nicht gréBer als p, ist, eine endliche Basis des obigen 
Funktionensystems dar. 


§ 2. 
Der Hauptsatz. 
1. Wir schicken zwei einfache Hilfssiatze voraus. 


Aus einer beliebigen Menge von Funktionen der Variabeln g,, ---, 9,, 


(a) Ge = AP. + PP to + Om b= 1, 2,00) 


wo %,--+,30 nicht negalive ganze Zahlen sind, kann man eine endliche 
Anzahl 


(b) G,,, G,., <a 
solcher Funktionen herausgreifen, so daB jede Funktion G, sich in der Form 
(c) G, —_ G, + MP; v Ne Py 7 er - Mn Pm 


darstellen lapt, wo G, eine der Funktionen (b) ist, und n,,---,n,, ganse 
nicht negative Zahlen sind. 

Wir nehmen an, daB der Hilfssatz fiir alle kleineren Werte von m 
bereits bewiesen ist. Ftir m= 1 geniigt es fiir G, diejenige G, zu wihlen, 
fir welche 39 am kleinsten ist. 

Indem wir nun m> 1 annehmen, wihlen wir als G,, unter den (a) 
irgend eine Funktion. Dann kann man offenbar alle diejenigen Funk- 
tionen G,; in der Form (c), wo k =k, gesetzt wird, darstellen, fiir welche 


(d) Sa”, Pj a, ys ja. 
Es bleibt nur tibrig, solche Funktionen G; in der Form (ce) darzustellen, 
fiir welche entweder 3(9 < 3%), oder 3f? < g),---, oder gi? < yg). Wir 


zeigen nun, daS zur Darstellung solcher Funktionen G,, fiir welche 
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4? < 3% ist, nur endlich viele Funktionen G, erforderlich sind. Da man 
ebenso dasselbe hinsichtlich solcher Funktionen G, zeigen kann, welche 
irgend einer anderen der Ungleichungen (d) nicht geniigen, wird damit 
der Beweis unseres Hilfssatzes erledigt sein. Wir teilen die Gesamtheit 
der Funktionen G, mit 30°< 3 in 3@) Abteilungen ein, je nachdem 
3° einen der Werte 1, 2,---, 3#? —1 hat. Da die Anzahl der Abteilungen 
endlich ist, geniigt es offenbar zu zeigen, daB zur Darstellung der Funk- 
tionen irgend einer dieser Abteilungen nur eine endliche Anzahl von G, 
erforderlich ist. Es sei irgend eine Abteilung durch die Gleichung 3) = 3 
charakterisiert und sie bestehe aus den Funktionen 

(e) G,, G,, i G,, gy 

Ist die Anzahl dieser Funktionen endlich, so ist unsere Behauptung trivial. 
Anderenfalls betrachten wir die Gesamtheit der Funktionen 

(f) E,= Hos + HGs +--+ + Ho, 

Da wir die Richtigkeit unseres Hilfssatzes fiir kleinere m vorausgesetzt 
haben, ist er auf die Gesamtheit der Funktionen (f) anwendber. Nach ihm 
gibt es unter den Funktionen (f) endlich viele Funktionen 


GG... 
der Art, daB jede G, in der Form dargestellt werden kann: 
(g) G— Gt My Py Gat >> + Pm» 
wo mw eine der Zahlen u,, u,,--- ist, und my, m,--+,”,, ganze nicht 


negative Zahlen sind. Dann aber lassen sich die Funktionen (e) in der 
Form darstellen 
G,, = G+ meg Ho $M Py» 
wo G,, die Funktion 3 
Gi + 8 Ds to + 8 Oe 
ist und w einen der endlich vielen Indizes u,, uy, +--+ bedeutet, w. z. b. w. 
Eine einfache Verallgemeinerung dieses Hilfssatzes stellt der zweite 


Hilfssatz dar: 
Aus einer beliebigen Menge von Funktionen 


(a’) G= 1G, + Gy te + MPs 

wo I), :--, 1 micht negative gebrochene Zahlen mit dem Generalnenner 4 
bedeuten, kann man stets eine endliche Anzahl ° 

(b’) Gi, Gay 

herausgreifen, so daB jede Funktion G, sich in der Form 

(c’) G; — G, + mY; + ti + MnP 


darstellen lift, wo G, eine der Funktionen (b’) ist, und n,,---,,, ganze 
nicht negative Zahlen sind. 
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Denn nennt man zwei nicht negative Zahlen kongruent, wenn ihre 
Differenz ganz ist, so zerfillt die Menge (@’) in A” Abteilungen, wobei 
in jeder Abteilung simtliche Koeffizienten jeder der Variabeln g unter- 
einander kongruent sind. Es geniigt, den Hilfssatz fiir eine der Abteilungen 
zu beweisen, und wir nehmen daher an, daB siimtliche G, einer solchen 
Abteilung angehéren. Dann gibt es eine Funktion 


YS +P. + o° +n Pms 
so daB simtliche Koeffizienten der Funktionen G,—y ganze nicht negative 
Zahlen sind. Fiir die Funktionen G,—y gilt also der erste Hilfssatz und 
es gibt eine Darstellung 


G,— v= G,— 7 + 29, + mH, + +--+, 0, 

wo k einer der endlich vielen Indizes k,, k,,--- ist, und m,,---, m,, ganz 
und positiv sind. Daraus folgt aber die gewiinschte Darstellung (c’), w. z. b. w. 

2. Hat ein Funktionensystem eine endliche Basis, so driicken sich die 
Funktionen des Systems durch die Funktionen der Basis additiy und 
multiplikativ aus. Wir wollen jetzt die Tatsache beweisen, die in unserem 
Fall eine vollstindige Durchfiihrung der Untersuchung erst ermiglicht, 
da8 man sich nimlich bei den Funktionensystemen (1) auf die multipli- 
kative Zusammensetzung der Funktionen der Basis beschriinken kann. Wir 
beweisen den Hilfssatz: 

Kann eine Funktion f = x* y? ---2’*) durch die Funktionen 


3 = a 2 %¢ Bo ; 
(= ge ys ee ge. i= gy eve Pog f= rey’ ee 2g", oye 
ganz und" rational dargestellt werden, so gibt es eine Darstellung von der 
Form: 
"a ey %¢ 
f= fa fe fe **% 
WO €,, &, €,,°** ganze nicht negative Zahlen sind. 
Denn wenn die Gleichung 


eo”) aA”) 
f= >'4f,° f° 
¥ 


stattfindet, so muB wenigstens eines der Glieder auf der rechten Seite von 


denselben Graden in bezug auf z, y,---, z, wie f, sein. Denn sonst wiirde 
sich aus der Gleichung eine algebraische Abhiingigkeit zwischen 2, y,---,2 


ergeben, wihrend sie unabhiingige Variabeln sind. Ist aber eines dieser 


(r) (ry) 
“a8 en ¢€, ’ ° 3° ‘ . 
Glieder ¢,f,* f,° ---+, so gilt offenbar die Gleichung 
A”) a”) 
4 r b 
[= fa ' f, eat 
wo e), &,--+ ganze nicht negative Zahlen sind. 


*) Alle Betrachtungen dieses Kapitels gelten auch fiir den Fall n = 2, obgleich 
wir explizit drei Variabeln z, y, ---, z schreiben. 
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Daraus folgt, daB wir die Einheit unter die Funktionen der Basis 
nicht aufzunehmen brauchen. Wir diirfen daher voraussetzen, daB die 
Einheit nicht unter den Funktionen (1) vorkommt, daB also fiir jedes i 
wenigstens eine von den Zahlen «,, B,,---, y, positiv ist. 

Werden die Zahlen «,, f,,---,y, als Koordinaten des Endpunktes 
eines Vektors mit dem Anfang im Nullpunkt — die Koordinaten auf ein 
rechtwinkliges gradliniges Koordinatensystem bezogen — angesehen, so 
entspricht dem Produkte zweier Funktionen (1) die geometrische Summe 
der ihnen auf diese Weise zugeordneten Vektoren. Beriicksichtigt man 
den eben bewiesenen Hilfssatz, so kann die Untersuchung iiber die Existenz 
einer endlichen Basis bei dem Funktionensystem (1) auf die Frage zuriick- 
gefiihrt werden, ob man aus einer gewissen abzihlbaren Menge von Vek- 
toren in einem m-dimensionalen Raume eine endliche Anzahl heraus- 
greifen kann, durch welche sich alle anderen linear mit ganzen nicht 
negativen Koeffizienten ausdriicken lassen.*) Diese Fragestellung weiter 
verfolgend, gelangt man zum in der Einleitung ausgesprochenen geome- 
trischen Kriterium, und von da aus zu unserem Satz. Wir ziehen jedoch 
einen direkteren Weg vor. Und zwar beginnen wir mit dem Nachweis 
der Notwendigkeit unseres Kriteriums. 

Es besitze die Menge (1) eine beliebige Basis, welche aus den 
Funktionen 


(3) hi» he» a a fem 
bestehe. Dann lassen sich die in einer beliebigen Funktion f, aus (1) 
vorkommenden Exponenten «,, B;,--- durch die entsprechenden Exponen- 


ten der Funktionen (3) folgenderweise ausdriicken: 
a, = Woy +1 oy +--+ as B= WB, + 1B, +--+ OB, 


wo f’, , wey i nicht negative und nicht simtlich verschwindende ganze 
Zahlen sind. Es seien nun beliebige reelle Zahlen ,, u,,---, 4,3 0, Ug) °**)U, 
gegeben, von welchen die » ersten durchweg positiv sind, und man bilde 
die Ausdriicke 

v,0;,+0,8;+---+%,7, 4%; 

Ua; + UB +--+ u,7, MN,’ 
wo Z,, N, den Zahler bzw. den Nenner dieser Ausdriicke bedeuten. Dann 
folgt aus der eben angegebenen Darstellung der Zahlen «a,, B,, - - -: 


Z  W44+04.4--+04, 


Ni, ON, +O, +--+, 


*) Einer Abnlichen geometrischen Methode bedient sich Sylvester in seinen 
Untersuchungen zur Partition der Zahlen. Math. Pap., Vol. II, 8. 119—175. 
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Daraus ergibt sich nun, einem bekannten Satz tiber Ungleichungen zufolge, 
da N,, N,,°-+ N,, positiv sind, daB der Bruch =] zwischen dem gréBten 
und dem kleinsten der Briiche ' 


ae 

4,, > eee km 
? ’ ? 

N,,’ ™,, N,. 


enthalten ist. Es werden folglich sowohl die obere, als auch die untere 
Grenze der Zahlenmenge: 


Z 
M(v,, v%, «++ 0,) = ( i. ¥ “4 ‘ 


fiir solche Werte der Indizes ,,erreicht“ werden, welche im System FE der 
Indizes der Funktionen unserer endlichen Basis (k,, k,,---, k,,) enthalten 
sind. Unser Kriterium ist folglich erfiillt. — Ungleich komplizierter ist 
der Beweis, daB unser Kriterium auch hinreichend ist. 
3. Wir nehmen also an, daB bei jeder beliebigen Wahl der reelien 
Zahlen v,,v,,--+,v, die Ungleichungen gelten: 
(4) OY, & + Be ++ + ONY > v, &; + 0,8; + --- +7, 
te, Oe, thy By tg yy = UH, 0; + UB +--+ + Upy, 
0, + 1B +++ 7; 
= 0 op ty Be + + Hy Ye 
wo k und k einem von der Wahl der » und von i unabhingigen, aus 
endlich vielen Indizes bestehenden System 


(5) E£= (k,, ky, + k) 

angehéren. u,,---,, sind beliebige feste positive Zahlen. Wir beweisen, 
daB unter diesen Voraussetzungen das Funktionensystem (1) endlich ist. 
Zuerst weisen wir die Existenz folgender Relationen nach, wo 


@ 70 (4) 
eG 


nicht negativ sind: 
q= . a, + 4 a oro g a 
B= TB, +1 B, ++: +O B, 


(6 


. r” Ys, + ? te chee rn Vx," 


Wir fihren fiir jeden Wert des Index i die positive Zahl m, ein, 
die Wir durch die Gleichung: 
1 
~- 6, &, + Hy B+ ++ + U7; 
definieren, und sodann die Zahlen 





(7) a, = Mc; B; = MB; ++ +5 7, = My;,- 
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Dann lauten die Ungleichungen (4): 
(4) 0,0 + 058, +++ + OP SG; + OB; + °° + + QF; 
Sj 1G + Be +--- +0, 7;- 

Wir deuten jetzt die Zahlen «,, B,,---, y, als Koordinaten der Punkte P, 
in einem n-dimensionalen Raum, bezogen auf ein geradliniges rechtwink- 
liges Koordinatensystem und bilden die kleinste konvexe und abgeschlossene 
Punkimenge K,*) welche die den Indizes des Systems (5) entsprechenden 
Punkte enthilt, m. a. W., die Gesamtheit K der Punkte, deren Koordi- 
naten durch folgende Formeln gegeben sind: 


a= AG, + Aga, +--+ Any» 


(8a) Loy A, By, + A; B,, Hore} 1, By» 

=A + AM + +s + Aur, 
» alle reelle Zahlen durchlaufen, die den Bedingungen 
(3b 4,290, A S]9,--5 4,20; A +AQ+-++ +4, —1 
geniige leisten.**) In der Tat ist die eben beschriebene Punktmannigfaltig- 
keit’ konvex, d. h., wenn ihr die Punkte (a, y,---, 2) und (a, y’,---, 2’) 
angehéren, dann gehéren ihr auch alle Punkte 


(24 ie’ Aytiy’ me ie+i 27 
A +4, ' i,” 


wo 4,, 49, °°, 4 


4, +4, " $e 

an, wo Ay, 4g simtliche nicht negative Zahlen durchlaufen, welche nicht 
beide zugleich verechwinden. Dies entnimmt man unmittelbar aus den 
Definitionsgleichungen (8a) und (8b). Diese Punktmenge K ist aber auch 
abgeschlossen, d. h., wenn eine Folge der ihr angehérenden Punkte 


(9) (2, y, i. ae #), (2", y’, give s”), 7 (, y”, ae a), ae 
den Punkt (X, Y,---, Z) als Grenzpunkt besitzt (d. h. lim x” — X, 
lim y) = Y,---, lim oO”) = Z so ist auch dieser Punkt in der Punkt- 


menge enthalten. Um dies zu «eigen, bezeichne man durch A, irgend eine 
Hiufungsstelle der den Punkt<= (9) entsprechenden 4, und greife aus (9) 
eine solche unendlick viele Punkte enthaltende Teilfolge heraus, daB die 
Menge der entsprechenden A, als die einzige Hiiufungsstelle die Zahl A, 
hat. Aus dieser Teilfolge greife man dann eine weitere Teilfolge heraus, 


*) Diese Punktmenge ist das oben bei der geometrischen Interpretierung des 
Hauptsatzes erwibnte Polyeder; sie kann sich natirlich auch in einen Punkt zusam- 


menziehen. 
**) S. C. Carathéodory, Rend. Palermo t. XXXII (1911), 8. 200. 
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welcher die Menge der 4, mit der einzigen Hiufungsstelle A, entspricht. 
Auf dieselbe Weise weiter fortfahrend, gelangt man zu einer solchen un 
endlich viele Punkte enthaltenden Teilfolge von (9): 

(9) (2%, 7’, +++, 2B), +++) (&, 9, «+ M), >, 

daB fiir die ihren Punkten entsprechenden 4, Af), -- -, 4% die Relationen 


gelten: 
lim a” = A,, lim Ay) = Ay,-+ + lim A= A,; 


wo also auch 
A, >|0, A, >0,--5A, 290, A, +A, +--+ +A,—=1 

ist. Setzt man nun A,, Aj, ---, A,, fiir 4,, 4,,--+,4,, in die Gleichungen 
(8a) ein, so kommt man zu einem in K enthaltenen Punkt, welcher zu- 
gleich ein Grenzpunkt der Folge (9)', also auch der Folge (9) ist. Die 
Folge (9) hat aber nach unserer Voraussetzung einen einzigen Grenzpunkt, 
welcher demnach in K enthalten ist. Dabei sind die Koordinaten der 
Punkte (9) als auf irgend eine, aber feste Weise in der Form (8a) dar- 
gestellt gedacht. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB alle Punkte P,; in K enthalten sind. Zu 
diesem Zwecke benutzen wir einen bekannten Satz aus der Theorie der 
konvexen abgeschlossenen Punktmengen, der folgendermafen lautet: 

Ist ein Punkt (X, Y,---, Z) in der konvexen abgeschlossenen Punkt- 
menge K nicht enthalten, so gibt es eime ganze lineare Funktion mit 
reellen Koeffizienten: 


F(a, y,-++,2) =o, 2+ 0,y+-++-+u,2e—d 
von der Eigenschaft, daB fiir alle Punkte (2, y,---,2) der Punktmenge K 
die Ungleichungen gelten: 
F(X, Y,--  Z) F(a, Y,°** £) <0. 
Dieser Sata ist fiir den dreidimensionalen Fall schon in den Minkowski- 
schen Arbeiten ausgesprochen.*) 

Ist nun ein Punkt P, nicht in K enthalten, so wihlen wir in diesem 
Satze fir (X, Y,--+,Z) diesen Punkt (@,, ,;,---, y,). Dann erhalten wir, 
wenn wir noch das Vorzeichen der v und d geeignet wihlen: 

F(,, B,, eae 7%) > F(@;, Br, dud VE), 
wo k die Indizes aus dem System (5) durchliuft. Es existiert folglich 
ein solches reelles Wertsystem der v, dab die Ungleichungen gelten 


(10) va, + vB, +++-+ 0,7; > 0,0, + vB, +-+-+0,%, (k=k,,ky,--+k,,)- 
*) Minkowski, Gesammelte Abhandlungen, Bd. 2, Theorie der konvexen Korper, 


8.141. Fir den allgemeinen Fall s. Steinitz, Crelles Journal, Bd. 148, S. 128 oder 
C. Carathéodory, a. a. O. S. 197—198. 
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Hier kénnen wir noch durch Multiplikation mit einem geeigneten positiven 
Faktor die v in die Grenzen p, — q einschlieBen, wo p, g beliebige positive 
Zahlen sind. Ist uns weiter eine zwischen den Grenzen p, — q iiberall- 
dichte Zahlenmenge gegeben, so kénnen wir offenbar die v durch geeig- 
nete Zahlen aus dieser Zahlenmenge ersetzen, ohne daB m Ungleichungen 
(10) aufhéren zu gelten. Dies widerspricht aber der Annahme (4), welche 
ja fiir beliebige reelle v gilt. 

Es ist folglich P; wirklich in K enthalten und die Koordinaten 
(@,, By --*, 7) sind in der Form (8a) mit nicht negativen 4 darstellbar: 


Gi, = IMG, +++ + DH, 
B= APB, +--+ + 426, 


%4= ay) i ae a Oy Vx," 
m : . 
Beriicksichtigen wir (7) und bezeichnen allgemein —F : durch ”, 80 


folgt aus diesen Gleichungen die Existenz der Darstellung (6). 

4. Wir kénnen nun zweitens zeigen, daB die nicht negativen Zahlen 
XK? als rational a werden kénnen. — Wir werden sagen, die 
Punkte P,, P,, -- +» PB, seien linear abhingig, wenn es solche nicht simt- 
lich venneioladunden Zahlen 0,,9,,--+,6, gibt, daB die Gleichungen bestehen: 
(11) eta, 4,793 9,8, +0,8;. ~ +68, = 59,7, +657,.+- 0,7;,=0. 
6,, 9,,--+, 8, kénnen natiirlich als reell angenommen werden. Die 
Punkte P. P., --+,P, brauchen nicht unabhangig zu sein. Man kann 
aber die Cocetinsinn jedes Punktes P, durch die Koordinaten gewisser 
linear untereinander wnabhdngiger unter den Punkten P,,--., P, linear 
mit positiven Koeffizienten darstellen. Um solche Darstellungen ‘aus (6) 
herzuleiten, bedienen wir uns der folgenden, wohl von Hilbert stammen- 
den Methode.*) Sind die Koordinaten des Punktes P, durch die Koordi- 
naten der Punkte P,, P,,---, P, in der Form dargestellt: 


a= ta, + ha, +-+-+ ta, , 


b= t, B,, + ty B,, Prac t,B;, 
(12) : 


%N=4N% FAM th, 
wo t,,¢,,---+,¢, simtlich positiv sind, und bestehen unter den Koordinaten 
*) Vgl. Hilbert, Uber die Darstellung definiter Formen als Summen von Formen- 
quadraten, Math. Ann. 32, S. 347. S. auch Steinitz, Crelles Journal, Bd. 143, S. 153 


oder die rein geometrische Darstellung in der Géttinger Dissertation von Kirschberger: 
Uber Tschebyschevsche Anniherungsmethoden, 1902. 
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der Punkte P,, P,,,---, Pi, die Gleichungen (11), so sei % die gréBte 
oder eine der gréBten unter den Zahlen : 

So ae 

a°a? 7)? 
was ja eventuell durch neue Numerierung erreichbar ist. (0, ist positiy, 
da es ja unter den Zahlen 9 sowohl negative, als auch positive gibt). 
Subtrahieren wir die Gleichungen (11) nach der Multiplikation mit 5 fs 
von den entsprechenden Gleichungen (12), so gelangen wir zu ean 
Gleichungssystem : . " 

a= ta, + bya, +-+- + b,1% 

a bY; + te, 27> t,1%_. 


¢,_, nicht — Zahlen sind, wegen 


wo ty, ts, oy 


Ht St 


j-—. 





Dieses Verfahren kann offenbar so lange auf die Darstellung (6) ange- 
wandt werden, bis man zu einer gewiinschten Darstellung von P, kommt. 

Es kénnen aber nicht mehr als » Punkte linear unabhiingig sein, 
und es gibt nur eine endliche Anzahl solcher Kombinationen aus den 
Punkten P,,, P:,,---, Px,,, welche nur linear unabhiingige Punkte ent- 
halten. Fiir jeden Punkt P; gibt es wenigstens eine solche Kombination 
P,, P,, +++ Py, welche nur linear unabhingige Punkte enthilt und die 
Eigenschaft besitzt, dab man die Koordinaten des Punktes P, durch lineare 
Kombination mit positiven Koeffizienten aus den entsprechenden Koordi- 
naten der Punkte P,,, P,,, +--+, Pyco darstellen kann. Wir fassen nun 
irgend eine dieser Kembinationen — sei es P,,, Pi,,--+, Px,, — ins Auge 
und betrachten die Gesamtheit aller Punkte aus der Menge der Punkte P,, 
deren Koordinaten aus den Koordinaten von P;,, ---, P;,, durch lineare 
Kombination mit positiven Koeffizienten sich ableiten lassen. Diese Ge- 
samtheit sei durch M bezeichnet: 


M= (P,,, P.,, ae P,.; es +). 


Die Punkte P,,, P:,, ---, P:,, sind linear unabhingig. Daraus kénnen wir 
eine wichtige Folgerung ziehen. Es sei 


ay = Th” ay, +H ay, + --- + ,,, 
(13) Bi, = Ht” Bs, + 12° Br, +--+ +12 fi, 


ls TY” mn, + 8° te i Se Vhs 
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wo I”, &°, --+, & positiv sind. Nun sind die Spalten der Matrix 


Oh, Oi *** Bhs 


(14) . Bi, ++ * Bess 


Yh, Yk? * Pho, 
linear unabhiingig, es gibt also in dieser Matrix wenigstens eine nicht 
verschwindende Determinante o“* Ordnung. Dann kann man die Zahlen 
,---, 1 durch die ganzen Zahlen «a, B,---, y so ausdriicken, daB im 
Nenner dieser Darstellungen diese nicht verschwindende Determinante 
steht. Die eindeutig bestimmten Zahlen 1), I), - - -, sind also rationale 
Briiche mit dem Generalnenner, der ein Teiler dieser nicht verschwinden- 
den Determinante ist. 
Wir ordnen nun jedem Punkt P; aus M die lineare Funktion 


Fi, = iM A BM Ho + Pig Ms ° 
zu. Dann lassen sich die Relationen (13) so zusammenfassen: 
Fi, =O Ft Whit +O fi,- 
Fassen wir hier die Funktionen /;,,---,/;,, als unabhingige Variabeln 
auf, so laBt sich auf die Gesamtheit der Funktionen f; der Hilfssatz der 
Nummer 1 dieses Paragraphen anwenden. So ergibt sich: Man kann aus 
den Funktionen f;, eine endliche Anzahl herausgreifen, durch deren lineare 
Kombination mit ganzen positiven Koeffizienten sich alle iibrigen zusam- 
mensetzen lassen. Gehen wir nun zu den entsprechenden /;, tiber, so 
ergibt sich weiter: Das System der den Punkten aus der Gesamtheit M 
entsprechenden Funktionen besitzt eine endliche Basis. Und daraus folgt 
endlich, daB auch das Funktionensystem (1) unter unseren Voraussetzungen 
eine endliche Basis besitzt, da jeder Punkt P, in wenigstens einer der 
endlich vielen Gesamtheiten M enthalten ist, w. z. b. w. 

5. Hingt speziell das Funktionensystem (1) von zwei Variabeln 2, y 
ab, so kann unser Kriterium auf eine einfachere Form gebracht werden. 
Man sieht nimlich leicht, daB die oberen und unteren Grenzen des Ausdrucks 

natoh "Ate _ Stee 
uy a; T Us B; u, 3, a uy 


fiir dieselben Werte von a,, 6; erreicht werden, fiir welche entweder 


u, + fu, 

a; 
B, 
oder * seine obere und untere Grenze erreicht, denn u,a@,+ 4,8, ist 


14 
gewiB positiv. Daraus folgt: Hin Funktionensystem (-- - f,= x%y?---) 
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hesitzt dann und nur dann eine endliche Basis, wenn sowohl die untere als 
auch die obere Grenze der Zahlenmenge 


«, “*-* 
G., a5 
in dieser Menge enthalten sind. — Hier werden «;, 8; als nicht negative 


ganze Zahlen angenommen, von denen nur je eine verschwinden kann. 


Verschwindet 8, oder «,, so ist dem Quotienten 3, bzw. f der Wert 
é i 


+ oo — die obere Grenze aller reeller Zahlen — zuzuschreiben. 
Betrachten wir z. B. das schon von Hilbert behandelte Funktionensystem 
ee a Pie a=1,2,... 


. " : . a 1 . 
so wird hier die untere Grenze 0 des Quotienten a= (oder auch die 
« 


obere Grenze + co des Quotienten = «) nicht erreicht, und also hat 


dieses Funktionensystem keine endliche Basis. — Durch eine ganz analoge 
Uberlegung zeigen wir die Nichtexistenz einer endlichen Basis im Falle, 
wo «,, B; als ganze rationale ganzzahlige positive Funktionen des Index i 
von verschiedenen Graden vorgegeben sind. Auch fir den Fall gleicher 
Grade kann man die Frage nach der Existenz einer endlichen Basis ent- 
scheiden, indem man die Wurzeln der Funktionaldeterminate von «, und 
B, betrachtet, worauf wir jedoch nicht weiter eingehen. 
Ein ahnliches Resultat ergibt sich fiir das Funktionensystem 


(Prd) yP (Poa), p=1,2,...; q= 1,2,... 


wo a(p,q), B(p, q) biniire ganzzahlige Formen gleichen Grades von », q, 
welche fiir positive p, q positiv bleiben. In diesem Falle gilt nimlich, wie 
‘eicht zu zeigen ist, folgender Satz, wo « (£, 1) und p os 1) durch 
A (7 ), B (2 ) bezeichnet werden: Soll das obige Funktionensystem eine 
endliche Basis besitzen, so muf die Funktion A'(r) B(r) — A(r) B’(r) 
zwei solche positive rationale Wurzeln r,, r, haben, dap im Intervall 


A(r,) A(r,) , , 7, : oe “" 
BC.) ** Be.) sowohl die Werte der Funktion Bo) fiir alle andern Wurezeln 


con A’(r) B(r) — A(r) B'(r) als auch thre Werte fiir r=0 und fiir r= 
sich befinden. Diese Bedingung ist auch hinreichend. 
Daraus folgt z. B., daB das Funktionensystem 


ENP + O29 pr too p=1,2,...; g=1,2,... 
wo @,, @,, b,, b, ganze positive Zahlen sind und a,b, — a,b, 2 0 ist, keine 


endliche Basis besitzt, was iibrigens auch aus unserem allgemeinen Kri- 
terium leicht hitte gefolgert werden kénnen. 
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Auch alle allgemeineren Funktionensysteme 
gt(Pd) yl)... gl) =p = 1,2,...5 g=1,2,... 


wo a(p,q), B(p,q),---+ (p,q) binare ganzzahlige fiir positive p, q positiv 
bleibende Formen gleichen Grades sind, liBt sich leicht erschépfend be- 
bandeln. Wir wollen nur den Satz anfiihren: Ist im obigen Funktionen- 
system der Grad m der Formen a(p,q),.--, ¥(p,q) gleich der um 1 ver- 
minderten Zahl der Variabeln x,...,2, und gibt es unter den Formen 
«(p,q),---»7(p,q) m+ 1 linear unabhdngige, so kann das Funktionen- 
system keine endliche Basis besitzen. 

An diesen Beispielen sieht man besonders klar, wie selten Funk- 
tionensysteme der von uns betrachteten Art eine endliche Basis besitzen. 
Der mengentheoretische Charakter unserer Kriterien laBt klar erkennen, 
von welcher Schwierigkeit die Frage nach den allgemeinsten Funktionen- 
systemen mit einer endlichen Basis ist. Von um so gréBerem Interesse 
sind speziellere Fragestellungen, die im nichsten Paragraphen behandelt 
werden. 


§ 3. 
Die Hilbertsche Fragestellung. 

1. Es sei ein System F ganzer rationaler Potenzprodukte vorgelegt: 
(®) fim ay. «sh Et), 
Besitzt eine Menge ganzer rationaler Funktionen die EHigenschaft, dai 
wenn h und & ihr angehédren, auch hk und h +k in ihr enthalten sind, 
so heiBt diese Menge ein Ring. Der kleinste Ring, der F enthilt, ist die 
Gesamtheit aller ganzer rationaler ganzzahliger Funktionen von den Funk- 
tionen f,. Er sei durch 2 bezeichnet. Man sieht nun leicht, dab die Frage, 
ob die Gesamtheit der Funktionen aus R eine endliche Basis besitzt, mit 
der Frage, ob F' eine endliche Basis besitzt, gleichbedeutend ist. Wir 
haben aber gesehen, daB diese Frage nur in den seltensten Fallen zu 
bejahen ist. Nur fiir die aus ganzen positiven Potenzen einer einzigen 
Variable x gebildeten Funktionensysteme und die aus ihnen abgeleiteten 
Ringe gilt der am Schlusse der Einleitung aufgestellte Satz, da6b sie stets 
eine endliche Basis besitzen. Dieser Satz ist aber nur ein spezieller Fall 
des zuerst von Frl. E. Noether verdéffentlichten Satzes, laut welchem jedes 
aus ganzen rationalen Funktionen einer einzigen Variabeln x bestehende 
Funktionensystem S cine endliche Basis besitet. Umgekehrt folgt der 
E. Noethersche Satz sehr leicht aus unserem Spezialfall, womit zugleich 


*) Unsere Betrachtungen sind auch fiir Funktionensysteme giiltig, die von weniger 
als vier Variabeln abhiingen, obgleich wir explizit vier Variabeln hinschreiben. 
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ein sehr einfacher Beweis dieses Satzes gegeben wird. In der Tat sei § 
der kleinste S enthaltende Ring. S ist die Gesamtheit aller ganzer ratio- 
naler Funktionen von Funktionen aus S, und S wird also zugleich mit § 
eine endliche Basis besitzen. Es sei 


(E) Game"... i=1,2.... 


die Gesamtheit aller Potenzen von 2, die von den Koeffizienten abgesehen 
als héchste Glieder der Funktionen von S auftreten. Dieses System E be- 
sitzt nach dem am Schlusse der Einleitung Bewiesenem eine endliche 
Basis. Diese bestehe aus ¢,,¢,,...,¢,. Diese Potenzen von 2 seien, von 
den Koeffizienten abgesehen, héchste Glieder der Funktionen g,(x), g,(2),.. 
. + 9,(%) des Ringes 5. Die Funktionen g,(x), 9,(@),---,9,(%) bilden eine 
endliche Basis von §. Denn sei g(x) eine Funktion aus S. Ist ce, ihr 
héchstes Glied, wo ¢ eine Konstante ist, so gilt die Darstellung 


ie dy ay dy 
¢,== €,'6,'...6,", 


wo d,,...,@, gewisse ganze positive Zahlen sind. Dann ist die Funktion 
g(x) — Eg3"(a) 93"(2) ... ga*(a) 


fiir eine geeignete Konstante € von kleinerem Grade als g(x). Wenden 
wir auf diese dasselbe Verfahren an, so gelangen wir schlieBlich zu einer 
Darstellung von g(x) durch g,(x), g(x), ..., 9,(”). W. z. b. w. 

Fiir die aus ganzen rationalen von mehreren Variabeln abbiingigen 
Funktionen bestehenden Ringe existiert dagegen eine endliche Basis nur 
in Ausnahmefillen. Wir wollen uns daher auf die Betrachtung einer be- 
sonderen Art solcher Ringe beschrinken. 

Unter einem Kérper von rationalen Funktionen versteht man eine 
derartige Gesamtheit von solchen Funktionen, daB, wenn A und & ihr an- 


gehdren, auch hk, h+k und fiir k+0 . in ihr enthalten sind. Der 


kleinste Kérper K, der J’ enthilt, besteht aus allen rationalen Funktionen 
mit rationalen Koeffizienten von Funktionen f;. Wir fassen die Gesamt- 
heit der in K enthaltenen ganzen rationalen Funktionen von z, y,..., 2, 
mit ganzen*) Koeffizienten — den sogenannten Integritiitsbereich von K — 
ins Auge und bezeichnen sie mit J. J ist natiirlich ein Ring. J braucht 
nicht mit R zusammenzufallen, enthilt aber R in sich. Hat nun J eine 
endliche Basis? — Dies ist in unserem Fall die Hilbertsche Fragestellung.**) 


*) Wir kénnten, wie die Behandlung des Problems zeigen wird, hier auch ge- 
brochene rationale Koeffizienten zulassen. 

**) D. Hilbert, Mathematische Probleme, Verbandl. des zweiten Internat. Math. 
Kongresses. 
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Wir werden sehen, daB diese Frage zu bejahen ist, und damit fiir den 
Fall der Funktionensysteme F die Hilbertsche Vermutung bestiitigen, daB 
der Integrititsbereich eines jeden aus rationalen Funktionen einer endlichen 
Anzahl von Variabeln bestehenden Korpers eine endliche Basis besitt. 

2. Wir ordnen jeder Funktion f; des Systems F eine lineare Funktion 
(L) l= aac+ By +---+ 78+ df. 
Die Gesamtheit der Funktionen J, bezeichnen wir durch Z. Unter einem 
additiven Modul verstehen wir eine derartige Gesamtheit linearer ganzer 
homogener Funktionen von 2, y,...,2,¢, daB wenn h und k dieser Ge- 
samtheit angehéren, auch h+k zu ihr gehéren. Den kleinsten Z ent- 
haltenden additiven Modul, d. h. die Gesamtheit aller linearen ganzen 
homogenen Funktionen mit ganzen positiven Koeffizienten von den Funk- 
tionen J, bezeichnen wir mit A. Wir sagen, ein additiver Modul besitze 
eine endliche additive Basis, wenn aus ihm endlich viele Elemente derart 
herausgegriffen werden kénnen, daB alle Elemente des Moduls sich aus 
den herausgegriffenen linear mit ganzen positiven Koeffizienten zusammen- 
setzen lassen. — Wir haben friiher die Frage, ob der Ring R eine end- 
liche Basis besitzt, auf die Frage zuriickgefiihrt, ob der additive Modul A 
eine endliche additive Basis besitzt. Um die entsprechende Frage fiir den 
Bereich J untersuchen zu kénnen, schlagen wir einen aihnlichen Weg ein. 
Wir definieren als Modul schlechthin eine derartige Gesamtheit von 
ganzen ganzzahligen linearen homogenen Funktionen von 2, y,...,2,t, 
daB sowohl die Summe, als auch die Differenz zweier zu ihr gehérenden 
Funktionen ebenfalls ihr angehéren.*) Der kleinste Modul M, der L ent- 
hilt, ist die Gesamtheit aller ganzer ganzzahliger linearer homogener 
Funktionen von endlich vielen J;. Wir werden eine ganze lineare homo- 
gene Funktion von z,y,...,2,¢ positiv nennen, wenn ihre Koeffizienten 
nicht negativ sind. Die Gesamtheit aller positiven Funktionen, die in M 
enthalten sind, bezeichnen wir durch P. P ist ein additiver Modul, welcher 
A enthilt. Wir behaupten nun, daB P eine endliche additive Basis be- 
sitet. — Diese Behauptung liuft offenbar darauf hinaus, daB das System S 
aller ganzer Funktionen von x, y, ..., 2, t, welche sich aus f, durch Multipli- 
kation und Division bilden lassen, eine endliche Basis besitzt. — 

In der Tat la8t sich nach dem ersten der im § 2, 1 bewiesenen Hilfs- 
siitze aus den Funktionen von P eine endliche Anzahl 


(15) Gi,» Gigy ++ +9 Greg 
herausgreifen, so daB fir jede Funktion G, von P die Darstellung 
G, = G, + ax + Hy +--- + Oe + Ot = G+ L, 


*) Einer Dedekindschen Bemerkung zufolge, geniigt schon allein die Annahme, 
daB die Differenz dieser Funktionen dem Modul angehdrt. 
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besteht, wo die Funktion L, = az + by +---+ cz + 01 positiv ist 
oder identisch verschwindet, G, aber eine von den Funktionen (15) ist. 

Nun gehért aber die Funktion Z,, wenn sie nicht identisch ver- 
schwindet, zu P, laBt also ebenfalls eine Darstellung 


G,=— Gy +L; 


zu, wo wiederum J,’ positiv ist oder identisch verschwindet, G, aber eine 
von den Funktionen (15) ist. Setzen wir das Verfahren fort, so miissen 
wir schlieBlich zu einer identisch verschwindenden Funktion L,”) gelangen, 
da die positiven Koeffizientensummen der Funktionen Z, immer kleiner 
werden. Dann ergibt sich aber die Darstellung 


G,=2>G, 
von G, durch die additive Basis (15), w. z. b. w.*) 


Ist 7 
a, + By +---+ y2+ Gt 
das allgemeine Element von P, und ist der Rang der unendlichen Matrix 
ay ee Vi» 9) i=1,2,... 
gleich »n — der Anzahl der Variabeln z,...,¢ —, so liBt sich unsere Be- 
hauptung leicht aus dem im § 2 entwickelten allgemeinen Kriterium 
folgern. Im allgemeinen Fall wird jedoch dieser Weg sehr umstiindlich. 
Die Existenz einer endlichen Basis von S la8t sich auch unter Be- 
nutzung der Untersuchungen von E. Fischer**) leicht beweisen. Wir 
fiihren dies niher aus. 
Ist f(x, y,...,2,¢) ein Polynom von z,...,¢ mit konstanten Koef- 
fizienten, so versteht Herr E. Fischer unter 


f (2 a é °) 
Ox’ dy’ 7 Oz’ Ot 


den linearen Differentialausdruck, der aus f(a, y,...,2,¢) entsteht, wenn 
man in f die Potenzprodukte von z,y,...,2,¢ durch entsprechende Dif- 
ferentiationssymbole ersetzt. — Unter f verstehen wir die Funktion, die 
aus f hervorgeht, wenn man alle konstanten Koeffizienten von f durch 
ibre konjugiert-komplexen Werte ersetzt. Wir formulieren***) jetzt mit 
E. Fischer die Definition des Formenstaates. 


*) Diesen Beweis fiir die Existenz einer endlichen additiven Basis von P, durch 
den ich meinen urspriinglichen auf einer komplizierteren Reduktion beruhenden ersetzt 
habe, verdanke ich einer freundlichen Mitteilung von Fri. E. Noether. 

**) E. Fischer, Uber algebraische Modulsysteme und lineare homogene partielle 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Cr. Journ. Bd. 140, 8. 48—82. 

**) A. a. 0., 8. 66. 
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« 


Kine Formenmenge*) heiBt ein Saat, wenn sie 1) alle Konstanten, 
2) neben h,(x,y,...,2,¢) und h,(z,y,...,2,¢) gleicher Dimension stets 
auch h,(a,y,...,2,t) + hg(w,y,...,2,t), 3) neben h(a, y,...,2,¢) and 
kia, 4,...,#,¢) stets auch 
h(a, g, . .-, 8, t)- b(a@, 9, ..., 8,8) 
un¢ 


‘ Ge" dy? ds? i) h(x, y,++-,#, t) 


enthalt. 

Uber Formenstaate hat nun Herr E. Fischer bewiesen, daB sie stets 
eine endliche Basis besitzen.**) 

Wir wollen diesen schénen Satz zum Beweise unserer Behauptung 
verwenden, daB die Gesamtheit S aller aus den Funktionen von F' durch 
Multiplikation und Division hervorgehenden ganzen Funktionen von 2,...,¢ 
eine endliche Basis besitzt. 

Wir definieren, als einen Formenring, ein derartiges System von 
Formen von 2,...,¢, welches 1) alle reellen und komplexen Konstanten 
(Formen O“* Dimension), 2) neben hA(wz,...,¢#) und k(a,...,¢) auch 
h(x,...,t)-k(a,...,#), 3) neben Formen gleicher Dimension h(a, ..., t) 
und k(#,...,#) auch die Form h(a,...,¢) + k(a,...,¢) enthilt. 

Wir bilden nun den kleinsten, das System S enthaltenden Formen- 
ring H. Die allgemeinste Gestalt einer dem Formenring H angehérenden 
Form p“* Dimension ist 

C8, + C8 ++, 
WO ¢,,¢,,... willkiirliche reelle oder komplexe Konstanten, s,, s,,... die 
in S enthaltenen Funktionen von der p*" Dimension, deren Anzahl not- 
wendigerweise begrenzt ist, bedeuten. 

Man sieht nun leicht, dab ein Formensystem S dann und nur dann 
eine endliche Basis besitzt, wenn das Gleiche fiir den kleinsten S ent- 
haltenden Formenring H der Fall ist. 

In unserem Falle besitzt aber der Formenring H eine endliche Basis, 
da er ein Formenstaat ist. Denn um dieses zu zeigen, brauchen wir nur 
za zeigen, daB H neben den Formen h(z,...,¢) und k(z,...,¢) auch die 
Form enthilt 
(16 h(A, +++, A) kw, ..., 1). 

Und da H die Eigenschaft besitzt, neben jeder Form jedes ihrer Glieder 
einzeln in sich zu enthalten, kénnen wir h und k als Monome annehmen, 


*) Unter der Form wird hier natiirlich ein homogenes Polynom von 2, y, «+ -, 2, ¢ 
ver standen. 
*) A.a. O., 8S. 80. 
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welche offenbar, abgesehen von Konstanten, in S enthalten sind. Ist nun 
k durch h teilbar, so ist (16) bis auf eine Konstante der ganzen Funk- 


tion : gleich, diese letzte Funktion ist aber bis auf eine Konstante in S, 


also auch in H enthalten. Ist aber k durch h nicht teilbar, so ist (16) 
gleich 0. ; 

3. Nachdem wir nun auf zwei verschiedenen Wegen die Existenz 
einer endlichen Basis bei dem System S bewiesen haben, kénnen wir 
dasselbe fiir J tun. Wir bezeichnen die Elemente einer endlichen Basis 
fir S durch 


(17) 6, &, ..48 


., 6, sind Potenzprodukte aus z,...,¢, unter denen 
offenbar die Einheit enthalten ist und haben die Eigenschaft, dab jeder 
Quotient von zwei dieser Potenzprodukten, welcher in z,...,¢ ganz ist, 
sich als ein ganzes Potenzprodukt von b,,...,b,, darsiellen liBt. Jede 
Funktion aus J ist rational in f,, liBt sich also als Quotient zweier 
ganzer Funktionen von f, darstellen. Driicken wir diese ganzen Funktionen 
durch (17) aus, so erhalten wir fiir eine beliebige Funktion © aus J 
die Darstellung 


m* 


Die Funktionen },,.. . 


WD, p&p fe Cm 
. ch eee} 

(18) 6=- = 1 

am Eb;" by? +++ Da 


wo ¢,é@ ganze rationale, ¢,, ¢,,..-,¢,,, Cj) g)++-) &, ganze rationale nicht 
negative Zahlen sind. Wir werden zeigen, dab G, falls sie der Funktionen- 
menge J angehdrt, sich durch die Funktionen (17) ganz und rational mit 
ganzen rationalen Koeffizienten darstellen lift. Wir kénnen von der Dar- 
stellung (18) annehmen, daB alle Glieder im Zihler und Nenner, welche, 
in 2,...,¢, geschrieben sich nur um eine Konstante unterscheiden, auf 
eine und dieselbe Art durch b,, b,, ..., b,, ausgedriickt sind. — Wir sagen, 
die ganze rationale Funktion h(z, .. ., ¢) sei hiéher, als die ebensolche Funk- 
tion k(x,...,¢), wenn h in bezug auf x von gréBerem Grade ist als k, 
oder, falls h und & in bezug auf z von gleichen Graden sind, wenn h in 
bezug auf y von gréBerem Grade als k ist usf. — Das héchste Glied der 
Funktion © ist der Quotient der héchsten Glieder des Zihlers und des Nen- 
ners von (18), also, da es in z,...,¢ ganz ist, liBt es sich in der Form 
darstellen 


- ppt pF hin 
a=cb; b>... b.*, 


der oben hervorgehobenen Eigenschaft der 6b zufolge. Dabei ist c, wie 
die Koeffizientenvergleichung lehrt, eine ganze Zahl. Nun sind b,, bg, ---, },, 
in S, folglich auch in J enthalten. Das hichste Glied @ der Funktion © 
ist also durch die Funktionen (8) ganz-und rational mit ganzen rationalen 
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Koeffizienten darstellbar und in 3 enthalten. Dasselbe gilt offenbar vom 
héchsten Glied der ebenfalls in 3 enthaltenen Funktion 


G — ao, 


d. h. vom zweithichsten Glied von G. Auf dieselbe Weise weiter fort- 
schreitend, erhalten wir die in Aussicht gestellte Darstellung von & durch 
die Funktionen (17). Die Funktionen (22) bilden also die endliche Basis 
des Funktionensystems J. 

Es mége hier noch eine auf die Darstellungskoeffizienten beziigliche 
Bemerkung Platz finden. 

Definiert man R als die Gesamtheit aller ganzen rationalen Funk- 
tionen von endlich vielen f, mit rationalen, oder mit beliebigen reellen, oder 
sogar mit beliebigen recllen oder komplexen Koeffizienten, so miissen in der 
Darstellung der Funktionen aus R durch die endliche Basis die rationalen, 
bzw. reellen, bzw. reellen und komplexen Koeffizienten*) zugelassen werden. 
Und wenn der Ring R bei irgend einer dieser Koeffizientenbestimmungen 
eine endliche Basis besitzt, dann besitzt auch JF’ eine solche und somit 
alle auf die eben angedeutete Weise aus J’ hervorgehenden Ringe. Eine 
analoge Bemerkung gilt nun auch fiir das Funktionensystem J. Definiert 
man J als die Gesamtheit aller rationalen Funktionen von endlich vielen 
f, mit beliebigen konstanten Koeffizienten, welche in z,y,...,2,¢ ganz 
und rational sind mit einem beliebigen Rationalitits- oder Integritétsbereich 
angehdrenden konstanten Koeffizienten, so sind nur unwesentliche Modi- 
fikationen nétig, um aus den vorhergehenden Betrachtungen den Beweis 
dafiir abzulesen, daB J eine endliche Basis besitzt, durch welche mit den 
eben diescm Rationalitéts- oder Integrititsbereich angehérenden Koeffizienten 
sich jede Funktion aus J ganz und rational darstellen laBt. Dies beruht 
im wesentlichen darauf, daB jedes Glied des mit irgend welchen Koef- 
fizienten gebildeten Funktionensystem J mit einer Funktion aus S bis 
auf eine multiplikative Konstante tibereinstimmt. 

Lift man insbesondere als Koeffizienten alle reelle und komplexe 
Zahlen zu, so folgt die Existenz einer endlichen Basis bei J aus einem 
allzemeinen, an den Begriff des Formenstaates ankniipfenden Satz. Man 
bilde den kleinsten alle Funktionen eines Formenstaates G umfassenden 
Ring 8, der, wie man leicht sieht, mit dem kleinsten alle Funktionen 


von S umfassenden Modul identisch ist. St besitzt ebenso wie © eine 


~~ 


endliche Basis. Es gilt nun aber der Satz, daB KR nicht nur alle aus den 


~ 


Funktionen von S durch Addition, Subtraktion und Multiplikation ableitbaren 


*) Allgemein kiénnen als Koeffizienten Zahlen irgend eines Integrititsbereiches 
zugelassen werden. 
g* 
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Funktionen enthiilt, sondern iiberhaupt alle ganzen rationalen Funktionen, 
die aus denen von S durch rationale Operationen ableitbar sind, m. a. W,, 
daB jede ganze rationale Funktion, die als Quotient zweier Funktionen von 
M darstellbar ist, der Gesamtheit KR angehirt. Dieser Satz wird leicht 
durch die Anwendung desselben Verfahrens bewiesen, dessen wir uns zum 
Beweis der Existenz einer endlichen Basis fiir J bedienten. Nur treten 
dann an die Stelle der einzelnen Glieder Gliederaggregate gleicher Dimen- 
sion. Dabei wird der von Herrn E. Fischer bewiesene Satz*) benutzt, dab 
der Quotient von zwei Formen eines Formenstaates in diesem Formen- 
staat enthalten ist, wenn er ganz ist. 


4. Es ist noch von Interesse, zu untersuchen, fiir welche spezielle 
Gruppen von linearen Substitutionen durch unseren Satz die Endlichkeit 
der Invariantensysteme bewiesen ist.**) — Hierbei verstehen wir unter einer 
Invariante einer linearen Substitutionsgruppe eine solche ganze rationale 
Funktion gewisser Variabeln, welche ganz unverindert bleibt, wenn auf 
die Variabeln die Substitutionen der Gruppe angewandt werden. — Zuerst 
sind damit offenbar solche Gruppen erledigt, bei denen jedes einzelne Glied 
einer Invariante ebenfalls eine Invariante ist. Kommt nun in einem in- 
varianten Potenzprodukt einer solchen Gruppe G eine Variable x vor, so 
kann x durch die Substitutionen von G nur in ein Vielfaches von z iiber- 
gefiihrt werden. Nehmen wir zuerst an, daB die Anzahl der Variabeln der 
Substitutionen von G gleich der Anzahl der in den Invarianten von G 
vorkommenden Variabeln, so kénnen wir folgern, dab G eine Gruppe von 
Multiplikationen***) ist. Umgekebrt besitzt jede Gruppe von Maultipli- 
kationen die Eigenschaft, daB jedes Glied ihrer Invarianten selbst cine 
Invariante ist. 

Sodann folgt die Endlichkeit der Invariantensyteme fiir alle Gruppen, 
die sich in Multiplikationengruppen transformieren lassen. Dies sind aber 
alle und nur Abelsche Gruppen ©, deren Substitutionen nur lineare Elemen- 
tarteiler besitzen.7) 

In der Tat laBt sich eine Substitution S einer solchen Gruppe G, 
bei der nicht alle Elementarteiler einander gleich sind, auf eine solche 
Substitution S — PSP-* transformieren, welche in eine ,Summe“ yon 
zwei Substitutionen S, und S, zerfillt, dh. bei der ein gewisser Teil 
der Variabeln unter sich die Substitution S, erleiden, alle iibrigen aber 


*) A. a. O., 5. 68, Satz 1, fiir x1 spezialisiert. 
**) Diese Frage wurde mir gegeniiber gelegentlich von Fri. E. Noether auf- 
geworfen. 
***) So bezeichnet H. Weber, Jahrbuch der Algebra, Bd. II, 8. 164, Substitutionen 
der Form By = Hy ys Ty = Be Yah 5 Te = Unn- 
+) Vgl. A. Voss, Miinchener Ber. 19 (1889). 
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unter sich die Substitution S, erleiden. Dann muB aber nach bekaunten 


Siitzen der Theorie der Matrizen*) auch jede Substitution von © = PG P-' 
in derselben Weise zerfallen, da @ eine Abelsche Gruppe ist. Daher 
verfallt auch die ganze Gruppe @ in eine ,Summe“ von zwei Gruppen 
%, und ©, von kleinerer Variablenzahl. Indem wir auf die Gruppen G, 
und @, dasselbe Verfahren anwenden, kommen wir schlieBlich zu den 
Gruppen, deren Substitutionen nur lineare gleiche Elementarteiler besitzen. 
Solche Substitutionen sind aber notwendigerweise Multiplikationen, da 
jede Matrix mit linearen untereinander gleichen Elementarteilern eine 
Diagonalmatrix ist, d. h. die Form gE hat wo g eine Zahl, E aber die 
Kinheitsmatrix ist (denn eine solche Matrix mu sich auf die Form gE 
transformieren lassen, also auch selber von dieser Form sein). — Umge- 
kehrt ist offenbar jede auf eine Gruppe von Multiplikationen transformier- 
bare Gruppe eine Abelsche Gruppe von Substitutionen, die lauter einfache 
Klementarteiler besitzen. Damit ist also eine Klasse von Abelschen Gruppen 
erledigt. 

Aus seinen Untersuchungen iiber Formenstaaten hat KE. Fischer die 
Endlichkeit der Invariantensysteme fiir alle Substitionsgruppen gefolgert, 
welche neben jeder Substitution K auch K* enthalten, wo unter K* die 
konjugiert-komplexe zur transformierten Substitution von K verstanden wird, 
(konjugiert-symmetrische Gruppen, im reellen Falle einfach symmetrische 
(iruppen), und fiir alle Gruppen, die sich in solche konjugiert-symmetrische 
transformieren lassen. Die konjugiert-symmetrischen Abelschen Gruppen ge- 
hiren nun der von uns oben aufgestelliten Klasse der Abelschen Gruppen un. 
Denn enthalt eine konjugiert-symmetrische Abelsche Gruppe G eine Sub- 
stitution K, so ist in G auch die Hermitesche Substitution KA* ent- 
halten, deren Elementarteiler simtlich linear sind. Es gibt daher eine 
unitér orthogonale (die Form 2,%,+---+2%,2%, in sich selbst trans- 
formierende) Substitution H, die KK* in eine Multiplikation tberfiihrt. 
Sind nun nicht alle Elementarteiler von KK* einander gleich, so zerfiillt 
die durch H transformierte Gruppe G in eine Summe von Gruppen mit 
kleinen Anzahlen von Variabeln, die wieder Abelsche konjugiert-sym- 
metrische Gruppen sind. So kommen wir schlieBlich zu solechen Gruppen 
G, die sich nicht weiter zerfillen lassen, weil die Matrizen von K K* 
fir alle K aus diesen Gruppen nur gleiche lineare Elementarteiler be- 
sitzen, das heiBt, Diagonalmatrizes von der Form gE sind, wo @ eine 
reelle Zahl ist. Aus der Gleichung KK* = gE folgt aber, dab K das 


Produkt der der Diagonalmatrix YgE entsprechenden Substitution in 


*) S. A. Voss, Sitzungsberichte der math.-physik. Kl. der Ab. der Wiss. za 
Miinchen, Bd. XIX (1889), 8. 283. 
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eine unitiir orthogonale Substitution ist, also jedenfalls lauter lineare Ele- 
mentarteiler besitzt. 

Zugleich erhalten wir folgenden Satz: Jede Abelsche konjugiert-sym- 
metrische Gruppe laBt sich durch eine unitir orthogonale Substitution in 
eine Summe von Abelschen konjugiert-symmetrischen Gruppen iiberfiihren, 
deren séimtliche Substitutionen sich als Produkte von unitir orthogonalen 
Substitutionen mit solchen Substitutionen, denen Diagonalmatrizen entsprechen, 
darstellen lassen.*) Fiir reelle symmetrische Abelsche Gruppen treten 
dabei an die Stelle der unitiir orthogonalen Substitutionen gewdhnliche 
reelle orthogonale Substitutionen. 

Dieser Satz tiber die Struktur der Abelschen konjugiert-komplexen 
Gruppen la8t sich noch weiter ausbauen, besonders im Falle, wo diese 
Gruppen Invarianten besitzen. Wir gehen jedoch nicht darauf ein, be- 
merken nur, daB man solche Abelsche Substitutionsgruppen konstruieren 
kann, deren Substitutionen lJauter lineare Elementarteiler besitzen, die 
sich aber nicht auf konjugiert-symmetrische Gruppen transformieren lassen. 

Wir haben oben die Substitutionsgruppen charakterisiert, deren In- 
varianten sich aus invarianten Potenzprodukten zusammensetzen, unter 
der Voraussetzung, daB alle Variabeln 2,,..., 2, der Substitutionen in 
diesen Invarianten wirklich vorkommen. Ist dies nicht der Fall und 
kommt in den invarianten Potenzprodukten blob ein Teil dieser Variabeln 
etwa Z,,... %,, vor, so bewirkt die Anwendung einer Substitution der 
Gruppe auf z,,..., , eine Substitution der Variabeln z,, ..., x, die wir 
die durch die erste Substitution inmduzierte nennen wollen. Die Grupp: 
der durch alle Substitutionen unserer Gruppe induzierten Substitution. 
von 2,,...,%, nennen wir die durch die erste Gruppe induzierte Gruppe. 
Dann kénnen wir den Satz aussprechen: Line notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir, dap alle Invarianten einer Substitutionsgruppe sich aus 
invarianten Potenzprodukten zusammensetzen, ist, daB die von der Substitu- 


*) Dieser Satz liBt sich, wie ich einer freundlichen Mitteilung des Herrn J. Schur 
entnehbme, sebr einfach aus dem folgenden Satz herleiten, den Herr O. Toeplitz noch 
im Jahre 1914 Herrn Schur brieflich mitgeteilt hat: Kine lineare Substitution A lift 
sich dann und nur dann durch eine unitir orthogonale Transformation der Variabeln 
auf die Form y;= a,x, bringen, wenn A mit A* vertauschbar ist 

Es folgt daraus sogar der schiirfere Satz: Jede Abelsche konjugiert-symmetrische 
Gruppe laéBt sich durch eine unitdér orthogonale Transformation in eine Multiplikationen- 
gruppe tiberfiithren. Umgekebrt ergibt sich aus diesem letzten Satz der Toeplitzsche 
durch einfache Spezialisierung. 

Ubrigens folgt dieser schiirfere Satz aus unseren obigen Uberlegungen unmittel- 
bar, wenn man die von Frobenius festgestellte Tatsache beriicksichtigt, dab jede 
unitir orthogonale Substitution durch eine unitiir orthogonale Transformation der 
Variabeln in eine Multiplikation iibergefiihrt werden kann. 
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tionsgruppe induzierte Gruppe der Substitutionen der in den Invarianten 
wirklich vo:kommenden Variabeln eine Gruppe von Multiplikationen darstelit. 
Und daraus folgt endlich, daB durch unsere Betrachtungen die Endlich- 
keit des Invariantensystems fiir alle diejenigen Substitutionsgruppen be- 
wiesen ist, die sich in solche transformieren lassen, bei welchen die indu- 
zierte Gruppe der Substitutionen der in den Invarianten wirklich vorkom- 
menden Varialeln eine Abelsche Gruppe mit lauter einfache Elementarteiler 
besitzenden Substitutionen ist. 





Alfred Ackermann-Teubner Gediichtnispreis. 


Alfred Ackermann-Teubner Gedachtnispreis. 


Der von Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im 
Jahre 1912 bei der Universitit Leipzig errichtete ,Alfred Ackermann- 
Teubner Gediachtnispreis zur Férderung der Mathematischen Wissenschaf- 
ten“ ist in diesem Jahre durch das Preisgericht Herrn Professor Dr. 
Ernst Zermelo in Ziirich fiir die Arbeiten iiber Mengenlehre in den 
Mathematischen Annalen Bd. 59 und 65, insbesondere fiir die Arbeit in 
Bd. 65: ,,Neuer Beweis fiir die Méglichkeit einer Wohlordnung“ aus dem 
Jahre 1907 zuerkannt worden. 
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Reihenentwicklungen nach Legendreschen Polynomen. 
Von 


Aurrep Haar in Kolozsvar (Klausenburg). 


In der Theorie der Reihenentwicklungen reeller Funktionen einer 
Veriinderlichen, spielen nebst den trigonometrischen Reihen diejenigen 
Reihen die Hauptrolle, die nach den sogenannten Legendreschen Polynomen 
oder Kugelfunktionen einer Variabeln fortschreiten. 

Man definiert bekanntlich das x” Legendresche Polynom 


P(x) (n=O, 1, 2,...) 


als ein Polynom n“* Ordnung, das in dem Intervall |—1, 1] die folgende 
Orthogonalititseigenschaft 


1 
/ P(2)a"dz=0 (m=O, 1, 2,...,%—1) 
—1 
besitzt und es ist tiblich P(x) so zu normieren, dab 
1 


é P(x) da =, +4 
ausfiallt. 

Ist nun f(z) eine im Intervall [—1, 1) definierte Funktion, von der 
nur vorausgesetzt werden muB, daB sie im betrachteten Intervall im 


Lebesgueschen Sinne integrierbar ist, und setzen wir 


1 
a, — "5" [ ((@) P,(a)az (v=0,1,2,...), 
n- Se 


so wird die formal gebildete Reihe 


> a, P(x) 
v=0 


die Legendresche Reihe der Funktion f(x) genannt, und es entsteht die 
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Frage nach der Konvergenz, Divergenz bzw. Summabilitét dieser Reihe 
an einer Stelle des betrachteten Intervalls. 
Ich werde im folgenden zeigen, dab wenn man 


z= cos # 
setzt, die Legendresche Reihe einer Funktion 


f(z) = f(cos 4), 
von der wir noch voraussetzen, daf ihr Quadrat [f(x)|* im Intervall [—1, 1] 
im Lebesqueschen Sinne integrierbar ist, d. h. die Reihe 
7 
(1) >’ a, P, (zx) -> a, P,(cos #) 
v=0 r=0 
an jeder inneren Stelle des betrachteten Intervalls 
—l<2z<1 also 0<t<2 

sich genau so verhdlt, wie die gewdhnliche cos.-Reihe der Funktion f(cos #) 
an der entsprechenden Stelle, so daB man die Fragen iiber Konvergenz 
bzw. Divergenz der Legendreschen Reihe mit Hilfe der Theoreme tiber 
Fouriersche Reihen beantworten kann. 

Das angedeutete Theorem, das diese Zuriickfiihrung erméglicht, lautet 
wie folgt: 

Es bedeute f(x) eine im Intervall [—1, 1} definierte samt ihrem Quadrate 
im Lebesqueschen Sinne integrierbare Funktion; entwickelt man die im 
Intervall 0 < # < x definierte Funktion f(cos #) in eine cos.-Reihe, indem 
man 

a, -= { f (cos ®) cos vi d@ (y=Q, 1,2,...) 
0 
setzt und die unendliche Reihe 
(2) > «, cos vt 
v=0 

bildet, so konvergiert die Differenz der n*" Teilsumme der Legendreschen 
Reihe (1) 


5, (#) -> a, P, (cos #) 


v=0 
und der cos.-Reihe (2) 
6,(#) = >’ «, cos vo 
v=0 


an jeder inneren Stelle des Intervalls 0 << #< 2 gegen Null; d. h. es ist 
lim [s,(#)—6,(#)]=0, fir 0<@<a. 
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Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dab die Legendresche Reihe der 
Funktion f(cos #) an einer inneren Stelle des Intervalls [0,2] konvergent 
baw. divergent ist, je nachdem die cos.-Reihe dieser Funktion an dieser 
Stelle konvergent oder divergent ist, und daB im Falle der Konvergenz 
beide Reihen dieselben Summen liefern.*) Es iibertragen sich insbeson- 
dere alle die klassischen hinreichenden Bedingungen der Konvergenz der 
Fourierschen Reihe sofort auf die Legendresche Reihe fiir jede innere 
Stelle des betrachteten Intervalls, falls das Quadrat der entwickelten Funk- 
tion integrierbar ist. 

Die vorliegende Arbeit enthilt den Beweis dieses Theorems. 


§ 1. 
Zusammenstellung einiger Siitze aus der Theorie der 
trigonometrischen Reihen. 


Wir stellen zuerst diejenigen Sitze aus der Theorie der Fourierschen 
Reihen zusammen, die bei dem Beweise unseres Satzes Anwendung finden. 
Bekanntlich ist 


u 1 
® cos = cos (n + 3) u 
> sin vu = —— — . 
on a sae 
ey 2 sin - 2 sin 


| 1 
7 aia 1 310 (" -F 3) u 
p 4 . 2 + in we 
r=0 « 312 > 
Daraus schlieBen wir unmittelbar, dab fiir jeden Wert von » und u die 
Ausdriicke 


(I) sin : >! sinvu , sin ; >’ cos ” 
v=0 r=0 | 
kleiner als 1 ausfallen. 
Wenn ferner « irgend eine positive Zahl <2 bedeutet, und wu die 
Ungleichung 
—2a+esusg2a—s 
erfiillt, so bleibt jedenfalls auch 


. 1 
® sin {(” u 
(IT) sin — >” cos vu|= ; sin — + ( ni x) 
4 SS 4 u | 
yu 4 cos 
4 | 


unterhalb einer von » und w unabhingigen oberen Grenze. 


*) Um so mehr gilt der entsprechende Satz, wenn man die Reihen (i) und (2) mit 
Hilfe der Methode der arithmetischen Mitteln summiert. 


9* 
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In gleicher Weise schlieBen wir, daB, wenn v irgendeine Stelle des 
Intervalls [¢, 2a — «] bedeutet 


ésSvuc2a—s, (O<ée<z), 
die beiden Summen 
(Til) a cos yv| und Zz sin vv 
r=0 vy=0 


unterhalb einer von » und v unabhingigen endlichen Grenze bleiben. 
Entsprechende Resultate ergeben sich endlich fiir die Summen 


nm 


—) sin vu 7 cos vu 
V) und 
(1 > - > * 


v=1 vy=l 


Die erste dieser Summen (IV) bleibt bekanntlich fiir jeden Wert m und u 
unterhalb einer festen Grenze.*) 
Aus der Identitit 


. 1 4 1 

" sin (n + — ) u »—1! sin ( = ) u 
2 cin u ) cos vt a u 4 2 + 2 
™ 2 v -: n 2 ” viv oo 1) 


vy=1 r=l1 


schlieBt man sofort, dab 


, ° u “y COs wu 
(V) 2S = 
2 han y 
vy=1 


fiir jeden Wert von u, 
J 


(VI Sy cos vv 


A 


a ad 
r= 1 


hingegen fiir solche Werte von v, die der Ungleichung 
éxvuc2a—s (O<ée<a) 
unterworfen sind, unterhalb einer von nm unabhingigen oberen Grenze 
bleibt. 
Wir werden bei dem Beweis unserer Behauptung noch von dem 
folgenden Satze der Theorie der Fourierschen Reihen Gebrauch machen. 
(#) sei eine im Intervall [—z, x] definierte im Lebesgueschen Sinne 


integrierbare Funktion. Wir entwickeln diese Funktion p(#), sowie die 
Funktion 


(9) = p(#) Vsin 


*) Diese Tatsache wurde zuerst von Kneser bewiesen: ,,Beitriige zur Sturm- 
Liouvilleschen Darstellung willkiirlicher Funktionen‘. Math. Ann. 60, § 1. 
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in Fouriersche Reihen, deren n“* Teilsumme 


, liad sin (n + >) « 
9, (#) = fours) da 
rid : . a 
: 2 sin 
a 2 
bzw. 
} a—9 sin (» > >) ee 
o, (8) = — for) Vsin (a + #) ~ da 
: _ a 2 sin 7 


ist. Ist nun # irgendeine zwischen Null und z liegende Zahl (0<#@<z), 
so konvergiert die Differenz 


, (#) — | Vsin #| @,(#) 


mit wachsendem x gegen Null. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ist eine unmittelbare Folge des 
Lebesgueschen Satzes, daB die Fourierschen Konstanten einer willkiirlichen 
im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktion F'(#): 


b b 
| F(a) cosnada und | F(a) sin na da 
mit wachsendem » gegen Null streben.*) 


In der Tat, man kann die betrachtete Differenz auf die folgende 
Form bringen: 


1—3 
. ae 1 lV sin (a+#)|—|)V sin? 
> (#) — Vsin® »,(@)=— + { sin(n + *\ ce-p (ato)! «+)\—N da 
Ss, rs \ sd sin = 
da die Funktion 
V sin (a-+ #)| — | Vsin @ 
. a 
s1n 


9 


im betrachteten Intervall eine stetige Funktion von «@ ist (die an der 


Stelle « = 0 den endlichen Wert -“* annimmt), so stellt 
Vain @ oa 
ais Vsin (2 +4) —|/sin @ 
gp(a+ @) aa” 
sin | 


eine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion dar, und das ange- 


* 


Lebesgue: Lecgons sur les séries trigonométriques, 8. 61. 
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schriebene Integral strebt — nach dem soeben genannten Lebesgueschen 
Satze — gegen Null. 

Diese fiir Fouriersche Reihen bewiesene Bemerkung gilt natiirlich 
auch fiir die cos.-Reihe einer im Intervall [0, x] definierten Funktion. Um 
dies einzusehen, gentigt es, die Werte unserer Funktion g(#) im Inter- 
vall [—2z, 0] derart abzuiindern, daB die nach dieser Modifikation ent- 
stehende Funktion eine gerade Funktion sei. Dann gehen die Fourier-Reihen 
dieser Funktion und der, aus dieser durch Maultiplikation mit | Vsin @ 
entstandenen geraden Funktion in die cos.-Reihen der im Intervall [0, 2] 
definierten Funktionen 


p(#) und O(%) =|Vsin? —(@) 


tiber und man erhalt das niimliche Resultat fiir diese cos.-Reihen, wie 
oben fiir die Fourierschen Reihen. 


§ 2. 
Zurickfihrung des Beweises auf die Abschiitzung eines Integrals. 


Auf Grund der zuletzt gemachten Bemerkung werden wir die Legendre- 
sche Reihe der Funktion f(z) 


bed 1 
, Ly 2 1 fa ” 
4 a, P(x) = ~ P (a) { f(#) P,(#) dz, 


v=0 v=0 -1 
die wir nach Einfiihrung der Variabeln 


xz=cos# und = cos#@ 
in der Form 
2y — 1 > " > a r > , —_ ’ 
(1 > 9 -P, (cos #) { f(cos&) P,(cos #) sin? dé 


¥=0 0 


schreiben kinnen, nicht direkt mit der cos.-Reihe dieser Funktion f(cos #) 


~ a 


2 ? > 
(2) > cos vy? | { (cos #) cosy? dd 
a . 


r=0 0 


vergleichen, sondern mit der cos.-Reihe der Funktion |//sin &® f(cos #), 
deren n® Partialsumme 


n 


, 2) ; = 
6,(7) = =>, cos v# {| f(cos #) Vsin @ cos vO dé 


r=O 0 








i8' 
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ist. Wir bezeichnen — wie in der -Einleitung — die n* Teilsumme der 
Reihen (1) und (2) bzw. mit s,(#) und o,(@). Da, zufolge der letzten 
Bemerkung, fiir jede innere Stelle des Intervalls [0, 2], 
lim [6’(#) — | sin #| 6, (#)] = 0 
ist, so reduziert sich unser Theorem, dessen Aussage durch die Limes- 
gleichung 
lim [s,(#) — 6,(#)] = 0 (0<#@<a) 


n= oO 


formulierbar ist, auf die folgende Limesgleichung: 


lim [s,(#) |Vsin &| — o/(@)| = 0. 


Mit anderen Worten, es ist — wie eine leichte Umrechnung der letzten 
Gleichung zeigt — zu beweisen, daB das folgende Integral: 


| f(cos #) Vsin @ Ps {*r : P,(cos #) P,(cos #) Vsin @ Vsin & 
0 


r=Q0 


9 - 
— = cos v@ cos vo} dé 


mit wachsendem » gegen Null konvergiert, falls # eine innere Stelle des 
Intervalls [0,2] — f(x) aber eine solche im Intervall [—1, 1] definierte 
Funktion bedeutet, fiir die das im Lebesgueschen Sinne genommene 
Integral 


1 a 
[U@P aa =f [f (cos #)} sin # do 
0 


=. 
existiert. 
Setzen wir zur Abkiirzung 


L,,(#, #) -»> = = P (cos #) P,\cos #) Vsin # Vsin @ , 


v=0 


Dt, #) = a cos v# cos v#, 
so lautet also unsere Behauptung: 
(3 lim { {L,(@, ®) — D,(@, 8)} f(cos ®) |Vsin ® de =0. 
n=o } 
Diese Limesgleichung ist jedenfalls fiir den Fall erfillt, daB f(x) ein 
Polynom bedeutet. Denn in diesem Falle konvergieren die cos.-Reihen — 
wie die einfachsten Siitze der Theorie der Fourierschen Reihen lehren — 


der Funktionen f(cos #) und YVsin # f(cos #) an jeder inneren Stelle des 
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Intervalls [0,2] gegen den entsprechenden Funktionswert; die Legendresche 
Reihe eines Polynoms besitzt natiirlich nur endlich viele von Null ver- 
schiedene Koeffizienten und stellt ebenfalls das betreffende Polynom dar; 
daher konvergiert die durch (3) dargestellte Differenz beider Reihen 
gegen Null. 

Wir werden beweisen, daf fiir ein festes ® (0< ®< 2) die wnendlich 
vielen Zahlen 


| (L,(%, ®) — D,(@, #)P ae 

unterhalb einer von n unabhiingigen oberen Grenze G bleiben, und wollen 
vorab zeigen, daB daraus, mit Riicksicht auf die letzte Bemerkung, die 
Richtigkeit der Gleichung (3) fiir jede Funktion f(x) bewiesen werden 
kann, deren Quadrat im Lebesgueschen Sinne integrierbar ist.*) 

Ist nimlich f(x) eine im Intervall [—1, 1] definierte Funktion dieser 
Art, so kénnen wir zu jeder noch so kleinen positiven Zahl d ein Poly- 
nom p(x) derart bestimmen, daB das Integral 


1 


(4) { (f(x) — p(x)’ dx = | [f(cos #) — p(cos #)}* sin # dt < 6 


ausfalle.**) Da nun fiir dieses Polynom p/(z) 


" 
> 


lim | { L,(o, #) — D,(#, 2)} p(cos #) Vsind? de=—0 


=e * 
See 6 


ist, so gilt 


? 


lim { {L,(#,#) — D,(@,#)} f(cos#) Vsin ae 


nm 


=—lim | {L,(e,#) —D,(#, #)} [f(cos #) — p(cos #)| Vsin #| de. 


se 
caw @ 


*) Man kann die Richtigkeit dieser Behauptung — indem man von den Funk- 
tionen auf ihre Fourierschen Koeffizienten zuriickgeht — auch aus dem Hilbertschen 
Satze entnehmen, daB eine beschriinkte Linearform von unendlich vielen Verinder- 
lichen eine stetige Funktion ist. Vgl. Hilbert: Grundziige einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen. Leipzig 1912, S. 148. 

**) Die Méglichkeit ein Polynom dieser Art zu bestimmen, folgt unmittelbar 
aus der Tatsache, daB die n* Teilsumme der Legendreschen Reihe von f(x) ein 
Polynom n‘" Grades p,(x) ist, und es ist 

: 

lim / (f(a) — p, (a)? da = 0. 


n= 
=] 
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Wegen der bekannten Schwarzschen Ungleichung ist aber — mit Riick- 
sicht auf (4) — 


na 


{ {L,(#,®) — D,(@, )} [f(cos ®) — p(cos®)]|Vsin # de <VG8, 


ri 
woraus man — da @ eine beliebig kleine Zahl bedeutet — unmittelbar 
schlieBen kann, daB 


lim J { L, (8,8) — D,(@, ®)} f (cos #) Vsin 9 d@ —0 
n alt |) 

ist. Es geniigt daher, um unseren Satz zu beweisen, zu zeigen, daB die 
unendlich vielen Zahlen 


{ {L,(#, #) —D,(0,8)}* a8 0<#<z) 
0 
unterhalb einer oberen Grenze bleiben. 
Ist nun ¢ irgend eine positive Zahl, von der Eigenschaft, daB die 
festgewahlte Stelle #@ noch innerhalb des Intervalls [26, «— 26] liegt: 
26< ta — 20, 


so kann man ohne jede Schwierigkeit zeigen, daB die beiden Integrale 


{ {L,(0,#) —D,(@,8)}*d@ und [{ (L,(0,#)—D,(e,6)}* ae 
9 x-6 
unterhalb einer von » unabhingigen oberen Grenze bleiben. Wir beweisen 
dies etwa fiir das erste dieser Integrale. 
Auf Grund der Schwarzschen Ungleichung ist 


3 0 é é 0 4 
J (L.—D,)6<f' Lae + [Dido +2( [izae fDrae) ; 
0 0 : 0 


e 
0 0 


es geniigt also zu diesem Ende zu zeigen, daB die unendlich vielen Zahlen: 


{ {L,(#,#)}? ao und f {D,(0,)}* ae 
0 0 
nicht ins Unendliche wachsen. 

Nun ist aber 


n 


D, (@, o)=— . ps cos v} cos v7 = : i cos v(+ ) + . > cos v | #—#); 


mn 
r=0 r¥=0 r=0 
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da fiir die in Betracht kommenden Werte von @ und @, 
26< ta — 28, 0< #4, 
die Argumente # + @ und # — @ die Ungleichungen 
S<P+O<x-6, 850-O0<n-5 


erfiillen, so bleiben die Summen 


cos v(#+ &), ’ cos v(e—@), 


(vgl. If im § 1) unterhalb einer von » unabhiingigen oberen Grenze; 
um so mehr gilt dies fiir das Integral 


f {D,(#,8)}*ae— 5, {3 eorv(o-+0)+5' cor (o—a)} ds. 
0 0 r=0 
Wir betrachten nun das Integral 
{ (L,(0,8)\?ae 
0 
und wenden die bekannte Formel von Christoffel an*) 


, (cos #) P, (cos #)— P, (cos #) P, iat 


A cos > / 
L,\%, #) = —? } Vsin@ sin? . 


cos # — cos # 

Das betrachtete Integral bleibt — wiederum auf Grund der Schwarz- 
schen Ungleichung — jedenfalls unterhalb einer von m unabhingigen 
oberen Grenze, falls dies fiir die beiden Integrale 

° P, , , (cos #) P, (cos #) : 
/ a 23s ane n (cos V sin sin @} d?, 
% Ss cos # — cos # } 
0 
re 7 (cos#) P. , (cos &) 4 /- . 2 
J pad ) < te. Vsin # sin 9 dt 
> {2 cos # — cos + 
der Fall ist. Nun ist aber, da cos#—cos#@| fiir die in Betracht kom- 
menden Wertsysteme oberhalb einer positiven Grenze 4(> 0) bleibt, das 


erste dieser beiden Integrale jedenfalls kleiner als 
("5 > Es)" [P,, (cos #) ? | sin & sie 41(C08 #)P sin dds, 


*) Christoffel: ,,Uber die GauBische Quadratur und eine Verallgemeinerung der- 
selben“. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 55 (1858) 
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das zweite hingegen kleiner als 


2 
Da schlieBlich fiir jedes n 


(" + ‘\’ [P,, (cos #)]* | sin | [| P,(cos #) |’ sin @ d@. 
0 


0 1 
7 P ae : > (z\B dF — “ 
J | P, (cos #)| sind d@ <J [P,(#)P da a eT 
ist, so sind die fraglichen Integrale jedenfalls kleiner als 


Ci)’ sat! 





2 2 
P(cos#)|}? bzw. Ci) axa [P,,,, (cos #)]*. 


Um diese Zahlen abzuschiitzen, wende ich die bekannte Laplacesche 
Approximationsformel an 


P, (cos #) —_ f= | cos ( (» + >) ?— 1) +- | 


die fiir jeden inneren Punkt @ des Intervalls [0,2] gilt. Die unendlich 
vielen Zahlen «,(#) bleiben fiir jedes » unterhalb einer oberen Grenze g; 
es ist folglich 


|P, (cos #)|S Vacus [1 + aE 


und daher sind die beiden unter (5) stehenden Integrale sicherlich kleiner als 


m+i1\2 2 2 fo, OTe mat" 2 2 g - 
Ci ) 2n+3 nasin? boas bzw. ( 2yn / 2n+1 (n+1)xsin@ [1+ xt ; 
Diese Ausdriicke aber bleiben fiir jedes » unterhalb einer Grenze; daraus 
schlieBen wir also. daB dasselbe auch fiir das Integral 

é 

{ {L,(9,8)}? ae, 

0 
und damit auch fiir das Integral 
{ {L,(e, #) — D,(e,8)}* ae 
0 
statt hat. In derselben Weise kann gezeigt werden, dab 

nm 


/ {L,,| a, a) “ta D,(#, a) . d a 


e 
a-d 


ebenfalls unterhalb einer, von » unabhiingigen, Grenze bleibt. 
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g 3. 
Beweis des Theorems. 


Wir bringen unseren Beweis zu Ende, indem wir zeigen, daB auch 
das Integral 


a-—d 


{ (1, (#,%) —D, (e,8)}? ae 


unterhalb einer von » unabhiingigen oberen Grenze liegt. Wir werden 
sogar zeigen, daB der Integrand 


L, (#, #) — D, (@, #) 


dem absoluten Betrage nach unterhalb einer von » unabhangigen Grenze 


bleibt, wenn @ jene bestimmte Stelle des Intervalls [26, 7— 20], @ hin- 
gegen irgend eine Stelle des Intervalls [d,1—0d] bedeutet.*) 


Um dies darzutun wende ich eine von Heine herriihrende asymptotische 
Darstellung der Kugelfunktionen an**), die folgendermaBen lautet: Sei é 


eine positive Zahl <2, und @ irgend eine Stelle des Intervalls [d, x—4]. 
Es gilt fiir alle diese Stellen die Formel: 


, 


P. (cos #) = V 


1 ; ;, (8) 
! cos @,+. fcotg #sin @, — 2cos w,| + fee 
aT Se h n 


na sin @ 


wobei zur Abkiirzung 


; > nx 
o, =(n+,)o— r 


gesetzt ist, und die unendlich vielen Funktionen 6,(#) bleiben unterhalb 
einer von » und # unabhingigen GréBe.***) Aus dieser Formel, die natiir- 
lich auch fiir die, durch die Ungleichung 

, 4 8 


28<%<a—20 


*) Man kann aus diesem Umstande auf eine Verallgemeinerung unseres Theo- 
rems schlieBen, indem daraus die Richtigkeit unserer Behauptung fiir jede Funktion 
{(cos #) folgt, die die folgenden beiden Bedingungen erfiillt: 

1. die Funktion ist im Intervall [6, «— 6] im Lebesgueschen Sinne integrierbar; 

2. das Quadrat der Funktion besitzt in den Intervallen [0, 4] und [a —4@, x] ein 
Lebesguesches Integral. 

**) Heine, Kugelfunktionen (Berlin 1879), 8. 178 


***) Eine obere Grenze fiir #,,(@) kann man aus der von Stieltjes (Annales de 
la Faculté des Sciences de Toulouse (1) 4 (1890)) aufgestellten Formel entnehmen. 
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eingeschrankte Stelle # gilt, kann man leicht eine asymptotische Dar- 
stellung des Produktes 

2n+1 / _ 

a P,, (cos #) P, (cos #) 


herstellen, indem man beachtet, dab ,cotg @ und cotg @ fiir die in Be- 


tracht kommenden Werte von @ und @ kleiner als eine bestimmte Zahl 
bleiben. Setzen wir entsprechend zur Abkiirzung 


w 


1 
_= (n+>)o— ; 
so lautet die fragliche Darstellung 


2n-+1 P 1 
2 n 


(cos #) P, (cos #) = ~ 


= {cos @, cos @ 
n n a“ 


| Vein @ sin > 
mS : 7 wai 
Ts | cotg® cos@, sin@, + cotg# cosa, sinew, | +7" = | 


(n = 1, 2,3,...), 


wobei also y,(#,#)| fiir alle in Betracht kommenden Werte von # und # 
unterhalb einer von n, #, # unabhiingigen Grenze bleibt. Ich definiere 
noch der Symmetrie halber fir 6 << #<a—d und 202 %@<a—26 die 
Funktion y, (@,@) derart, daB 


; P, (cos #) P, (cos #) = 2 : 


' a ial 
— {008 a) C08 G + yy (#, #)} 
se |Vsin @ sin , on 


wird. Durch Summation ergibt sich nun: 


(6) *{L (@,%) — D.(e,@)) = cos @, cos @, — cos v# cos v# 
9 \ a , / n\ JJ , ¥ 
v=0 


n = > . 
1 = [ cotg # cos w, sin w, + cotg # cos w, sin w, | 
8 v 


val 


> y,(@, #) 
7 yo(, 3) +> ee : 


r=l1 


Ich behaupte nun, daB jede der rechts stehenden drei Summen dem 
Betrage nach unterhalb einer — vom Index » unabhiingigen — GréBe 


bleiben, falls # und @ die oben aufgeschriebenen Ungleichungen erfiillen. 
Fiir die letzte dieser Summen 


" 


7,(, &) 
Bs y* 
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ist dies eine unmittelbare Folge der Tatsache, daB die Funktionen y,(@, #) 
fiir jeden Wert von wv die verlangte Eigenschaft aufweisen. 
Um dasselbe von der zweiten der oben auftretenden Summen 


n 
1 , ; 
> = [cotg # cos @, sina, + cotg # cos @, sin o,| 


v=1 
nachzuweisen, geniigt es — in Anbetracht dessen, daB |cotg #| und | cotg # 
unterhalb fester Grenzen bleiben — zu zeigen, daB die folgenden Summen 


n 
: 1 ‘ 
> : [cos @, sing,|| und > ~ [cos @, sin,) , 


vy=l1 y=1 


die aus den Summen 


n ~ 1 { 
LS sine + 6 - junta 3) +9) 
2 v 2 mst v ’ 
yal vy=1 
(7) 
n " gin(y + >) @ Fi 
1 sin(@y— @,y) _ 1 7 (» 2 a 
2 P » 7 oe Z v 
y=1 vy=1 


durch Addition bzw. Subtraktion entstehen, fiir alle in Betracht kommen- 


den Werte von # und #, unterhalb derselben, von » unabhiingigen Grenze 
bleiben. Nun lassen sich aber, wenn wir zur Abkiirzung 
e++3=—0, *-—t?=—u 
setzen, die beiden letzten Summen in folgender Weise zerlegen: 
_ 1 - 
" cos (» + ) (@ +#) be ee . 
% 2 v ) cos vv -_ Uv NY sinee 
= cos — > — sin — ; 
v 2 v S #4 v 
vr=1 v=1 v=1 
: 1 < 
=, sim vy + ~)@—8) - es 
2 . u S } cos vu u sin yu 
= sin + cos > . 
3 had v 2 


v 2 2 v 
v=1 y=l y=l 


Da aber v die Ungleichung 
3d <v< 2a — 30 
befriedigt, so bleiben (cf. [V und VI im § 1) die Summen 


n 


- j 
COB ¥D 7 sin vv 
— und 

Vv Vv | 


vai vy=1 














pn- 
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unterhalb einer festen von m unabhiingigen Grenze; dasselbe gilt (cf. IV 
und V im § 1) fiir jedes w von den Ausdriicken 


nn | n 
. u cos yu sin yu 
sin —_ und — 
2 v v 
v=1 v=1 


Damit ist aber gezeigt, daB die Summen (7), und folglich auch die Summe 


1 = a . 
> 2 [cotg # cos @, sin@, + cotg # cos a, sin @,] 


vy=1 
fiir jeden in Betracht kommenden Wert von # und @ unterhalb einer 
festen Grenze bleiben. 
Wir betrachten endlich die erste in (6) auftretende Summe 


x . 
(8) a [cos @, cos@,— cos v # cos v@}, 


v=0 


die durch Addition aus den Summen 


> lem, +0,)—cosv(@+)|— j= 5 > [oin( v+- ;)(@+#)—cosy(0+6) |, 


n" n 


+ >, [e08(@,—@,)—cosv(9—8)]=2 D [-8(»+5 5) (@— #)—cos v(@ o—8)| 


vy=0 


extsteht. Der absolute Betrag der ersten dieser beiden Summen, die man 
in der Form 


” 


n 
1/. 9 1 vo \) . 
; (sin —~—1 cos vv + > COs 5 sin vv 


v=0 r=0 
schreiben kann, bleibt wegen der Ungleichung 
38< v= 84+ 0< 2a— 36 
(vgl. III im § 1) unterhalb einer festen Zahl. Die zweite dieser Summen 
bringen wir auf die folgende Form: 


n n 


n 
 - Phas 1 . 1 2 P u 
sin > sin (v+ ) usin 5a cos = u > sin yu + sin? > COs VU 
4 4 4 4 he 4 hw! 


vy=0 v=0 v=0 
n n 
Rites. ae > ° ; u P 
=, sin 2 sin vu-+ sin? 4 COs VU; 
v=0 vy=0 


da #— # =u jedenfalls die Ungleichung 
—a+3d0<cuca—3d 
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erfiillt, so erkennen wir auf Grund von I und II des § 1, daB die Summen 


n 


nn 
. u . ° uu I 
sin > 2, sin vu und sin = cos vu 


r=0 r=0 
die verlangte Eigenschaft besitzen. 

Damit ist also gezeigt, daB die Summe (8) ebenfalls unterhalb einer 
festen Grenze bleibt. 

Es bleibt also auch die ganze unter (6) stehende Summe fiir alle in 
Betracht kommenden Werte von # und @ unterhalb einer festen auch 
von » nicht abhingenden oberen Grenze, womit der Beweis unseres Theo- 
rems in allen Teilen erbracht ist. 

Aus den vorangehenden Uberlegungen ergibt sich — in Anbetracht dessen, 
daB die gemachten Abschitzungen gleichmaBig gelten, wenn # irgend eine 
Stelle des Intervalls [26, ~— 206] bedeutet — daB die Differenz der beiden 
Reihen (1) und (2) im Teilintervall [¢, x—«] (¢>0) gleichmiBig gegen 
Null konvergiert. 


In Verbindung mit den Siitzen der Theorie der trigonometrischen 
Reihen, liefert unser Theorem — sofern es sich um innere Punkte des 
Intervalls [0,2] handelt — ohne weiteres die entsprechenden Resultate fiir 
die Legendresche Reihe. In diesem Sinne sind die Ergebnisse von mannig- 
fachen Untersuchungen, die insbesondere in den letzten Jahren von ver 
schiedenen Autoren iiber diese Reihe angestellt wurden, in meinem Satze 
als Spezialfall enthalten. 
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Zur Theorie der linearen funktionalen Differentialgleichungen. 
Von 


Emu Hits in Wiirzburg. 


Es seien in der linearen funktionalen Differentialgleichung 


i—1 


’ “4, 7 : , 
(1) f(x) + Dp >) k,, f(a +h,) =9(@), 
0 0 
(wobei f((«) = f(z), D=h<h, < hy <::-<h, ist), 


die GréBen k,, gegebene reelle oder komplexe, die GréBen h, gegebene 
reelle Konstanten; g(x) sei eine fiir alle reellen Werte von x definierte, 
iiberall stetige Funktion, die fiir = + co nicht stirker unendlich wird, 
wie eine bestimmte Potenz von x. Dann zeigt E. Schmidt*), da diese 
Gleichung eine und nur eine Lésung f(x) hat, die fir = + co nur wie 


eine Potenz von x unendlich wird, wenn die Gleichung 


m— 1 
% /, | 
(2) (2) = 2"+ S >s hy gre? = () 
ial 
0 0 
(2) 


keine rein imaginiire Wurzeln besitzt. Die Gleichung (2) besitzt stets 
nur eine endliche Anzahl rein imaginirer Wurzeln; nehmen wir an, es 
gebe k solche, jede ihrer Vielfachheit nach yezihlt, dann entsteht die 
allgemeinste Lésuny von (1), welche fiir = + oo nur wie eine Potenz 
von x unendlich wird, aus irgend einer solchen Lésung durch Hinzu- 


addieren einer Funktion der Form 


/ | 
3) >! C.Py(2)s 
1 


*) E. Schmidt, Uber eine Klasse linearer funktionaler Differentialgleichungen, 


Math. Ann. 70 (1911), 8. 499/f. 
10 
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wobei die ¢, willktirliche Konstanten sind und die o,(z) ein gewisses, 
explizit angebbares System von k linear unabhingigen Funktionen bilden, 
die der homogenen funktionalen Differentialgleichung, welche aus (1) ent- 
steht, wenn man g(x) =0 setzt, geniigen. 

Die Eigenschaft, daB die Gleichung (2) nur eine endliche Anzahl rein 
imaginirer Wurzeln besitzen kann, gilt nur, wenn man von der speziellen 
Form (1) ausgeht, braucht aber nicht mehr zu gelten, wenn man von der 
nur wenig allgemeineren Form 


m n 
>? 7 , 

(4) >>} ky of? (a ol. h,) =9(z), 
0 0 


(wobei wie oben 0=h, <h, < hy <---<h, ist), 


ausgeht, in welcher die gewéhnlichen Differenzengleichungen 
: as a | 
(5) > ki f(@+9) =9(@) 

0 


als spezieller Fall enthalten sind. So fiihrt beispielsweise die Differenzen- 
gleichung 


(6) f(x + 2) + f(x) = g(x) 

entsprechend (2) auf die Gleichung 

(7) e+1=—0, 

welche die Wurzeln z = - (2k+1)ai fir k=0, +1, + 2,--- besitzt. 


In diesem Falle bleibt also die Lésung durch die von E. Schmidt einge- 
fihrten Grenzbedingungen noch bis auf unendlich viele, linear hinzutretende 
Funktionen unbestimmt. 

Es erscheint daher von einem gewissen Interesse, die Lésungen von 
(4) statt durch Grenzbedingungen durch Vorgabe von f(x) in dem Inter- 
valle 2), % +h, festzulegen und f(x) durch eine fiir alle x in einem 
beliebig groBen Intervalle der reellen x gleichmaBig konvergente Reihe 
darzustellen. Es wird sich herausstellen, daB dadurch die natiirliche Ver- 
allgemeinerung der klassischen Integrationstheorie der gewéhnlichen Dif- 
ferenzengleichungen auf die linearen funktionalen Differentialgleichungen 
(4) gewonnen ist. Da man durch eine leichte, hier nicht niher auszu- 
fiihrende Modifikation der Methode von Schmidt stets eine partikuliire 
Lésung von (4) erhalt, so kénnen wir uns auf die Lésung des entsprechen- 
den Problems fiir die homogenen Gleichungen (4) beschriinken Das 
Hauptresultat von Schmidt beziiglich dieser homogenen Gleichungen ergibt 
sich dann als Zusatz aus der Lésung der obigen Problemstellung. 
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Fiir die spezielle lineare funktionale Differentialgleichung * 
(8) f' («+ 1) = af(z) 
hat F. Schiirer*) die oben postulierte Darstellung der allgemeinen Liésung 


gegeben, indem er f(x) unter Anwendung einer von Herglotz**) gegebenen 


Reihenentwicklung in der Form 
1 


(9) f(x) -> e* “7A (f e~*v" f(w) dp + : f(1)) 

0 
darstellt, wo die Summe iiber alle Wurzeln der Gleichung 
(10) z,e"°—a=0 
zu nehmen ist. In diesem Beispiele tritt jedoch noch nicht die charakte- 
ristische Schwierigkeit hervor, welche bei der Darstellung von f(x) im 
allgemeinen Falle zutage tritt. Man erhilt nimlich, wie wir sehen werden, 
bei dem Ansatze der gesuchten Reihenentwicklungen im allgemeinen Faile 
fiir jedes der nm Intervalle x,, 2 +h; % + hy, Ly + he; ++*3 Ly +hy_1, Uo th, 
zuniichst lauter verschiedene Reihenentwicklungen fiir f(#) und es entsteht 
die Aufgabe, die noch zur Verfiigung stehenden Entwicklungen von Null so 
zu bestimmen, da man fiir alle diese Intervalle und dann fiir alle reelle x 
eine einheitliche Darstellung fiir f(x) erhiilt. Auf eine ganz entsprechende 
Aufgabe kommt man, wenn man die Reihenentwicklungen willkiirlicher 
Funktionen sucht, welche aus gewéhalichen linearen Ditferentialgleichungen 
entspringen, sofern man fiir die Eigenfunktionen g,(z) an Stelle der 
linearen Relationen zwischen den Werten der »,(z) und ihrer Ableitungen 
in den beideon Randpunkten lineare Relationen zwischen den Werten der 
y,(x) und ihrer Ableitungen in beliebig vielen vorgegebenen Punkten vor- 
schreibt. Es entsteht so eine neue umfassende Gruppe von Aufgaben, die 
nach der im folgenden zu entwickelnden Methode behandelbar sind, worauf 
jedoch an anderer Stelle eingegangen werden soll. 


g 1. 


Anwendung des Cauchyschen Residuensatzes auf Reihenentwicklungen. 


Diese Anwendung wurde von Cauchy***) selbst gegeben; da sie die 
Grundlage fiir die folgenden Untersuchungen bildet, so soll diese Methode 
hier im Anschlu8 an Picard kurz skizziert werden. 


*) F. Schiirer, Uber die Funktional-Differentialgleichung /’(2-+1)=af(«). Be- 
tichte der kgl. sichs. Ges. der Wissensch. zu Leipzig. Math. phys. Klasse, Bd. 64 
1912), S. 167ff. 

**) Herglotz, Integralgleichungen der Elektronentheorie. Math. Ann. 65 (1905), 
5. 87 ff. 

***) Vgl. Picard, Traité d’Analyse II. Bd. (1. Aufl., 8. 167ff., 2. Aufi., 5 179 ff ). 
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Es, sei F(z) eine eindeutige analytische Funktion der komplexen 
Variabeln 
e=E+in=—re? 


und besitze im Innern eines einfach zusammenhiingenden Gebietes, das 
von der Kurve ( begrenzt werde, nur Pole z, mit den Residuen R,; auf 
C selbst sei F(z) holomorpk. Dann ist 


(11) a5. J F@) de= >'R,, 


wobei das Integral iiber C entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn zu nehmen 
ist. Es sei nun speziell 
xz 


, wz) ' 
(12) F(z -— = et (z@—«) fF / 
1 j= = > f(u)du 


re 


und zwar seien ¥(z) und a(z) ganze transzendente Funktionen von :, 2 
und a, reelle Parameter und z,< 2, f(u) eine reelle stetige Funktion 
von uw, welche den Dirichletschen Bedingungen fiir die Entwicklung von 
f(«) in eine Fouriersche Reihe geniigt. Wir nehmen nun an, es gebe in 
der Ebene der komplexen Verinderlichen z eine Folge von Kurven C®™, 
C®, ---, O@,.-- derart, daB 

a) fiir alle Punkte von C) stets |z| eine beliebig groBe Zahl iiber- 

schreite, wenn o@ groB genug ist, 
b) daB fiir alle Punkte von C@ 


: — OO as a ; 
(13) lim ¢e@-%)=.Q, wenn - +#<go< ——® 
x (z) 2 2 


Ooze 
. 


und # eine beliebige kleine mit wachsendem @ nach 0 konvergierende 
GréBe, 


_ we m P 3 ‘ 
(14) lim <i =1, wenn ; +#<g< 7 *- a, 

- zZ ™ r y x c % ‘ 
(15) on <M, wenn — ; —#<y<- +4 ® oder = — ISPSZ +? 


“ 


und M eine feste Zahl ist. 


Wir zerlegen nun C’) in zwei Teile Cl und CY; 
fiir die Punkte von C{¢) sei § >0, 


s< 

fir die Punkte von C{ sei § < 0. 
Ks sei zuniichst § >0. Dann folgt aus dem zweiten Mittelwertsatz die 
Existenz einer Zahl M,, so daB, wie groB auch |z| sei 


(16) (E+in) f e~St+in@-*) Fm) du < M, 











en 


uf 


de 
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ist. Es ist also nach (13) und (15) 


7 . 1 “o(e) f° . 
(174) lim ; | « / ee) f( uw) du dz 
o=e amt, Oe 

( vo 


x 


: 1 > 7 . 
= lim - | ie fe ‘“~*0) f(u)dudze= 0. 
at, ; 


e 


O0=e 
. ~(?) r 
( ri 


Es sei jetzt §< 0. Dann ist 


a ee a . 
(18) lim (E+in) | are r—/s f(u) du : f(x), 
also nach (14) und (15) 
19) lim .? f ve fe "—~") F(u)dud af f(x) 
wa ttt) (8). : ila allel 


wc 
Ist nun z, eine einfache Nullstelle von a(z), so ist das zu 


esiduum FR, von F(z) 


x 
: 


20) R, = fe" ¢(w) due” 
a z, + 


eS folet also aus (11), (17) und (19) 


. 
x) . * w(z,) , t 
21) t *,. ~ : | e / uw) du ae 


2 hens %(2,) « 

J 
wobei die Summe iiber alle Nullstellen z, von a(z) zu nehmen ist. Auf 
die Anderungen, welche eintreten, wenn ¢, eine mehrfache Nullstelle von 


x(z) ist, soll zuniichst nicht eingegangen werden. 
Kis sei jetzt 
(29 wz) oe y(24) = 2(2), L, > 


] 


und fiir die Punkte der Kurven ( 


lo 


‘ 4 (z : n —— 3 
(23) lim #4 ~@@-%)\ a=, wenn ~+0<Qg<> 2 i 
) = 00 . = = 
Aus (13) und (15) folgt 
. ¥ (Z) 7 ‘ , a 
(24) lim <— =—1, wenn — L&<igoz— 
%\Z) ~ -” 


‘ co “ 


und die Existenz einer positiven Zabhl ,, so dab 
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gehérige 
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or 4 (2) a a ba x x 
(25) (2) <M,, ween — 5 —#S 95-5 +6 oder 5 —-#S 95, +7 


ist. Genau wie oben folgt also, wenn fiir die Punkte z von C;° wieder 


> 0, ftir die Punkte z von Of wieder & <0 ist, 


of : 1 Z\4) a ru i = 1 f 
(26) lim 5 f x(2) fe fiu)dudz= = f(z), 
iia co) r 
(27) lim in sai) 2 x(a) aE ‘-“) f(u\dudz 
. 1 ‘ z) ‘ . 
= lim sa3 / av e*e—*) f e-") f(u) du dz=0, 
@=e - oe * my 
a zZ r 
(28) fe) -> i fe f(u) due” 


Durch Addition von (21) und (28) erhalt man mit Beniitzung von (22) 
die gesuchte Darstellung 


: 
i 


(Zz . 4,2 . 
(29) f(r) = >; — bh wea Je *“f(u) due’, wenn 2,<2< 2, ist. 


Es entsteht daher bei gegebenem z(z) die Aufgabe, dieses so in zwei 
Summanden zu zerlegen, daB man die Kurven C® so bestimmen kann, 
daB (13), (14), (15), (23), (24) und (25) erfillt sind. 

Von der Wahl dieser Zerlegung hiingt natiirlich die Bestimmung 
von 2, ab, wenn x, gegeben ist, mit anderen Worten, es hiingt von dieser 
Wahl die GréBe des Intervalles fiir x ab, innerhalb dessen die Dar- 
stellung (29) gilt. Aus der Forderung a) fiir die Kurven C®) folgt tiber- 
dies, daB es zu der Bestimmung der Kurven C) geniigen wird, die 
asymptotischen Werte von 2(z), (2) und y() fiir grobe Werte von |z| 
heranzuziehen. 


g 2. 
Erstes Beispiel. 
Wir betrachten die Differenzengleichung 
(30) Af (x) + a,f(x+h,) + af(a+h,) =9, 


in welcher a,, a,, a, reelle oder komplexe, h, und h, irgend welche reelle 
Konstanten sind, und zwar sei 0 < h, < hy. 








der 
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Setzt man dann voriibergehend 


(31 f(z) =é"* 


, 


so erhalt man fiir z, die transzendente Gleichung 


(32) x(2,) = a) +a,¢"" + ae" = 0 

und es ist zu zeigen, daB sich jede stetige Lisung von (30), die den 
Dirichletschen Bedingungen geniigt, durch eine innerhalb jedes noch so 
groBen Intervalles der reellen x gleichmibig konvergente Reihe, die linear 
aus diesen partikuliren Lésungen mit konstanten Koeffizienten zusammen- 
gesetzt ist, darstellen liBt. Um dieses durchzufiihren, zerlegen wir 2(¢) auf 
zweierlei Weise in zwei Summanden (2) + z(2z), wobei das eine Mal 

1 v(e)=a, (4) = a,er* + ae’, 

das andere Mal 

2) (2) =a, + a,e%", x(2) = aye’ 

ist. Es folgt also im Falle 1): 


; ‘ w (z) = 

(33a) lim e?@—*%) == 0, wenn 4 — 2, < hy, 
ae %\zZ) - 
E=+o *\ 

a: w(z 

(33b) lim ~ =I, 
§=—co * (2) 

o« . (2) 

(33c) lim 4 =—_1, 
Ext *\%) 

as . a 

(33d) lim *"" e@-%) = 0, wenn 2, -—2<h. 


Im Falle 2?) ist 


. , OM +. , 

34a) lim ~~ ¢@-*) = Q, wenn t—a<h, —h,, 
Sato *¥ 

© 41.° . wz 

(34b) lim = 1, 
: Uz 
s=-o 

° (Z) 

(34c) lim Laat =|, 
E=x+o0 * 

(34d) lim 4 e@@-*) = Q, wenn zz, —r<hy. 
: b ae > 
é= 2% \ 


Wenn also im Falle 1) a <r<a+h,, d. h. 
“= ty th, 
ist, so sind die Gleichungen (13) und (14) beziiglich (23) und (24) erfiillt. 
Das Gleiche gilt im Falle 2), wenn wir x, durch x +h,, 2, durch x +h, 
ersetzen, fiir alle z, fiir welche 
Lth<r<cath, 


ist. Es handelt sich also nur noch darum die Kurven C® entsprechend 
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der Bedingung a) des § 1 so zu bestimmen, dab auBerdem noch in beiden 

Fallen (15) bzw. (25) erfiillt ist. Dieses ist gewiB der Fall, wenn wir 

die Kurven C® so legen, daB |x(z) stets gréBer ist als der dem abso- 

luten Betrage nach gréBte der drei Summanden von a(z), nachdem wir 

diesen mit einer geeignet gewihlten festen Zahl multipliziert haben. 
Man kann zuniichst eine feste Zahl a so angeben, dab 


i a, 
a(z)|> <*e*, wenn >a, |a(¢)|> 2, wenn E<—a 


ist und d.8 dabei a,e">* bzw. a, die absolut gré8ten Summanden von 2(¢) sind. 
Wir betrachten jetzt die Folge der Zahlen 2h,ka und 2h,ka fir k=1,2,--- 
und bezeichnen die kleinsten positiven Reste dieser Zahlen modulo 2a mit 
K,, K,,--- baw. L,, L,,---. Aus der Folge der Zahlen K,, Ky, 


- 
greifen wir dann eine Folge K,, K,,, derart heraus, daB zu jeder be- 


. 
5 


liebig kleinen Zahl ¢ ein mw existiert, so dab K, <<, wenn v > u ist. Die 

entsprechenden GréBen L,,, L,,,--- haben zum mindesten einen Hiufungs- 

punkt ZL, den man in der bekannten Weise festlegen kann. Wir greifen 

dann aus der Folge @,, 9,,--- eine neue Folge o,, 6,,--- derart heraus, dab 
K,, <8, \L,,—-L <e 


wird, wenn vy >u,, und g, eine bei gegebenem « geeignet gewiihlte Zahl 
ist. Es sei jetzt 

(35) a, + a,e* + a,e’s*t!! = @, (2) 
36) My + a, es? oe a,e* iL 
wir bestimmen dann innerhalb des Rechteckes, das von den vier Geraden 
E=—+a, y= 22i und 0, baw. E=+a, »~—2zi und O begrenzt wird, 
je eine einfache Kurve [ baw. [, (z. B. eine Gerade), welche zwei passend 
gewahlite Punkte auf den Seiten § = + a und = —a verbindet, derart, 
daB lings dieser Kurven g,(z) baw. |g,(2)| oberhalb einer geeignet be- 
stimmten Zahl M, liegt. Dann verschieben wir [, bzw. fF in der Richtung 
der »-Achse um die Stiicke 26,2, 26,2, usf. bzw. um — 26,2, — 26,2 usf. in 
die Kurven [”, 7°", --- baw. F°?, F”,..-+. Ist daher » groB genug, 


) 


so bleibt lings f°” und f°” gewiB \a(z)| oberhalb einer festen Grenze, 
wihrend die absoluten Betrige aller einzelnen Summanden von 2(z) unter- 
halb einer festen Grenze liegen, wenn — a < § < + a ist. Es ist also fiir 
hinreichend groBe v lings der Kurven [’” und [” (15) und (25) erfiillt. 
AuBerhalb des von den Geraden § = + a begrenzten Streifens geniigt es, 
im Anschlusse an die Kurven [’” baw. [” die itibrigen Teile von C°” 
so zu legen, daB die Forderung a) des § 1 erfiillt ist; wir erreichen dieses 
etwa auf die folgende Weise: Es seien A, , B,,, C,, und D,, die vier auf 


Oy) 





en 


nd 


es 


uf 
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den Seiten §= +a gelegenen Endpunkte von [” und fF”, D,, der- 


jenige von den vier Punkten, der vom Koordinatenanfangspunkt O am 


weitesten entfernt ist, dann verlingern wir OA, , OB, und OC,, bis 
A;,, Bo,, Co,, 80 dab 





OA,, = OB, = O0C5, = ODaz, De 
und verbinden A,,, B,, bzw. Cs, D,, durch * 
Kreisbogen, deren Mittelpunkt O ist. Dann \ 
| 
erfiillen die Kurven C”, welche aus den —_ |, 
Kurven f°”, °°”, den drei Strecken Ay, Az,, |, 


B,, Bo, Cu,Co, wad den beiden Kreisbogen 


A; B;,, Ci, Do, zusammengesetzt sind, alle ge- 
Y vy? ’ ’ ? 5 





wiinschten Bedingungen. Die so gewonnenen 


Fig. 1 


Kurven bezeichnen wir als C’®’ (9 = 1, 2,---)*). 
Es ergibt sich also unter der Voraussetzung, daB die Gleichung (32) 
nur einfache Nullstellen besitzt, aus dem im § 1 abgeleiteten Entwicklungs- 


theorem unter Zugrundelegung der Zerlegung 1) bew. 2) 


®o +h, 
a | a ' 
_ . —iIvk o 2,2 ' 
(37) f(2) = d>— ms fe “ft (u) due”, wenn %<@7<uy+h, 
— w \2y). F 
z 
Xo thy 
7 a a els J 
« . oT — Sy Mt 2 . . _- ~ 
38) f(x) - = a fe " f(u)due”’, wenn a+h,<ar<ayt+h,. 
_— \“y/ . 
Zot hy 


Es entsteht nun die Aufgabe, diese Darstellung von /(#) so umzuformen, 
daB man zuniichst in den beiden Intervallen eine einzige einheitliche Dar- 
stellung erhalt; man erreicht dieses, wie wir sehen werden, indem man zu 
(37) baw. (38) Nullentwicklungen, d. h. Darstellungen der Null hinzuaddiert. 


Es ist naimlich im Falle1) nach (33) unter Beriicksichtigung von (15) 


Toth, 
1 ,. > 
a ‘ w(z) ae ‘ 
(39) lim ’ / e?-“ f(u)\dudz=O0, wenn x — 1% < he, 
221 (2) ‘ ' 0 2 
o=e@ e e 
. Ae Zo 
1 
> ii 
. : 1 w (Zz) —— : 
(40) lim - J — fe f(u)dudz=0, wenn 2—2,>h,, 
Q2ut.) wz), , ’ 
Oo ~ 
¢ °) 4 


Cy 


also 


*) Wie in §1 zerlegen wir C“ in zwei Teile Cf" und Cf, so daS fiir die 
Punkte von C{" stets >0, fiir die Punkte von Cs” §<0 ist. 








146 E. Hrs. 
7 »thy, 


(41) 0— DF a). f° ~*** (nw) due”, wenn 2 +h,<2#< a+ 


ist. Entsprechend hat man fiir die Zerlegung 2) 


Ho the 
») M4 1 z (2) 2(x—u) . oa - . 
(42) lim, e f(u)dudz =0, wenn 7< 4 +h, 
neste TOS u(z), . . 
’ ol) Zethy 
i 
Hot hy 
1 "z(2) 
» . \ s(a— “/ a aes 7 
(43) lim 5~; | x(8). e*' f(u)dudz = 0, wenn 2 > Zp, 
_ C. e Eo + hy 
also 
Tot hy 
? a +a a ar tyz 
(44) O= >> et fre "f(u)due”™, wenn 4 <2< a+ h,. 
, w(s,) : ' 
Zot hy 


Durch Addition von (37) und (44), bzw. (38) und (41) erhailt man daher 
die Darstellung 


. Zot hy Lot hy . 

» e” ‘ —ivi a h, 2 -_ “ps | 
(45) f{ @->- a, fe fiu)du+a,e" fe " f(e) de |, 

)} e e | 

. Lo Lot h; ad 


wenn 
By<er<ayth, oder at+h<r@<math. 

Die Summe ist dabei iiber alle Wurzeln z, von (32) zu nehmen. Aus der 
Ableitung folgt tiberdies, daB die Reihe (45) gleichmaBig konvergiert, 
wenn die Grenzpunkte der beiden Intervalle durch beliebig kleine Inter- 
valle ausgeschlossen werden. 

Wir zeigen jetzt, daB die Koeffizienten der Funktionen e”* in der 
Darstellung (45) gar nicht von x, abhiingen, sofern f(z) eine Liésung der 
Differenzengleichung (30) ist. Setzen wir, um dieses zu zeigen, 


Toth, Lo ths 
. ” = Soft @ hy: a ae f 
(46 ay je " f(u) du +a,e" ‘fe " f(w) du = C,(%5) 
r pth, 
so ist 
os dC, (x5) — ty(% +e) 7 —tytor 
(47) dz, “0° (tothe) — age ””°f(%,) 


sity iyo the) gy), } —%y%o £7 1. J 
+a,e'"e f(%y+hy) — aye f(%y+ h,). 
Es folgt aber aus (32) 


ty (%o + he) ¢ hyz —2,(%oth ' 
ae” “f(fypthe) +a,e°%e * f (®t he) 
ty he —s » + hie) , 
=——a,e"*e "*™ F(a. +h,), 
also wird 


dC. —3,2 . . ‘ 
(48) ie =—€ "(dof (X) + a,f(% +h, + yf (a+ h,)) = 9. 











her 


der 


der 
der 
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Da also die Koeffizienten der Funktionen e’»* in (45) von x, unabhingig 
sind, so folgt durch dachziegelartige Uberdeckung der Achse der reellen 
x mit Intervallen der Lingen h, und h,—h,, daB die Reihe (45) fiir alle 
reellen x konvergiert, und daB diese Konvergenz in jedem noch so gro 
aber festen Intervalle eine gleichmiBige ist. 

Wir haben also die Fundamentalaufgabe gelist, eine stetige Lisung 
f(a) von (30), die innerhalb eines Intervalles x, < «4 < x + h, vorgegebene 
stetige, den Dirichletschen Bedingungen geniigende Werte*) annimmt, durch 
eine fiir alle reelle x konvergente Reihe (45) darzustellen. Die Reihe (45) kon- 
vergiert iiberdies in jedem beliebig groBen aber festen Intervall der reellen x 
gleichma pig. 

Zusatz 1. Setzt man in (46) f(u) =e", so folgt 


%o the Lo the 
" =(So— 8» )p hyz ee ara 
(49) ay fer" du + ae fer" du 
2 Zo+h; 
— 2y2o 
€ z 2 ~h 3 Lo +h 
= (aye""*° + a,e v, oth) + a,e""°" ™); 
a—8 
’ "%y 


ist also z, eine Wurzel von (32), so folgt 


ro + hy | , Xo +h = (), wenn v+¥Y,, 
- —(z,—4, )m 2 —(zy—2, )m 
(90) dy / er" du+a,e" rfe more” du : 

Yo Zo +h, =——a(z,), Wwennv=%. 


Aus dieser Beziehung (50), welche den Orthogonalititsrelationen bei den 
gewohnlichen Fourierschen Reihen entspricht, folgt unmittelbar, daB es nur 
eine einzige im Intervalle 2, x, +h, gleichmiBig konvergente Entwick- 
lung (45) gibt. 

Zusatz 2. Besitzt (32) eine mehrfache Wurzel z,, so folgt aus dem 
Cauchyschen Residuensatze, daB sich nur die Form des z, entsprechenden 
Summanden iindert, daB dieser aber formal durch Grenztibergang aus den 
Summanden von (45) erhalten wird, welche zu den zusammenfallenden 
Wurzeln gehéren. Ist etwa z, eine doppelte Wurzel, so wird der ent 


sprechende Summand von (45) 


Zot hg othe 
° os r . - i 
«€ Se u“ Jaz 6 “us . 
x(a, | ay fe " f(w)u du + aye fe "" (u—h,) f(w) du 

: ty oth, 

Xo +he To +h, 7 

2Qaer" —3,u hy 2, —i.u 2 
~ (ae) | ay | e' f(u)du+a,e e* f(u) i: 
z Tort hy 


An allen anderen SchluBfolgerungen wird nichts geindert. 


*) Diese Werte miissen aber so vorgegeben sein, daB der aus (30) berechnete 
Wert von f(x, +h,) sich stetig an die Werte von f(x) fir r<a, +h, anschlieBt. 
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Behandlung der allgemeinen linearen Differenzengleichungen. 
Es seien in der Differenzengleichung 
(51) tty f(z) + a, f(a +h) +---+a,f(a@+h,) =0 


die GréBen a,, a,,--+, a, reelle oder komplexe, die GréBen h,, h 
beliebige reelle Konstanten und zwar sei 


2 °° A, 


O<h <hy<---<h 


Setzt man voriibergehend 


a 


f(z) =e” . 
dann erhailt man fiir z, die transzendente Gleichung 
A9 a - Ye Jha ty 1 shat, Ben ak ale zy 
(DZ) U\2,) = ay a, ¢ + dy ¢ - a, . 
Wir zerlegen nun 2(z) in zwei Summanden #(z)+ 7(z) und zwar auf 
folgende Weisen 


1) w(z)—4a,, y(2) = a,c? + age’s® +--+ ae, 
2) Y(Z)—a,7+ 4c," {\4) = a,e" +s a,en', 
, hy: . hy 48 hy 2 hat 
l) p(z) =a, +a,€°° +---+a,_,€'°", 4(2) = ae! +-.+a.e™, 
j —_ Ay sin —1* ule 
n) o(2) =a + a,e T°" TG, W96 F ? 4\4) a,,¢ 
Im Falle 1) ist 
“ , (Zz). 
53a) lim -@7@—%) = (), wenn 2 m <h., 
¥ ae 
. + «x 
ae ; ap (2 
(53b) lim ; =l, 
Be a a 
r« . 2) 
53c) lim # =, 
t= 4m *(2) 
- . 7 
(53d) lim 4 ¢@-*+) —0, wenn 4,—a h,. 
uz 
ory 


Im Falle 2) ist 


7 _ w(s) , ; 
(D4a) lim gt (2— =(Q, wenn r—a<h, -—h,, 
E=+ao *\*) 
: wz 
54b) lim : = 1, 
t-—« (2) 
54c) lim 4° =—1, 
68 
§=+e } 
~ . Zz ‘a , 
(54d) lim 2" ee-=) = 0, wenn 2, — 2 < hy. 
: a(z 


¢=-« 
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Im Falle 1) ist 


— ; w(z) ., . a 
(Da) lim MA) @t(@—o) = Q, wenn r—4%< h,— h, - 
bana a *() " : 
ow ° wiz 
(55 b) lim ~~ = 1, 
E=-o NZ 
(55c) lim 4° =—1, 
= uz 
s>=Troe ‘ 
- _ (8 
(55d) lim e@-) = 0, wenn 2, —2<h,. 
. x (z) 
§z rs) \ 
Im Falle n) ist 
(56a) lim = e&@-*%) =O, wenn r—a2,<h,—h,_,, 
E=+00 ae 
hii ' w(z 
(56 b) lim — =1, 
t=—x *(é) 
(56¢) lim 4° =1, 
E=+2 7 (2) 
(56d) lim 4’ ¢@-*) —(Q, wenn “, —“x£<h,. 
S os x m 2) n 


Die Bestimmung der Kurven C® erfolgt genau wie in 
das Auswahlverfahren wiederholt anzuwenden ist. 

Es sei nun f(z) eine im Intervall z,, 2 +h, stetige, den Dirichlet- 
schen Bedingungen geniigende Funktion. Dann folgt aus der Zerlegung 1) 
vermittelst des Cauchyschen Satzes unter Zuhilfenahme der oben zusam- 
mengestellten Grenzwerte (53) genau wie bei (37). 


§ 2, nur dab 


oth, 
. 
on . . 7 a, —Iu 4 2,2 , 
(O01) f(%) = Si - ie fe "'f(u)dpe’’, wenn 4<2< ath. 
—- - \"~" e 
Setzt man in (11) 
vo thy 
> 
‘eo / w(z) z(x—a) 7 - 
(58) F(z) = —iay fe f(u) du, wenn % +h,<2@< ay +h, 
7 re 
2 
so folet 
Loth, 
(59) Q = zi - e ’" f(u) due" wenn 2%+h,<r<ath 
vs ~ =’ (z.) 4) af , \ or yt 
— a. 
Zo 
Die zweite Zerleyung liefert 
0 = wenn 2y<er7<ayt+h,, 
othe, 
>()) “— DI a, a a, 2% — 25M 3, %, . , , ’ 
(60) f(x)= > > eee e 'f(u)due’™, wenn 4 +h, <r<ath,, 
Z,) 
Lothy 
© as 


wenn 2) +h,.<r<ayth,. 
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Die erste dieser Gleichungen (60) erhailt man, wenn man fiir die z 
des betreffenden Intervalles unter Beriicksichtigung der Gleichungen (54) 
in (11) 


h 
To thy 


(61) F(z) -— fee f(u) du 

einfihrt; die zweite Gleichung wird gewonnen, wenn man in (29) 2, 
bzw. z, durch 2, + h, baw. 2, +h, ersetzt, die dritte Gleichung folgt fiir 
die in Betracht kommenden x aus dem Ansatze (58), wenn als Grenzen 
des Integrals z, +h, und 2 +h, gewahlt werden. Ebenso folgt aus der 


i Zerlequng 





() = wenn %)<2L< 4% +h, 
r+ hy 
y a, +a, ?7 +4 +a, ,e" os — re - 
(62) f(z)=>- Fis.) fe " F(u) due” , wenn 2+h,_,<2<g 
x’ (z, a 
0 — wenn %,+h<2r<n% 


und aus der letzten Zerlegung 


oth 
a 


UO = a, ae pta ute 7 wenn %)<2<4,+h, 


s< _s —ziyM . ’ AS es 
(63) me _ fe f(u) due”, 


7 +i» “T!’ 
Tothy—4 wenn oth, _,<#< 


Durch Addition der Gleichungen (57) baw. (59), (63) und der Glei- 
chungen (62) fiir 1 = 2,3,---,n—1 erhilt man 


C, (a,)e*** 
64) f(z) = > — ; 
——- x (Z,) 

g Toth, Toth, Toth, a 
- | . . . l¢ 
* " —tyh . Ay 2 —Zh hyn —1 4y \ sy | €' 
=> =| fre rau rae” [we dut—+ta, ee fre rrde |G 

| Le Seth, Zo thy 1 


und zwar konvergiert diese Reihe gleichmaBig, wenn bei beliebig kleinem « 
HteLlrcayth—e oder ~+h +eLlxriayt+h—e oder - 
-Xth_,+eLr auth —e 


ist. Wir zeigen nun, daB abermals die GréBen C,(z,) von x, unabhingig 
sind. In der Tat folgt, wenn f(x) eine Lésung von (51) ist*) 


*) Die im Intervalle x, <«<2, +h, vorgegebene Funktion muB also so gewihlt 
sein, daB der aus (51) berechnete Wert von f(z, -+h,) sich stetig an die Werte von 
f(a) fir «<a, +h, anschlieBt. 











¢! 
Ye 
* aq 
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n—1 n—1 
ae dc, (x ) . a (%o+h,,) 7 hyz —s e ~Y 
(65) -_ = f(a +h,)e ” . aer—e wv >) a, f(a, +h,) 
0 0 
— 30M 1 
—=—e ”’ S14, f(a» +h,) = Q, 


0 


also spielt x, in (64) keine ausgezeichnete Rolle, und durch dachziegel- 
artige Uberdeckung der die reellen 2 darstellenden Geraden folgt, daB die 
Reihe (64) in jedem beliebig groBen, aber festen Intervall der x gleich- 
miBig konvergiert. Damit ist also auch fiir (51) die Fundamentalauf- 
gabe geldst. 

Zusatz 1. Wir zeigen wie in § 2, daB es nur eine einzige in dem 
Intervall 2), 2 +h, gleichmaBig konvergente Entwicklung der Form (64) 
gibt. In der Tat ist genau wie dort 


Loth 
n—-1 = fas ‘ n—1l 
2 —2 h 
vo \) hyz Ye —=z,\u eS " v) ahd ") 7 j 
(66 Diae’* Fen 9)" du = ; ; Si a,c" ‘ 
— e 5, —&é, —e 
v Zot h;, : U 
unnatn Gog / ia 
|r el?n— #9) ?one(, 
_ ‘ae = — 
~ < ia > ” ] 
ay, — %, - ~~ 
also 
oth, 


~ . , = OU, wenn v+yv 
“ben ght*s | ei?n, ~ #y) du ; 1) 
=—2(Z,), wenn v=», Ist 
Zusatz 2. Der bisher ausgeschlossene Fall, daB (52) mehrfache Null- 
5 ? 
stellen besitzt, erledigt sich genau wie im § 2. 


§ 4. 
Zusammenhang mit der gewohnlichen Theorie der 
Differenzengleichungen.*) 
Wir wollen nun zeigen, daB man die Darstellung (64) fiir die Lésung 
der gewohnlichen Differenzengleichung 
(67) a,f(x) + a,f(~a+1) +---+a,f(4+n) =0 
aus der fiir diese Gleichungen bekannten Theorie direkt erhilt. Bekannt- 
lich 1aBt sich niamlich die allgemeine Lisung von (67) durch m linear 
unabhingige Lésungen y,(x), y,(%),-- +, y,(%), die also durch keine lineare 


*) Vel. hierzu A. Guldberg und G. Wallenberg, Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen, 1911, 8S. 79f. 
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Relation 2, (x) y,(%) + 2,(”) y,(a) + ---+ 2,(%) y, (a) = 0, (wobei die x(z) 
stetige Funktionen von 2 mit der Periode | sind), verbunden sind, in der 
Form darstellen 
(68) f(a) = @, (a) y, (a) + @,(%) y.(a) + --- + @,(x)y, (2). 
Der Funktionen (x) sind dabei stetige Funktion von x mit der Periode 1. 
Es entsteht dann die Aufgabe, die Funktionen (x) so zu bestimmen, dab 
{(#) in einem Intervalle von der GréBe », also etwa im Intervalle 0<2#<» 
mit einer vorgegebenen stetigen Funktion f(z) zusammenfillt, die den 
Dirichletschen Bedingungen geniigt und fiir welche*) 

a, f(n) = — a,f(0) — a, f(1) —---— a,_,f(m—1). 
Ist also O<2<1, so erhalt man fiir die unbekannten Funktionen @/(z) 
das Gleichungssystem 


@,(x)y, (x) + a, (x) y,(x) +--+ @, (x) y, (x) =f(zx), 
o,(2)y,(@+1) +@,(x%)y,(a@+1) +++0,(x)y,(x4+1) =—f(x+1), 
) 


o,(x)y,(a+n—1)+ @,(x)y,(2+n—1)+--+0,(2)y,(27+n—1)=f(x+n—1) 
Die Determinante dieses Systems 
fiir 4 
Saas 


ist wegen der linearen Unabhiingigkeit der Funktionen y,(x) von Null 
verschieden und es ist 


ut, 
D(x) = D(y,(@), Ye(@), +) Yn(@)) = |y(e@+i—1) 


9 
i. 2,°°% 
1,2,--+% 


(70) D(a +1) =(—1)" * D(a). 
Es ist also 
(71) ~~ D(Y, (©), Yq (LD), = +s Ye— 1D), FL), Yeas (By ++ +s Yn) , 


D Y, (©), Yq (®), - Ui ~1(&), Yu (x), Yerrir(@),**% Y¥,\*) . 

da auch f(z) der Gleichung (67) geniigt, so gilt auch fiir den Zihler die 
Gleichung (70), so daB die Funktionen @,(x) tatsiichlich die Periode 1 
besitzen. Wir setzen nun 


(72 u- ( r) 1 aD 
=) dv = n .. ; 
J ; D Oo”, x-+1t—1) 


dann erhalt man 
(73) (x) = ul?(x) f(x) + u(x) f(a+1) + --- + (2) f(24+n—-1); 
(k = 1, 2,--+,m). 


Es lassen sich aber alle Funktionen u{?(x) durch die Funktionen 


1 aD 
t —- nm) *\ oo 
(74) 4,(%) = uj"(x) = p OY, (2 n—V 


*) Eine entsprechende Randbedingung mu8 das vorgegebene f(x) selbstverstiind- 
lich bei allen behandelten Funktionalgleichungen erfiillen, vgl. § 2 und § 3. 


t 








(ar) 
der 


(7) 


die 
le 1 


iind- 
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linear ausdriicken. Betrachten wir dabei der Allgemeinheit wegen die 
Gréfen a zunichst als Funktionen von z, so folgt aus (70) und (72) 


a, (x) 
— u(r) = —— u,(44+1) 
K (x) a, (2) \ + ? 


— 
ul) (atl) — w(2) = I ) ,(x-+1), 


a, (x 
" ’ a, (x \ 
E u®)(a+1) — u®) (2) = 2 w.(x+1), 
(75) , 7 a, (x) * 
“’-Y)(~4+1)—u,(xr) = es (a+ 1) 
u) yt) = a, (a) RA 


Es geniigen daher die Funktionen u,(x) der zu (67) adjungierten Dif- 


ferenzengleichung 


7 : a,_4(@ a, 9(@ he 
(76) u(x) + aia u,(~+1) + a, (e-+1) u,(a+2) + 
+ eae) M+ N—1) + epi) ete) 
und es folgt ferner aus (75) 
_ c—s- —1) 
(77) ul) (2) = > ——— : a u,(4—S+p), 
0 


also 

Shoe x—n-+eo+p—l1) 
ne u,(L2—-N+O+7P)) 
k oa Ay \ 2 —_ n+o + Pp & +¢ +} ’ 


daher wird nach (73) 


7] a—w 


as 2 =] a,_,\e#—n +e+p—l - 
( (38) o.(@)=— H R u,(\rz—-n re) IT a2 o—1) 
i ( me > oy Se ee eer ( +o+p)f(r+¢ 


’ 
am, nm} L ‘ { 
+ > a, pt—a+erp— : 
= u,(a—n+o+p)f (x —l). 
P+; a n+e+p—1 (2 tet) [e+e 
0 i 


Indem wir nun @,(x) in eine gewdhnliche Fourierreihe entwickeln, 
halten wir 


u—-ln-—p 


77) (u—n-+e+p—l) ; 
19) @,(7)=— Psy _ f n—p 4 nu, (u—n ») fiuto 1)e—2™*« du 
+3} a,(u—nferp—i) He ret lute 
n—-1 a—p 4 
- pum P) 2 ‘ ; 
2m mix iad p— Um min 
m erm mt u,(u—n+p+1)f(uye du. 
-> . >a a, (untp) eU—N+Pt1) FH) | 
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Sind in der Differenzengleichung (67) die a Konstanten, so erhalt man 
ein Fundamentalsystem y,(x) fiir (k—1,2,---,m) durch die Funktionen 


e*", wo die 2, Wurzeln der Gleichung 


nop 


‘ 2 2: 
(80) a(2,) = dy + a,e*+ a, € os TTTT ae =0 


sind und etwa als die Hauptwerte der Logarithmen der m als voneinander 
verschieden angenommenen Wurzeln ¢, der Gleichung 


(81) ay + a,t, + at,” +++-+at*= 0 


definiert sein mégen. 
Eine elementare Rechnung gibt in diesem Falle 


a,e*e@ “** 
82) 7) = 
(92, ub, (2) a (2) 


Setzen wir unter Beriicksichtigung von (82) den Wert von @, aus (79) 
in (68) ein, so erhalten wir die Darstellung 


— Cy s,= 
(83) f(x) -> i e 


x (#, 


wobei die Summe iiber alle Wurzeln 


£,=24,+2mai (k=—1,2,---,n; m=0, +1, +2,---) 
zu nehmen ist und 


a 
(84) C=——a'(e, > f 


n 


—p a —(2,+2m24)u (n—p) 2, 
; é e 
x (&,) 


f(u)du 





a—1 n—p 


(n—p)s, , ~tyM 
=— DP ay ye fr e du 
e 
0 


0 


ist. Da aber nach (80) 


(85) 0 -»> OF sae {f(we "du, 
0 0 
so folgt durch Addition 
(86) C,= af f(u) e dut ae” { f(u) e dut+-- 
6 1 
(a-—1 zy 2 — fy fe 
teal fippye an 


n—tl 


dieser Ausdruck wird aber mit dem von C, in (64) identisch, wenn man 
daselbst h,, h,,---,h,_,,h, durch 1, 2,---,m—1,m ersetzt. 








1en 


der 


79) 


nab 
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§ 5. 


Formaler Ubergang zu den Funktionalgleichungen (4). 
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Um uns ein Bild zu machen, welche Darstellung im Falle der all- 
gemeinen Funktionalgleichung (4) an die Stelle von (64) tritt, ersetzen wir 


zunichst (51) durch die Gleichung 


n = é n 
81) Shy f(a+h,) + >| > kgf (a+h,+0) — 1k, f(a@+h,) |= 
0 0 0 J 


und lassen 6 nach 0 konvergieren, dann wird in (64) 


o oth, +9 
. . hz ° — 3M 
38) C= Dake’ f fue "du 
0 Zo+h, 
7 
- Loth,+d Xo thyr+d 
1 (hy +9), .. —iyM haty (a —3, 
+5 + h,,|¢ J fue du—e*" f flue 
0 totha+d Xo tho 
also 
— Zoth, 
® — tym 
89) lim C,— Syke!” f fue” du 
éd=0 0 Zo+h, 
— Cr 
y — Sy fs 
+ Shh e" f(uye du — hf tyt+h,)e 
% If 


n—1 Zot hy 


fot hy 


Entsprechend erhilt man, wenn man durch Grenziibergang zu 


n 


(90) SPL, fC +H) + kgf +h) + hoof (@+h,)] = 0 
0 

aufsteigt 
2 n-1 tot hn 

(91) C= > >) heyy 8, € ee f hs f(u) du 
0 0 %o+ ho 


und allgemein, wenn man zu 





0 


"dp |, 


"4 I. ee {fue du — Shy flamthye”” 
0 


: = —1 —2y%o ., = - —i,% 
— Sp Dy hyte © F(yth,) — Shi Got h,e 
1 0 0 
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(92) DI Dy ky f (a+h,) = 0 
0 0 
aufsteigt, 
m n—l Fo thy 


7], p hot, : —Sy9F . 
(93) C, -> S k, z e* | e f(iu)du 
7 _ PY ms 


Bo th 
i 


m ” 


p-—i 
— — . — »( f 
P Ska e 7 Sp, Seth) 
| med “pa” heal ghitt 
1 0 0 “? 


Man sieht also, dab in der von Schiirer gegebenen Entwicklung (9) und 
ganz allgemein in (93) diejenigen Glieder, die nur von den Werten von 
f(z) in den festen Punkten x +h, abhiingen, von den durch Grenziiber- 
gang verwischten Intervallen herriihren. Wir wenden uns jetzt in den 
folgenden Paragraphen zu der direkten Ableitung von (93) aus dem 
Cauchyschen Residuensatz. 


S 6. 
Konstruktion der Kurven C’. 


yy 


Ks sei in der Gleichung (4) 


“y ~y 
(4) S > kof P(x +h.) =, 
— 
0 0 
0 - ; > bk tO bk we oe <a: 
hy » k=O, wenn g>4q,; &,; +9, ky, =O, wenn q<q,; 


j 


kyo, k,, =9, wenn P> DP, ks, +0, k ,=0, wenn p <P, ist. 


Setzen wir voriibergehend 
f(x) =e” 


so erhalten wir fir z, die Gleichung 


a a 
(94) a(z,) = > Sk ze'' 
’ : — Pq 


Wir haben nun die Kurven C® so zu bestimmen, daB mit wachsendem ¢ 
fiir alle Punkte z von C®) |z| beliebig groB wird, daB andererseits eine 
feste Zahl a existiert, so daB lings C®) stets 2(z)| gréBer ist als der 
mit a multiplizierte, dem absoluten Betrage nach jeweils gré8te Summand 
von 2(). Schlieben wir die y-Achse zwischen zwei durch den Koordi- 
natenanfangspunkt gehende Gerade ein, welche mit der »-Achse den be- 
liebig kleinen Winkel + @ einschlieBen, dann ist asymptotisch (~) fiir 
groBe Werte von r, wenn wieder 


g=re? 











en 


>in 


.— 
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gesetzt wird, 


thy, u é 
(95) a(2)~k, ,2*e ; sofern — +#@igs ; — #, 
. . 2 3 ‘ 
(96) a(z)~k, 2%, sofern = +#S955,2%-—@ ist. 


Die Schwierigkeit besteht also wesentlich darin, die Kurven C) inner- 
; + # und ; ax— @, ; ax+# geeignet zu 
wihlen. Wir schlieBen zuniichst die »-Achse durch zwei zu ihr parallele 
Gerade in endlichem Abstande so ein, daB auBerhalb dieses Streifens 


n 


halb der Sektoren - — #, 


7 th ° one . » ° one 
Dik, e@ * bei positiven — oberhalb einer festen wesentlich positiven 
- my 


0 

Grenze, bei negativem & oberhalb « bmg @ tm bleibt, wenn a@ eine feste 
Zahl ist, die etwa kleiner als 0,5 sei. Die innerhalb des Streifens liegen- 
den Teile der Kurve C®) bestimmen wir vermittels des im § 2 einge- 
fiihrten Auswahlverfahrens so, daB wenn 


= sh, 
a7 > ° > . 
= ‘) th,,€ P om 
0 


gesetzt wird, s,| lings dieser Kurvenstiicke oberhalb einer festen Grenze 
liegt. 

Innerhalb des Streifens ist dann lings dieser Kurvenstiicke in |2(z)| 
der Bestandteil |sz”"| ausschlaggebend, d. h. es existieren zwei positive 
Zahlen a und b, so dab 
(18) a\z™s,,|< |a(z)| <b 2"s,, 
und dieses gilt ganz allgemein rechts dieses Streifens, so lange dort | »| 
sehr groB gegeniiber e* ist. Wenn jedoch dies letztere nicht mehr der 
Fall ist, d. h. wenn e”* von derselben GréBenordnung ist, wie 7, so sind 
die dem absoluten Betrage nach gréBten Summanden von 2(z) gewiB in 

m 
(99) 3 - > hk, ¢e 

- P% 
enthalten. Um nun die in § vorkommenden, jeweils absolut gréBten Sum- 
manden zu bestimmen, fragen wir, wann die absoluten Betrige zweier 
darin auftretender Summanden gleich werden, wann also etwa 


) sh 
100) kp.ay, 2 e 1P:| = kino, # 
wird. Dabei nehmen wir || sehr groB an, es soll sich aber, um den 
AnschluB an die innerhalb des Streifens durch das Auswahlverfahren 
gewonnenen Stiicke der Kurven C® leicht bewerkstelligen zu kénnen, 4 
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von einer bei festem g festen GréBe », um héchstens + 22 unterscheiden 
diirfen, so daB also y 


(101) »=—, + 202, wobeli —1<©O0<+1 und lim 7, = & ist. 


Setzen wir voriibergehend 








k 

H ; Palp, _ A?i~Ps 

(Pa, h,) Kp, tp, 
so muS, wenn (100) gelten soll, 

‘tp, “dp, 
‘ , 
(m ho) s—— 
’ (102) a| = A e Pi~Ps 
Diaries — r 
Fig. 2 sein. Es muB also fiir grobe Werte von |», 
P, — Pe 
(103) E~, = lg u, 


sein. Wir ziehen zur weiteren Diskussion ein Koordinatensystem P, H 

heran und tragen auf der P-Achse die GréBen p, auf der H-Achse die 

dazu gehérigen GréBen h, auf. Durch den Punkt m, h, legen wir eine 
Pp m 


Parallele zur H-Achse und drehen diese entgegengesetzt dem Uhrzeiger- 
sinn bis ein oder mehrere Punkte p, h, darauf fallen. Um den zu dem 
kleinsten p gehérigen dieser Punkte drehen wir in demselben Sinne weiter, 
bis neue Punkte auf die Gerade fallen; dieses Verfahren setzen wir fort, 
bis die Gerade durch den Punkt p,, h, geht. Die Winkel, welche die 
Seiten dieses Polygonzuges mit der H-Achse einschlieBen, seien «,, a, - - -, 
ferner sei, 


tg a, = uw, (j= 1,2,---), 
dann ist Hy < yas und es sind, wenn 
(104) (6+u,_;) Ign, <&<(uj,.—9) lg u, 


ist, unter den zur j*" Polygonseite gehérigen Summanden von § die ab- 
solut gréBten Summanden von z(z) enthalten, sofern 6 eine positive Zahl 
ist, die beliebig klein wird, wenn |,| groB genug ist. Wir betrachten jetzt 


eine Polygonseite, auf welcher die Punkte Pir te 5 Barb, 3 °° °3 Des Ay 
liegen mégen, so dab - r 7 
F P, — P, P; — Ps P, —P, ~ 
Of = er - = 
US) 5 xh h, —h h, —h uv, und py >p, > >P, 
‘Dy Ip, Ip, ip, ip, Ip, 


ist. Die zu diesen Punkten gehérigen Summanden von § haben als Summe 


Py zh % Po 2 ‘Gy Py * h %p 
f _ > va 5 2 7 . > ’ 
(106) S = hyo, 2 t+ kpo,2 @ ++-++h, y,% & 


“ 
} 


- j\Pi-P2 MnP, 
Pr 2h, e e 
1 > y j - 
Ze kp, Ip, + A Pop, z 4 i kp, dp, z 


I 














len 


b- 


zt 
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Setzt man dann 


(107) 5 tig, 
wobei eutsprechend zu (104) 
(108) ust d<t<y,,—4, 
so wird 
, t in t— My in 
R ae Mp NY 
(109) 1. Eh any 
Z " § + ‘7 | i+, 
¢ln, Ny | 


wo |, beliebig klein ist, wenn |y,| groB genug ist. Durchliuft ¢ die 
Werte von w,_, bis u,,,, so geht, wenn |7,| groB genug ist, |v| von 
beliebig kleinen zu beliebig groBen Werten. Man kann aber zwei nur von 
den k,, abhingige Gréfen g, und g, so angeben, dab 


ge "&|, wenn |v|<g, und dab 


1 
5; > 2 kp, ‘py 


: 1 Py 2h , 

18; > 9 kya, 2 e r|, wenn |v| > 9% 

ist. Da nun der auf der rechten Seite von (106) in eckigen Klammern 
stehende Ausdruck ein Polynom in v ist, so kann man nach (107) zu jedem 
Werte von ¢, fiir den g, <|v| < g, ist, stets 0 entsprechend (101) so be- 
stimmen, daB der absolute Betrag des Polynoms oberhalb einer festen 
GréBe liegt. Man kann daher in den durch (107) und (108) festgelegten 
Streifen die entsprechenden Stiicke der Kurven C®) so wihlen, dab fir 
die in diesem Streifen liegenden Teile der Kurven C®) die Ungleichheits- 
bedingungen 


, 8A, 
(110) s, >M Ze ‘yh 
und 

P, oO 
(111) s,|>Miee | 


I 


gelten und daB diese ferner auch fiir |3| und |z(z)| erfiillt sind. 

Da man dieselbe Konstruktion fiir das einer jeden Polygonseite ent- 
sprechende Intervall machen und entsprechend fiir negative — vorgehen 
kann, so folgt, daB wir die innerhalb der Sektoren 


ee ee und ~—-tSpsyxte 


liegenden Stiicke der Kurven C) entsprechend der am Anfang dieses 
Paragraphen aufgestellten Forderung konstruieren kénnen. Da auSerhalb 
dieser beiden Sektoren |2(z)| fiir alle Werte von z von geniigend grobem 
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absoluten Betrage von selbst die gewiinschten Eigenschaften hat, so kann 
man auBerhalb der beiden Sektoren die Kurven C®) beispielshalber wie 
n § 2 durch die drei geraden Linien und zwei Kreisbogen ergiinzen. 


g 7. 
Zweites Beispiel. 
Es sei 


also 
4 3 

(112) >? >) yf (ath, = 
0 0 


Wir ersetzen voriibergehend f(z) durch ¢** und erhalten fiir z, die 
g , 
Gleichung 


4 3 
. 7 7 » * 
(113) a(¢,) = > Sik ze ) ‘= (), 
’ S PY 
0 0 


von der wir zuniichst annehmen, daB sie lauter einfache Wurzeln besitze. 
Wir zerlegen dann 2(2) in w(z) + 7(2) auf folgende Weisen 


4 


6 38 
. ae. » 5 
1) (2) = DPhyo2?, y(2)= >» Dik, 2” ¢ 
0 i 


0 

im s ee 

ey —- cy : 
2 (2) = ok P "4* lh oe . gh glo: 
2) v(z)= >» Di hyy 2 oS? 42)= > Di ky 2 e! 

0 0 0 2 

if 4 
‘ = P 
3) v(z)= > >) Ky 2 ev, 1(4) = >? ky" 

0 0 0 


differenzierbare Funktion, dann erhilt man entsprechend der Zerleguny 1) 


(114) lim — “J > KyoF ‘fe 0-H") F(u) du 
4 p pi 
1 kno 2 ' f'?” (a,) & &-* ' wo 
->? x (2) >) Pitt dz = — > f(x), 
1 0 5. 


wenn %<r%< %+h;, 


Es sei nun f(z) eine im Intervalle z, < x <2 +h, viermal stetig 








17 





nn 
vie 


lie 


, 3S 





(115) 


116) 


formung des 


118) 


119 





Aus (114) und (115) folgt genau wie im § 2, indem man 
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ghyt teh 
° 1 ¥ . 
lim , 3! - e@- t(u)du 
ese na js | daw ai £) . =) ‘ 
’ fo & 0 ae id 2 
4 $3 2 Phot p—t 
; >>) 7 tal Sy ie +h, a rr 
if . (Zz) Zz!’ ti _" / f(x), 
1 1 0 is 
wenn %< 27<a4+h,; 
rif, op wh 4 P p-1 lp t(x— 2) 
; 1 | wy kao? ra ' k 92 f*"’ (x, )e ° 
lim , / » e— f(u)\du— >? : >, ot 
paw ltt. a(z) . x (2) gh 
. oe 0 Le 1 1 
~pP 1 Py Lh \et(®— 2% 4,) 
LS ‘p08 wy ee the eft 
>) a dz =0, 
am (2 Z 


wenn a +h,< 27 < a+ hy. 
29 
ersten Summanden noch (113) heranzieht, 


. Toth, 
. 


> 
+ ers Sy ft . f\?” (x, Je 
f(x)=S: 17 | >? knot? / e fs) au— Sh bno%y SI, rs 


0 q - 


0 


4 3 p-l of 2 iin 
ony Pohgty QV LP" (ty +h de tr(to+h) | 
WS, wer F | 
— P4 iis” gPitl 
1 1 a 


wenn %& << xr< ath, 


entsprechend folgt aus (116) 


0 


rl Lo thy, 
; 


cy ; 


zur Um- 


| 
} 
= 


— ty 


4 } 1 
—, ee | fof . + . S f\™ (x, )é 
jo SEs > kpoz; | e f{(u)du— Arkyost A», e 
wiz “ 7 ’ a ws a i ~Py +1 
ou ( “? 


4 . 
N) - of i f° Pi) (x, +- h,) Pater 
—— oo 

1 0 “’ 

wenn 4% +h<a< Iq + hg. 


Geht man von der 


+h, ersetzt wird 


— 1 PP owt e’ 
lim 5 / | >? >: — f *—") f(u)du 


e | 
ys o 0 roth, 
1 = Poko? p—1 , 
oS ie _ p ’ » \ 2 (4—a- 
“\! So ‘ Si! * (oy) ¢ ui ‘ os 1 f(x) 
ys ag, x (2) P, ~~, Oe 2 79 
ed 7 “4 — od 
1 0 0 


wenn 2% +h, << 2< ay + hz; 


Zerlequny 2) aus, so erhilt man, wenn z, durch 
‘ ? 0 


? 
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h Xo +h. 
ye se" ofan 
(120) lim 5 ad | ap pa On fee ru) du 
e=e , 


soe ee? “S. f°» (a+) g(t—%—h) | 


zZ 


wenn %<r7< 4% +h,; 


(121) lim 5, “J | >: kyy 8! - 


u)du 
x) f(u) di 
oth, 
” — ho? 
> Sy 2 @ “>. f'?” (a, +h 
— >» g 
a(z) 
1 0 
4 ,, p hos p-i , 
M Kya! e* f?” (a, 4-h,)e ecrttend F 
+ PD. a(z a p, +1 _— 
os ) 0 se” 


wenn 2% +h, <2%@< % + hy; 


k hoe Xo the * 
ee) lim 5 “J p> nat es fee- fu) du 


Lot hy 


4 3 ph 
, q* s(2—2x,—h,) 
>> oe ¢ > f°) (aw, +h, )e**—* 
— /p 71 . 
a (z) 
1 2 0 


gmt 


p 


Of . ks ne? & ) =~ 2% — he) 

>> pa? © Sn (2+ ha)e’ wtemdte, 3S 
7 =i) 

1 2 0 


wenn %<2@< ath 


Aus (122) bzw. aus (119) und (120) bzw. aus (121) erhiilt man daher 
die Darstellungen 


7 Xo the 
(123) 0 = - 
‘ — 


4 1 
7 Pp hoty 2 
- p Sirk, tee" fe*f(u) du 
= (Z,) | <— f 
0) 


0 e 


Toth, 


3 o~3 
2 (Pi) / sa ty (Zo Hy) 
+ > Sk “Pet” >? FP Go the” 
j pq”? 1 
1 2 0 


ghtt 
’ 
: (P,) a) | 
>”. Yi, “Ss Pr) (a, + hye 2» othe 
P a -, f “olf 2) ‘ 
— oPitl 
1 2 a 


wenn %<zr< GH 


os hy; 


ght dz = 
0 


z=0, 
gh 


1 
5) 
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othe 


: Ss eve 4 1 k p ho ty f( \d 
— xx—— . D 9 R zy e e7 Arlt (u 
kK wx (2,) | 2 ) >. pee i 
; 0 0 


Xo thy, 


4 1 p-—1 
» has - Zo t+h,) 
2 . . k P a au . f'?) (@, +h, )e vt ° 1 
adil " oPitil 
1 0 0 “~ 
4 3 p-—1 A 
OT wet Sp ete | 
= | ®pq%r € .* Pit |? 
1 2 *, } 


0 


wenn 2% +h, << 2% < yt hig; 


- ai 4 i Tot he 
sy e*v* . Pp hoz ‘ : "4 
0=Si-—- > S: ki @ye** | e-*f(u)du 
— % \Z,y) | —— 
|) 0 iid 
p—1 
YP (ay thy eet hi) 
- , afr e atl 


0 


‘3 p—-1 ere 
7 k P hat f' (a, +h,)e7 77 a) 

TD hd “2a *® j -Pitt ’ 
1 0 0 “9 


wenn 2% + hp r< mt hy. 
Die Zerlegung 3) liefert 


p Aa: 


oT at By x 
. 1 IH 4A,,% €°* - 
lim Ss? » 28 e?@—-") F(u) du 
patti) | he 2 x(@) Tu) a 


j 
‘2 


Cc “yt 


4 2 p hoz p—1 ‘ 
k ze? f?» (a (Xo » +h.) e2(@— %o— Aa) 1 
a ; PY a < om | pee YF. 
>? >; oe yr, es dz 3 f(z), 


0 0 an 
wenn % + hg << Ns + hs; 


- 4 k, ae hs fo ths 
. 1 Y hy 32 
lim ne | fe pen f(u) du 
ae =%t, a 
1 p hyz p-—l " 
oo - - (Pi) (> h 2(@—2%—h;) 1 
»3 SS x Je 
+ 'p } - p,! ot 3 dz == f(x), 
— bs 4 is ghatl | 4 
wenn %<*4@< 4 +h; 
a = Pe mae ot hs 
1 | Sips 2" ¢ oe 
2x > m(2 
ee Le 
U 
- (@—2%—h 
. 7 ie é i (P,) (a, +h, )e* ° 2) 
if Pa +1 
1 
: p — (p,) :(27—-2Z, h ] 
> ) elite ole 
pea e Sie (+h, e*' 3 lde=0 
—— | Pitti - ] 
1 - 


wenn % << @%< % + My. 
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Es folgt daher aus (128) bzw. (126) und (127) 


Ky gt RE seth 
sy] ev p hot, — Se ht 
(129) UO = >: — S| > Dik, ee é , f(u) du 
é , e 
0 0 Zoth, 
p—i ) (ar ) 
Pp dat, fv x + h je" * oth, 
a ’ oj 0 2 
Pas 2s e ts ePitt 
1 ms 32 
132 
+ (pen . 
- P hy, ‘. fv % +hs)e~ + 
— a4 g 4 
Pp Ky3%, € hs 2Pitl 
1 0 “s 
wenn 4,<%< Yt 
‘ : Toth 
— ty ~ + bos ~ 
, € P 7 * _ 4 , 
(130) f(z)= >> | DP knees e ; fe *“ (nu) du 
ae % \4,) 
° 0 0 + be 


4 2 p- P 
—_ 2 \pg*> é P, +1 
1 0 U . 
4 p-—ti a 
co ' p yz, XQ! f\?v Lot h,)e~ *¥%eF%! 
— Sri s2. e PP, a 
1 0 "9 
wenn %+h,<2r%< a+ 
Durch Addition von (117), (123) und (129) bzw. (118), (124), (129) 
baw. (118), (125) (130) folgt 


- ‘ 2 rot My 
: BP a ‘eo C,(a,)e"* a e’ a ey p ho? Si 
(131 (z)= »-— a Se Suk ee! * Fe" tin) du 
. x’ (z hai SCZ hed * 9% at he 
») os . —— 
0 0 , 
% the 


ss p—1 (P.) (eh) e7* 
— >>>: k,, , Pa P, ot -v eI 

1 0 0 ”# - 
wenn % + él riayt+h,—=< oderz,+h+ece S % +h,—e oder... 
oder % +h, , +&lr<a,+h,—e ist, wo « eine beliebig kleine Zahl 
ist. Die Reihe (131) konvergiert fiir diese Werte der x gleichmaBig. 

Es sei jetzt f(x) eine Lésung von (112), welche fiir alle reellen x viermal 
stetig differenzierbar ist. Sind k,, und k,, + 0, so diirfen wir f(z) als will- 
kiirliche, viermal stetig differenzierbare Funktion im Intervalle x,<2 <a +h, 
vorschreiben, sofern die Werte der Funktion in 2, +h, nur der Gleichung 
(112) geniigen, in der x durch x, ersetzt ist. Ist aber k,,*) oder k,, Null, 
so wird im allgemeinen f(z), um iiberall viermal stetig differenzierbar zu 
sein, tiberall, also speziell fiir 7, < « < x + hy, beliebig oft differenzierbar 


*) Das Entsprechende ist z. B. in dem in der Einleitung erwihnten, von Schiirer 
behandelten Beispiele der Fall 















Ly t 








Lineare funktionale Differentialgleichungen. 165 


sein miissen. Die allgemeinste Form, die f(x) in diesem Falle hat, wird 
in dem Zusatz zu diesem Paragraphen gegeben. 

Nachdem dieses vorausgeschickt, zeigen wir wieder, daB wenn f(x) 
eine fiir alle reellen x viermal stetig differenzierbare Lésung von (112) ist, 
C.(z,) von 2, unabhingig ist. In der Tat ist 


. § oe 
; dC, (x, \Y SN! Pp hot, —2,(%o+hs) >> | P. —s, 
132) -," = 7? Aik, £,€° € f(%y+hs) — Av 4 lig 2, f(t +h,e 
; 0 0 0 0 
p-—l r 
> 1}, * f Py) (x, + hy e ir%e 
2S zt 
4 3 P . 
I SiP@etine 
—_ A 7 “p 2, P, Pa 
1 0 1 “ 


Indem man nun den ersten Summanden vermittelst (113) umformt 
und diejenigen Glieder des dritten und vierten Summanden, die sich gegen- 
seitig wegheben, wegliBt, erhailt man 


Jy (Bq) \) a -s , 
(133) a m= — Aiki ss: ftgthse ' “> er f(tyth,)e 
i 0 
i 3 
7 ( —tp2 
+P lp, a. fi Ly +h,) e 3S +147 f'(to +h, Je 
. = 
4 3 
— > DS} hye? (ao th en : +h, zt f(a, +h, ie 
0 ") 
8 


+ ihe, flether™ = 0. 


0 


Also konvergiert die Reihe (131) in jedem noch so groBen, aber 
festen Intervall der x gleichmiiBig, da wir jedes solche Intervall dach- 
ziegelartig mit einer endlichen Anzahl von Teilintervallen iiberdecken 
kénnen, innerhalb deren die Reihe (131) gleichmiaBig konvergiert. 

Zusatz. Ist f(x) eine iiberall fiinfmal stetig differenzierbare Lisung 
von (112), so ist auch f’(x) eine Lésung von (112), und es ist f’(z) in 
eine in jedem noch so grofen, aber festen Intervalle gleichmiBig konver- 
gente Reihe entwickelbar. Durch Beniitzung derselben Umformung, die 
zur Herleitung von (133) diente, sieht man, daB diese Reihe identisch ist 
mit der Reihe, welche man-erhiilt, wenn man (131) gliedweise differen- 
ziert. Ist also eine Lésung von (112) beliebig oft differenzierbar, so mub 
auch die Reihe (131) fiir alle reelle x beliebig oft differenzierbar sein und 
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umgekehrt befriedigt eine Reihe (131), die nebst ihren vier ersten durch 
gliedweise Differentiation gewonnenen Ableitungen in jedem beliebig groBen 


Intervalle gleichmiBig konvergiert, die Gleichung (112). 
§ 8. 
Der allgemeine Fall. 
Es sei 
m a 
TT 
(134) DP the f? (2 +h) =0, wobei h, = 0, f(x) = f(z). 
0 i) 
Ferner sei 
a — a ' » ho 2, 
(135) x(s,) =>? Dik, # = 0 140 
0 0 
und diese Gleichung mége zuniichst nur einfache Wurzeln besitzen. Ist 
dann f(x) eine im Intervalle z,, 2, +h, vorgegebene, m-mal stetig dif- 
ferenzierbare Funktion, so erhilt man wie in § 7 die Darstellungen 
—  ™ roth, m p-1 (p,) aa 
26 2) ‘) = . Pp tye ” P ») es (@)e "™ 
(136) f(z)=> ~~ a(z,) | Phy? fe f(u) du— - Pkg Zy a ght! 
m n p-1 : 
>} k p he zy firv (a, +h, )e7 77 @orh 
one >; 1K, fy € >, ati ‘ 
1 1 0 ¥ d 
wenn % << t<a+h,, 41 
Toth, m p-1 
" er | 7 . = (P;) SyZ 
(137) 0=— >?— 6 | Shree? fe * fu) dp — DP ig sf dp, Ge 
) : 1 0 “ 
“y » GS f(a, +h Jem *v +h) 
. 0 a 
+ Phot) — oo 
1 e 
wenn 4 +h<«“#<ay+h,; 
ferner folgt fir N= 1,2,--.n—2 
[ ™m N “oth, +1 
‘ >\ er" Pp ho zy - By a ‘ ¢ 
(138) O= > x) | >? Di hy te e e f(u) du \42 
0 ® Zothy 
—h Pp hot, al f'?? (@,-+-h,ye~ "7+ 8 
+ >>} KyyBr € > ae 
1 N+1 0 ¥ a 
m —-1 . i . 
= vp hoty ‘ f™ a@+h,, Je tine 
— 7? Dik, 2, e “Rie aad nigerian 
P? ghtt 
1 N+1 0 y 
wenn % < £< 4, + hy; 











st 


z +h, 


o+h)| 


N+ W) 
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252 m N tothy,, 
. des 7 P hoz, —%) 4 - 
9) f(z) = > = > Deh ze? ¢ d 
139) f had —-'(2,) pq”? f(u) du 
0 v Toth, 
Hy an oa fv , y(to+hy) 
— >? Deh g? et” > a ee _all ; 
pa" P ghti 
1 0 0 y 
>>s 9 A ™ Sn om (@o+h,, yen rt Ave) 
— &y —— 
1 Wri enti 


wenn 2% + hy <2 <M + hy ssi 


Tothyss 


40) 0->'- 5 Ih, 4, e' fe ry) dp 


Tothy 


a = —ty(%o+hy) 
~3s, ze Ss — 
0 
(P1) — ty (%o + hy+1) 
el ?? + f +h, e 
+ Bolder Sh Meet, : 
0 


ght 


wenn 2) +hyii1<e<ath,; 
und schlieBlich 





mm n—il Zo +hy 
er Pp ho ty Stet 
Hl) O=— »—— ? Aik. 2, e e '' f(u) du 
d j x (z \ Pq" , ‘ 
“yl e 
0 9 Lothy—y 
m 
>) i Pp hyz, 1 Aa & +h,,- g’* v(%o + hy) 
+ 7p ‘pn@r © i 
1 0 


m 


—_ - 
k Pp hy, 3 f°) (ay +-h,)e *v(ortihn) 
a Teds é zat ly 
1 


0 J 


wenn % <2<a+h 


emi) 
Lothy 


142) f(z) )— >? “a) all > Sh, pBre em ae f(u) du 


Zo thy—1 
m n—1 


p-1 - A ) 
p hazy "(P,) x h,_.)e ty (Zothy—s 
a >? Dik ae!’ Dp, Oe + he 1) hetiey 
Pq 
1 0 0 


ght 





m™ 


p—1 f 7] 
%. p haz (p,) x h..)e7*” (%o + Ay) 
'p Kenn %r e ney > f (+ n) - ~ 


P,t1 it 
1 0 4 


wenn % +h, »><2<ay +h. 
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Ist m+ e<er<ath,—e oder a+h+e<r<cayth,—se,--. 


oder x +h,_, +E<@<4+h, — =, wo « eine beliebig kleine Zahl ist, 
so konvergiert die Reihe 


n—1 To Thy 


. sad 2 
, CAlLa) sy 7 er" p hoe me ‘ 
(143) f(x) — >? — 0) ee* — $1 | Sp Sik, set” fe" fu) du 
% zy ~— re | 0 Ze +h, 
n a p-l 
= Ms —s 
oy Sk 2? Dp, Lethe 
hd heel 0" : -Pyt+l 
i 0 0 ~~ 


gleichmaBig. Es sei nun f(x) eine Lésung von (134), welche fiir alle 
reelle z m-mal stetig differenzierbar ist. Sind k,,, und k,,, von Null ver- 
schieden, so diirfen wir f(x) im Intervalle 2, < x < 2, +h, als m-mal stetig 
differenzierbare Funktion vorschreiben, sofern diese Funktion nur der Glei- 
chung (134) fiir « = 2, geniigt. Ist dagegen k,,, oder k,,, Null, so mu, 
wie im § 7, f(x) fiir alle reelle x, speziell also fiir 7, < r<a+h,, im 
allgemeinen beliebig oft differenzierbar sein. 

Es folgt wieder, wenn f(z) eine fiir alle reellen x m-mal stetig dif- 
ferenzierbare Lisung von (136) ist, 


0.1 
d ’ (Ly } —_ 0 
dz, 


und daraus die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (143) fiir alle reellen z 
in einem beliebig groBen, aber festen Intervall. 

Damit ist also die Fundamentalaufgabe der Theorie der linearen 
Funktionalgleichungen (134) geldst, es ist niimlich eine fiir alle reellen x 
giiltige Darstellung einer jeden allgemeinen Lisung von (134), welche fiir 
alle reellen x m-mal stetig differenzierbar ist, gewonnen. 

Wir zeigen nun noch, daB es nur eine einzige gleichmabig konver- 
gente Entwicklung der Form (143) gibt, indem wir, wie im § 2, fiir die 
Funktionen e** eine der Orthogonalitiitsrelationen bei gewdhnlichen 
Fourierschen Reihen analoge Beziehung aufstellen. In der Tat sei 
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so folgt 
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Zusatz. Ist f(x) fiir alle reellen x m-+ 1-mal stetig difterenzierbar, so 
folgt wie im §7, daB die Reihe, welche man durch gliedweise Differen- 
tiation von (143) erhiilt, fiir ein jedes beliebig groBes Intervall der reellen 
gleichmaBig konvergiert. Ist also eine Lésung von (134) fiir alle reellen x 
beliebig oft differenzierbar, so darf man (143) beliebig oft gliedweise 
differenzieren und umgekehrt liefert jede Reihe (143), welche ebenso wie 
die durch beliebig oftmalige gliedweise Differentiation gewonnenen Reihen 
fiir jedes noch so gro8e Intervall der x gleichmiBbig konvergiert, eine fir 
alle reelle x beliebig oft differenzierbare Lésung von (134). 


9. 


Der Satz von Ehrhardt Schmidt. Fall mehrfacher Wurzeln. 


E. Schmidt macht die spezielle Voraussetzung, dab nur eine einzige 
der GréBen k,,,, etwa k,,, + 0 ist. Es ist also in diesem Falle 
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so daB man die Achse der rein imaginiiren z durch zwei von ihr in end- 
lichem Abstand gezogene Parallelen so einschlieBen kann, daf innerhalb 
dieses Streifens und speziell auf der Achse selbst nur eine endliche An- 
zahl yon Wurzeln liegt. Wird dann f(z) und seine » —1 ersten Ablei- 
tungen fiir «= + oo nur unendlich wie eine Potenz von z. so gilt nach 
(134) in dem vorliegenden Falle dasselbe fiir f™(2). 

Nun ist aber nach (143) 


m a-il Lothy 


(148) C,(29) =D? Di hg el ef em" flu) de 


0 0 


loth 


° q 
m n p-l1 ( oe 
‘ ’\Y P f\?? (a + hae *”* 
_ Pp q kg 2, P, : 
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+1 
gh 


ist also der reelle Teil von 2, positiv, so kann man 2, so groB positiv 
wahlen, daB sicher |C,(2,)| kleiner wird als eine beliebig klein vorge- 
gebene Zahl «, so daB also C,(x,), das von 2, unabhingig ist, verschwin- 
den muB. Ist der reelle Teil von z, negativ, so folgt das Verschwinden 
von C,(a,), wenn wir x, einen absolut genommen geniigend groBen, aber 
negativen Wert geben. Damit ist aber der in der Kinleitung erwihnte, 
die homogenen Funktionalgleichungen betreffende Satz von E. Schmidt 
bewiesen.*) 

Besitzt die Gleichung (135) mehrfache Wurzeln, so erhilt man aus 
dem Cauchyschen Residuensatz direkt dieselbe Reihenentwicklung, auf die 
man kommt, wenn man diese Wurzeln in der Entwicklung (143) formal 
zasammenfallen laéBt. Daraus folgt unmittelbar ohne neue Rechnung, dab 
auch in diesen Fallen die Koeffizienten der entsprechenden Darstellungen 
(143) von 2, unabhingig sind, ferner bleibt auch die eben skizzierte Ab- 
leitung des E. Schmidtschen Satzes bestehen, da bei dem Grenziibergang 
nur gewohnliche Potenzen von uw bzw. 2, hinzutreten, wihrend C,(x) bei 
der Ableitung des Satzes wie eine Exponentialfunktion verschwand. 


Wiirzburg, April 1916. 


*) Vgl. Schiirer, l. c. 8. 193—194 
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Uber algebraische und nicht-algebraische gewundene Kurven 
* n* Ordnung vom Maximalindex. 
(Aus einem an Herrn F. Klein gerichteten Briefe.) 
Von 
Hans MourMann in Clausthal i. H. 


Satan vik Im 77% Bande dieser Annalen hat Herr J. v. Sz. Nagy*) den 
Satz bewiesen: 

Es gibt fiir jede Ordnung n solche gewundenen algebraischen Kurven vom 
Geschlecht p eae 3), die aus p+1 reellen Ziigen von den Indizes 
i,, iy, «++, 4, , susammengesetet sind, wo die Indizes beliebige nur der Gleichung 

ig tigt---+i,,,—n—2 
geniigende ganze positive Zahlen bedeuten. Dabei heiBt Index einer alge- 
braischen Kurve bzw. eines Kurvenzuges die kleinste Anzahl (einfacher) 
reeller Punkte, in denen die Kurve bzw. der Zug von einer reellen Ebene 
getroffen werden kann. 

Herr J. v. Sz. Nagy beweist seinen Satz (wie einen analogen der 
ebenen Geometrie, der sich durch Projektion der gewundenen Kurven des 
ersten Satzes — aus einem ihrer Punkte — unmittelbar ergibt) ausgehend 
von einer ebenen hyperelliptischen Kurve m. Ordnung mit (m—2)-fachem 
Punkte mittels gewisser birationaler Transformationen. Indem ich mir 
eine konkrete Vorstellung gewundener Kurven n. Ordnung vom Index n —2 
zu machen suchte, fand ich einen anderen, wie mir scheint, wesentlich ein- 
facheren Beweis des Nagyschen Satzes, der sich nur ganz elementarer Siitze 
aus der Geometrie auf einer F'liiche 2. Grades bedient und zugleich lehrt, dab 
der Nagysche Sate auch fiir nicht-algebraische Kurven gilt, wofern man nur 
das ,,Geschlecht“ p einer solchen Kurve ». Ordnung durch die Gleichung 


p= (" 2 )- h—d 


definiert, wo h die Mazximalzahl der scheinbaren und d die Anzahl der 
wirklichen Doppelpunkte (einschlieBlich der etwa vorhandenen stationiren 
Punkte) bedeutet. 

Ich darf vielleicht meinem Beweise einige (fiir diesen tibrigens nicht 
erforderliche) graundlegende Siitze tiber die Kurven n. Ordnung vom Index 


*) Uber die reellen Ziige algebraischer ebener und Raumkurven, 8. 416—429. 
39° 
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m — 2 vorausschicken (Abschnitt I und Il), welche das Interesse an diesen 
Kurven noch erhéhen diirften und in dem bemerkenswerten Satze gipfeln, 
daB jede irreduzible gewundene algebraische oder aus Ziigen ohne Ecken be- 
stehende nicht-algebraische Kurve*) n. Ordnung vom Inder n —2 mit der 
Maszimalzahl reeller Ziige notwendig frei von irgend welchen reellen Punkt-, 
Tangenten- und Ebenen-Singularitdten ist (Satz 7). : 


L. 


Uber ebene und gewundene algebraische Kurven und Kurvenziige 
(nicht-algebraische Kurven) vom Maximalindex. 


Bezeichnet man als die Ordnung eines reellen Kurvenzuges die Maxi- 
malzahl der reellen Schnittpunkte mit einer Geraden bzw. Ebene und 
beachtet man, daB jeder reelle Zug einer gekriimmten oder gewundenen 
Kurve (wenigstens) eine reelle Tangente bzw. Tangentialebene besitzt, so 
erkennt man durch Betrachtung einer passend gewihlten (der Tangente 
oder Tangentialebene benachbarten) Geraden bzw. Ebene unmittelbar die 
Richtigkeit der folgenden Sitze: 

Satz 1. Der Maximalinder einer Kurve oder eines Kurvenzuges n. Ord- 
nung betrigt n — 2. 

Satz 2. Séimtliche reellen Ziige einer (algebraischen oder nicht-alge- 
braischen) Kurve vom Maximalindex sind Kurvensiige vom Maximalindex.**) 

Satz 3. Eine Kurve oder ein Kurvenzug vom Mazimalindex kann 
keine reelle Doppeltangente bzw. Doppeltangentialebene besitzen. Line ge- 
wundene Kurve vom Mazimalindex kann iiberhaupt keine reelle Klassen- 
singularitdt (stationiire Ebene usw.) aufweisen. 

Satz 4. Eine ebene Kurve vom Mazimalindex kann hichstens ein 
Oval (Kurvenzug 2. Ordnung vom Index 0) oder einen Kurvenzug mit 
Schleife besitzen. Eine gewundene Kurve vom Maximalindex kann kein 
Oval (Zug 4. Ordnung vom Index ©) und keinen Zug mit Schleife 
hesitzen. 

Satz 5. Die Mazximalzahi der reellen Ziige einer (algebraischen oder 
nicht-algebraischen) Kurve n. Ordnung vom Masximalindex betrigt fiir eine 
gewundene Kurve n — 2, fiir eine ebene Kurve n —1; wird sie erreicht, so 
ist in leteterem Falle ein (und nur ein) Kurvenzug notwendig ein Oval 
(im Sinne der projektiven Geometrie). 

*) Eine nicht-algebraische Kurve n. Ordnung, die aus zwei Ziigen oder aus 
(wenigstens) zwei von einem oder mehreren Ziigen gebildeten Bestandteilen besteht, 
wird nur dann als reduzibel zu bezeichnen sein, wenn die Summe der Ordnungen der 


Ziige baw. der Bestandteile gleich der Ordnung » der Kurve ist. 
**) Vgl. Nagy, a. a. O., 8. 417. 
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Ul. 


Uber die gewundenen Kurven n. Ordnung vom Maximalindex mit 
der Maximalzahl reeller Ziige. 


Aus den Siitzen 2, 4 und 5 folgt unmittelbar der folgende 

Satz 6. Eine gewundene Kurve n. Ordnung vom Maximalindex mit der 
Mazximalzahl reeller Ziige besteht aus n—2 (nicht-algebraischen) Kurven 
3. Ordnung (vom Index 1). 

Projiziert man die Kurve aus einem Punkte einer in reellen Punkten 
schneidenden Sehne eimes Kurvenzuges, so erhilt man eine ebene Kurve, 
die aus nm — 2 Ziigen 3. Ordnung (vom Index 1) besteht, von denen einer 
und nur eimer (Satz 4) eine Schleife hat. Da zwei unpaare Kurvenziige 
in der Ebene einander mindestens in einem Punkte schneiden, so besitzt 
iy +1 Doppelpunkte. Fiir das Ge- 
schlecht p der gewundenen (algebraischen oder nicht-algebraischen*)) Kurve 


ergibt sich hieraus die Relation: 


p<("3 \—(" 2 )- eae 


die Projektionskurve mindestens 


Eine irreduzible algebraische Kurve vom Geschlecht p kann héchstens 
p+1 reelle Ziige haben. Fiir algebraische Kurven kann daher in jener 
Relation fiir p nur das Gleichheitszeichen gelten. Eine algebraische ge- 
wundene Kurve ». Ordnung vom Maximalindex mit der Maximalzahl reeller 
Ziige besitzt daher immer h = 4 a: *) +1 scheinbare Doppelpunkte und 
kann keincn wirklichen Doppelpunkt besitzen. 

Merkwiirdiger Weise liBt sich diese letzte Tatsache nun auch fiir 
nicht-algebraische Kurven der betrachteten Art erweisen, wofern man nur 
Ziige mit Ecken, wie sie z. B. mittelst passender Durchschneidung des 
Doppelpunktes eines paaren Zuges 4. Ordnung vom Index 2 (etwa einer 
rationalen Kurve 4. Ordnung 1. Spezies) entstehen, aus der Betrachtung 
ausschlieBt. Angenommen nimlich, die Kurve besiBe einen wirklichen 
Doppelpunkt, so kénnte dieser (nach Satz 4) nur Schnittpunkt zweier der 
n—2 unpaaren Ziige sein, aus welchen die Kurve (vom Maximalindex 
mit der Maximalzahl von Ziigen) besteht (Satz 6). Man kénnte daher die 
Kurve (aus einem Punkte einer nicht durch den Schnittpunkt der beiden 
Ziige gehenden Sehne derselben) sicher so projizieren, daB zwei der n — 2 
unpaaren Ziige der Projektionskurve einander in (mindestens) zwei Punkten 
P, und P, schnitten. Da zwei unpaare Ziige einander stets in einer un- 
geraden Anzahl von Punkten schneiden, so wiirde die Verbindungsgerade 
jener beiden Punkte P, und P, mit der Projektionskurve mindestens 


*) 


) 8. die in der Einleitung gegebene Definition von p. 
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2-3 +(n—4)-l1—n+2 Punkte gemein haben, was fiir eine Kurve 
n. Ordnung unméglich ist. Hieraus folgt zugleich, daB auch fiir die nicht- 
algebraischen Kurven n. Ordnung vom Index n—2 mit der Maximalzahl reeller 
Ziige die (Maximal-)Zahl h der scheinbaren Doppelpunkte immer . mi *) rd 
betrdgt, so daB in der angegebenen Relation fiir das ,,Geschlecht“ p auch 
fiir diese nur das Gleichheitszeichen méglich ist. In Verbindung mit den 
Siitzen 3, 4 und 5 ergibt sich so der bemerkenswerte folgende 

Satz 7. Jede irreduzible gewundene algebraische oder von Ecken freie 
nicht-algebraische Kurve n. Ordnung vom Mazimalindex mit der Mazximal- 
zahl reeller Ziige hat nur einfache reelle Punkte, Tangenten und Ebenen. 

Diese Kurven sind daher in gestaltlicher Hinsicht die denkbar primi- 
tivsten gewundenen Kurven ». Ordnung. Das Fehlen singulirer Punkte 
(im algebraischen Sinne) laBt iiberdies erwarten, daB sich der Nagysche 
Satz im Raume leichter erweisen lassen wird, als in der Ebene, was in 
der Tat der Fall ist, wie sogleich gezeigt werden soll. 


III. 
Beweis der Existenz gewundener (algebraischer und nicht-alge- 
braischer) Kurven n. Ordnung vom Maximalindex mit der Maximal- 
zahl reeller Ziige, wie tiberhaupt des Nagyschen Satzes. 


Gegeben sei ein einschaliges Hyperboloid. Die Erzeugenden der einen 
Schar mégen s, die der anderen ¢ heiBen. Auf diesem Hyperboloid be- 
trachten wir eine irreduzible Kurve 3. Ordnung (2, 1), welche die Er 
zeugenden s teils in 0 und teils in 2 reellen Punkten schneiden mige 
und also jede Erzeugende ¢ in einem Punkte kgeuzt. Eine solche Kurve 


3. Ordnung bildet mit einer Erzeugenden s, welche 





Pas | sie in zwei reellen Punkten treffen mége, eine 
~— reduzible Kurve 4. Ordnung mit zwei Doppel- 
me punkten, von der man durch passende Auflésung 





ziblen Kurve 4. Ordnung mit Doppelpunkt, welche 
\\ aus einem Zuge vom Index 2 besteht, bzw. zu 


P einer aus zwei unpaaren Ziigen gebildeten Kurve 


No —;— eines oder beider Doppelpunkte zu einer irredu- 








y 4. Ordnung gelangen kann (s. Fig.): Jeder Zug 


der letzteren schneidet jede Erzeugende ¢ in 





y einem, eine Erzeugende s hingegen in 0 oder 2 
v4 ~ _._— reeillen Punkten. Und die erstere (rationale) Kurve 
4. Ordnung kann in ihrem Doppelpunkte (mittels 
—_f—_— der durch diesen hindurchgehenden Erzeugenden s) 
so zerschnitten werden, daB jeder Teil ebenfalls 
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aus einer (nicht-algebraischen) Kurve 3. Ordnung (mit Ecke) gebildet wird. 
In jedem Falle gehiren die Teilkurven 3. Ordnung mit der algebraischen Aus- 
gangskurve (2,1) einer und derselben Schar [(2,1)] an. Wir kénnen daher 
durch Hinzunahme weiterer Erzeugenden s, welche je eine der Teilkurven 
(2,1) in zwei reellen Punkten schneiden (und niemals eine weitere Teil- 
kurve treffen kénnen), jeden der beiden Prozesse nach Belieben aufs neue 
ausfiihren und damit zu Kurven beliebig hoher Ordnung gelangen. 

Dabei darf ich vielleicht daran erinnern, da8 man in passend gewihlten 
Koordinaten auf dem Hyperboloid jede irreduzible algebraische Kurve durch 
eine gleich Null gesetzte rationale ganze Funktion rein darstellen kann, 
so daB man die verwendeten Auflésungsprozesse in dem von dem Hyper- 
boloid getragenen doppelt biniiren Gebiet genau so wie in dem terniiren 
Gebiete der projektiven Ebene auch analytisch verfolgen kann. 

Man erhilt so den 

Satz 8. Es gibt auf dem einschaligen Hyperboloid gelegene (alge- 
braische) Kurven n. Ordnung vom Masximalindex und zwar hyperelliptische 
Kurven (2,n—2), welche die Erzeugenden s der einen Schar in 0 oder 2 
reellen Punkten schneiden und die Erzeugenden t der anderen Schar je in 
n —2 stets reellen Punkten kreuzen. Dabei kann die irreduzible Kurve n. 
Ordnung aus Ziigen jeder Ordnung n(3—2n,<n) und in jeder Kombination 
bestehen, wofern nur 


vy 


a (n,—2)—n—2 

ist, d. h. die Summe der Indizes k,—=n,—2 jener Ziige n—2 betragt. 
Bin Zug vom Index k, kann als aus der Verschmeleung von k, Ziigen 
3. Ordnung (vom Index 1) hervorgegangen betrachtet werden: er enthiilt 
k, — 1 Doppelpunkte, in denen er mittels der durch sie hindurchgehenden 
Erzeugenden s so zerschnitten wird, dap er in k, (nicht-algebraische) 
Kurven (2,1) zerfillt, welche séimtlich mit den (etwa vorhandenen) Ziigen 
ohne Doppelpunkt einer und derselben Schar |(2, 1)| angehiren. Kein Zug 
kann mit einem anderen einen Punkt gemein haben. 

Nimmt man von einer algebraischen Kurve (2, —2) vom Maximal- 
index einen oder mehrere Ziige fort, so erhalt man stets eine nicht-alge- 
braische Kurve m. Ordnung gleicher Art (2, m—2) vom Maximalindex: 
Damit ist auch die Existenz nicht-algebraischer Kurven beliebiger Ordnung m 
erwiesen, welche dem Nagyschen Satze geniigen, wofern man nur das Ge- 
schlecht p durch die Gleichung 


on (",')-h-a 


detiniert, wo h die Maximalzahl der scheinbaren und d die Anzahl der 
wirklichen Doppelpunkte bedeutet. 
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Eine algebraische oder nicht-algebraische Kurve (2,n—2) vom Maxi- 

malindex mit d (0=d<n—3) Doppelpunkten hat das Geschlecht 
p=n—3—d. 
Das gibt auf Grund des vorigen Satzes den folgenden 

Satz 9. Jede algebraische Kurve (2,n—2) vom Mazimalindex le- 
sitet die grifte Anzahl von Ziigen, welche ihr Geschlecht zulaéBt: sie ist 
orthosymmetrisch. 

Projiziert man eine solche Kurve (2,—2) mit d Doppelpunkten 
stereographisch, so erhilt man eine ebene hyperelliptische Kurve n. Ordnung 
mit einem (m—2)-fachen Punkte und d+1 einfachen Doppelpunkten 
(von denen der eine und nur dieser auch stationir oder isoliert sein kann). 
Simtliche Aste des (nm —2)-fachen Punktes sind reell, desgleichen die 
simtlichen 2p + 2 = 2(m—2—d) ,, Verzweigungsgeraden“, d. h. Tangenten, 
welche aus dem (m—2)-fachen Punkte an die Kurve (die Ausgangskurve 
des Herrn Nagy) gezogen werden kénnen . . 


Hannover, den 19. April 1916. 


Inzwischen habe ich gezeigt*), dab auf dem Hyperboloid auch uni- 
kursale Kurven n. Ordnung vom Maximalindex ohne Doppelpunkte existieren. 
Es sind dies die (algebraischen und nicht-algebraischen) Kurven (1, » — 1), 
welche jede Erzeugende des Hyperboloids der einen Schar in einem und jede 
Erzeugende der anderen Schar in »—1 reellen Punkten schneiden. 

Zu demselben Resultat ist auch Herr Juel gefiihrt worden**), der sich 
schon im Herbst 1914 (in einem im Kopenhagener Mathematiker-Verein ge- 
haltenen Vortrage) mit dem gleichen Gegenstande befaBt hat. Herr Juel 
hatte sich die Aufgabe gestellt, alle auf einer Regelfliche zweiter Ordnung 
liegenden Elementarkurven n. Ordnung vom Maximalindex zu bestimmen 
Die Lisung seiner Aufgabe fiihrt gerade auf die beiden auch von mir be- 
trachteten Gattungen unikursaler Kurven (2,n—2) mit » —3 Doppelpunkten 
und (1,#—1) ohne Doppelpunkt. Die zitierte Arbeit Herrn Juels enthilt 
noch andere bemerkenswerte Resultate, wie z. B. Angaben tiber Klasse, Rang 
und Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der betrachteten Kurven, so daB Herrn 
Juels und meine Publikationen einander (in der Tat) auf das schénste ergiinzen. 


Hannover, Juni 1917. 


*) Gewundene reelle Kurvenztige beliebig hoher Ordnung ohne reelle Singularitiit, 
Situngsb. d. K. Bayer. Akad. d. Wissensch., Math.-physik. Klasse 1916, 8. 201. 

**) Die gewundenen Kurven vom Maximalindex auf einer Regelfliiche 2. Ordnung, 
D. kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, Naturvidensk. og Mathem. Afd., 8. Rk., II. 5 
(1917), S. 280. 
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Uber Greensche Randwertaufgaben bei der Schwingungsgleichung.*) 
Von 


Ricnarp BAr in Géttingen. 


Die Aufgabe, bei vorgegebenen Randbedingungen Liésungen der Dif- 
ferentialgleichung 
(I) Au — Bu = 0 
fiir einen ebenen Bereich zu finden, fiihrt — wenn das Problem schon 
fiir einen Parameterwert i, gelist ist — auf eine lineare, inhomogene Inte- 
gralgleichung, deren Kern die zur bereits gelésten Aufgabe gehérige Green- 
sche Funktion G(p,q) zweier Punkte p und g des Gebietes ist. Fir ein 
endlich ausgedehntes Gebiet (Innengebiet) J existiert nun 


[{\G(p, @)}*dpdq, 
v3 
wihrend dies fiir ein unendlich ausgedehntes Gebiet (AuBengebiet) A 
nicht der Fall ist. Im folgenden wollen wir zeigen, dab, wenn G(p, q) 
die zur ersten Randwertaufgabe gehérige Greensche Funktion und g(p) eine 
willkiirliche Funktion ist, die der Bedingung {9°(p) dp <1 geniigt, das 
A 


Doppelintegral 
[| @(p, 2) 9(p)9(@) dp dq 


AA 
einen endlichen Wert hat, d. h., daB in diesem Falle der Kern der Inte- 
gralgleichung beschrinkt ist. 

Wir machen in bezug auf den zugrunde gelegten Bereich A folgende 
Voraussetzungen:**) Seine Begrenzung bestehe aus einer endlichen Anzahl 
getrennt liegender, sich nirgends durchschneidender oder beriihrender, ge- 
schlossener Einzelkurven C. Diese sollen als durchaus regular angesehen 


*) Auszug aus der bei Herrn Prof. Hilb angefertigten Wiirzburger Dissertation. 
“) Siehe J. Plemelj, Uber lin. Randwertaufg. d. Potentialtheorie. Monatsh. d. 
Math. u. Phys. 15, Wien 1904, S. 373f. 
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werden, d. h. der Winkel zwischen zwei Normalen in benachbarten Punkten 
soll den Kleinheitsgrad der Distanz dieser Punkte haben. Als ,,Aufen- 
punkt“ bezeichnen wir einen Punkt, wenn er nicht in der Begrenzung 
liegt, und die Anzahl der Schnittpunkte der durch diesen Punkt gehenden 
Geraden mit dem System von Kurven auf beiden Seiten des Punktes eine 
gerade ist. Der ,,AuBenbereich* A besteht aus der Gesamtheit der AuBen- 
punkte. 


S 2: 
Eindeutige Bestimmung der Lésung. 


Eine Lésung u(p) der Differentialgleichung (1) ist durch folgende 
Bedingangen eindeutig bestimmt: 

1. u(p) soll im Gebiete A der Gleichung (I) geniigen; /* soll auch 
komplexe Werte annehmen diirfen, mit der Einschrinkung, daB zuniichst 
Rik) >O sei. 

2. Nihert sich der Punkt p der Randkurve C, so soll u(p) vorge- 
gebene Werte U(s) annehmen. 

3. Riickt p ins Unendliche, so sollen u(p) und ‘ ne nicht stirker 
unendlich werden, als eine beliebige Potenz von r, wenn unter r die Ent- 
fernung des Punktes p von irgend einem festen, im Endlichen liegenden 
Punkt p’ verstanden wird. 

Sei nun p’ ein fester Punkt des Gebietes J und sei C* eine beliebige, 
geschlossene, reguliire Kurve, die der einzigen Bedingung geniigt, daB die 
Entfernung r,,» jedes Punktes ¢* auf C* vom festen Punkte p’ sehr groB 
wird im Vergleich zur Entfernung r,,, jedes Punktes ¢ auf C von p’. Wir 
umgeben ferner den Punkt p, in dem die Funktion u(p) berechnet werden 
soll, mit einem sehr kleinen Kreis x und wenden auf das von C, C* und x 
begrenzte Gebiet A, und die beiden Funktionen u=—u(q) und 


bd ~~ 2krg p™ ; 
v= Hikr =e krop } ; du (Hankelsche Funktion erster Art) 
. 7 ) 


/u+ u* 
den Greenschen Satz 


: : Ov Ou 
| (udev — vdu)dq=— | (u an sn) a 
\ 


. 
A, C,C*,x 


an, wobei / ein Doppelintegral und dq das zugehérige Flichenelement 


ri 
bedeutet. So erhalten wir fiir u(p) die Integralgleichung 


‘ , 0H(tkr,,) , du(s 
2 = 7 *P a 4 ) Ss 
(1) 22 u(p) } | U(s) an H(ikr,,) = ds. 


e 
ris 
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Hierbei ist der Integrationssinn der positive und die Normale in das Ge- 
biet A gerichtet. Man sieht, daB die Forderung, u(p) solle in der Form 
(1) darstellbar sein, iiquivalent ist mit der, daB u(p) die Bedingungen 
1—3 erfiillen soll. Wir fassen daher den Ausdruck (1) als Definitions- 
gleichung fiir u(p) auf. Um den Existenzbeweis fiir diese Funktion zu 
erbringen, setzen wir sie in der Form 





. 0H (ikr,,) 
(2) u(p)= J (s) : ds 
. on 
) 


an. Niheit sich der Punkt p dem Punkte ¢ auf C, so ist also 
; , 6 H(ikr,,) 
(3 xu(t) + | u(s) > - 


ri 


,  ads= Ui). 

Auf diese Gleichung zur Bestimmung von u(t) ist fiir hinreichend grofes 
k die Neumannsche Reihenentwicklung anwendbar.*) Der Eindeutigkeit 
der Lésung sind wir sicher: Die Differenz zweier Lisungen wiire eine 
Eigenschwingung des Gebietes A. Eine solehe kann aber fiir diesen 
Parameterwert nicht existieren. In dem oben ausgeschlossenen Fall, dab k 
rein imaginar ist, gibt die im folgenden heranzuziehende allgemeine Theorie 
fiir lineare Integralgleichungen mit beschrinktem Kern Auskunft tiber das 
Verhalten der Greenschen Funktion.**) 

Sommerfeld***) verlangt von der Funktion u(p), die im unendlichen 
Gebiet A eine Lésung der Gleichung (1) ist, statt der hier genannten Be- 
dingung 3, daB sie, um eindeutig bestimmt zu sein, auf der sehr ent- 
fernten Kurve C* die sogenannte ,,Ausstrahlungsbedingung“ 


1 
3 { cw (t”) 


ik, u(t®) cos (rn)} = 0 
l @n =o 


lim r 


r=@ 


erfiillen muB, wo unter r die Entfernung des Punktes ¢* auf C* vom 
Punkte p’ verstanden wird und k = ik, gesetzt ist, so daB die Differential- 
gleichung nun Au + k,?u = 0 lautet. 

Diese Ausstrahlungsbedingung ersetzen wir durch die physikalisch 
damit aquivalente, daB sich die Lésung u(p) nach Multiplikation mit e~‘**, 
wo t die Zeit und m die Frequenz der Schwingung bedeuten, wie eine 
fortschreitende divergierende Welle verhilt, also fiir groBes r asymptotisch 

i(kr—nt) 
gleich const. - wird, eine Bedingung, die auch bei Sommerfeld 
Vr 

*) Fir den Beweis vgl. meine Dissert. (im folgenden mit a. a. O. bezeichnet) S. 4 ff. 

**) Wird endlich R(k) <0, so ist die Hankelsche Funktion zweiter Art heranzuziehen. 

***) A. Sommerfeld, Die Greensche Funktion d. Schwingungsglchg., Jahresber. d. 
Deutsch. Math. Ver. XXI 1912 (10/12), 8. 326ff. 
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primar gestellt wird, und aus der dort auf die Ausstrahlungsbedingung 
geschlossen wird. DaB unsere Lisung dieser Bedingung gentigt, habe ich 
in meiner Dissertation*) gezeigt. 


§ 2. 
Beweis, daB die Greensche Funktion beschriinkt ist. 


Die Greensche Funktion erster Art G(p,q) die im Gebiete A, mit 
Ausnahme des Punktes q der Gleichung (1) geniigt, die verschwindet, 
wenn sich der Punkt p dem Punkte ¢ auf der Kurve C nihert, und die 
auBerdem bei festgehaltenem q wie e~*’?’ verschwindet, wenn p ins Un- 
endliche riickt, setzen wir in der Form 


(4) G(p, q) — Hlikr,,) - J u(s) 2 H(ikr,,) ds 


an. Die Belegung u(t) bestimmt sich aus der Gleichung 
(5) at u(t) + fue) < H(ikr,,) ds = H(ikr,,). 


Auf dieselbe ist, wenn wir & reell und hinreichend gro8 annehmen, wieder 
die Neumannsche Reihenentwicklung anwendbar. Also existiert die Green- 
sche Funktion fiir einen solchen Parameterwert k,. Die durch (1) defi- 
nierte Funktion u(p) existiert dann auch und ist, wie aus dem Green- 
schen Satz folgt, in der Form 


u(p) = | us) 4 G(s, p)ds 


2a, 
f 


darstellbar. 
Sei nun g(p) eine willkiirliche Funktion, die der einzigen Bedingung 


(6) | 9°(p) dp < 1 
i 
geniigt, so ist zu zeigen, daB das Doppelintegral 


| J G(p, @) 9(p) 9(q) dp dq 


1A 


einen endlichen Wert hat. 
Um unsere Behauptung zu beweisen, umgeben wir die Kurve ( mit 
zwei sehr grofen Kreisen x und x’ mit den Radien 9 und 9” = 29 


*) a. a. O. S. 28f. 





du 
ste 
0 
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durch das gemeinsame Zentrum p’ (siehe neben- 


i 
stehende Figur). Wir bezeichnen mit A’ das von Pag " 
C und x’ begrenzte Flichenstiick. Sei g*(p) eine 


willkiirliche Funktion, die allein der Bedingung re \ 
Nd 


7 P, 
g**(p)dp <1 \ aes 
4 \ \ ae 
geniigt. Wir zeigen, daB der Ausdruck ‘* * 
(7) I J G(p, a 9*(p) 9*(@ ap dg — 


¥ 4X 
unterhalb einer festen Grenze bleibt, wenn o' beliebig groBe Werte an- 
nimmt. Zu diesem Zwecke konstruieren wir die zur ersten Randwertauf- 
gabe gehérige Greensche Funktion G(p,q) des Innengebietes des Kreises 
x’, das wir mit x, bezeichnen. Sei weiter g(p) eine willkiirliche Funk- 


tion, die { 9*(p) dp <1 erfillt; und schlieBlich sei 4“) der kleinste der 


*%e 
simtlich positiven Eigenwerte der Gleichung Au + Au —0 fiir den eine 
im Gebiete x, nicht identisch verschwindende Liésung existiert, die auf x’ 
verschwindet. Dann ist*) 


1 


(5) Sf Gi(p,q) G(p) G(q) dpdq< wR 


Lassen wir sodann den Radius 9” des Kreises x” beliebig grobe Werte an- 
nehmen, so wird doch 4) >0 bleiben. Der Ausdruck (8) bleibt daher 


endlich. Uber die Funktion 7(p) machen wir nun die Annahme: 
9(p) =0 in dem von x und x” gebildeten Kreisring, 
7(p) =g*(p) im Gebiete A’, 
7(p) =0 im Innengebiete J von C. 


Dann wird aus (8) 


,. . ? 1 
(9) SJ G(x, a) \9*(»)| \g*(@| ap dq < ua ke 
A’ A’ 
Wir setzen 
(10) G (p,q) = H(ik,r,,) -| v(s) H(ik,r,,) ds, 
wobei sich v(s) bestimmt aus 
(11) xv(t) +f v(s) < likyr,)ds = H(ikyr,,). 


¥ 


*) D. Hilbert, Géttinger Nachr. 1904, 8. 49 Satz 9. 
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Dann folgt aus (4) und (10) 
(12) G(p,¢q) = G(p, 9) + v(s) = 2 H(ikyr,,) as — fu(s)% H(ik,r,,) 
2" ¢ 


Also haben wir 


dain (p) 9 9*(@) dp da <mwey 


+ ff fo Fn H(ik,r,,)ds | + Jor H(ikr,,)ds_ g*(p)| g*(q)\dpdg. 


Da nun bei der ersten Randwertaufgabe*) 
(13) H(ik,r,,) > f w(s) 4 H(ikyr,,) as 
¢ 


ist, wiirde es geniigen, nur das letztere der beiden Integrale 


(14) JJ Je (s) 2 H(ik,r,,)ds \g*(p)| \g*(q)| dp dq 
und 
(15) SS fro Miner r,,)ds| \g*(p)| \g*(q)| ap dq 


abzuschitzen, um unsern Satz, daB die Greensche Funktion beschrankt ist, 


za beweisen. Damit aber der Beweis auf andere Randwertaufgaben tiber- 
tragbar ist, wollen wir von der Eigenschaft (13) keinen Gebrauch machen, 
sondern beide Integrale abschiitzen. 

Weil die Entfernung des Kreises x” von Punkten des Gebietes A> 9’ 
ist, erhalten wir aus (11) fiir die Belegung v(s) im Ausdruck (15) aus 
der Neumannschen Reihe fiir hinreichend grofes ‘ 


x v(t) < Maximum von HA(ik,r,, iF &<1**) 


~, 
*) a. a. O. 8. 9. 
a. a, O. 8. 8, Gleichung (23). Die dort gegebene Abschiitzung des Integrals 


. 


7] , 
J an H(ik, P52) ds 


an 


ist hier insofern noch zu verfeinern, als die Kurve x” ein Kreis mit beliebig groSem 























alt 


(1 


(1 


al 
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also, wenn k, so groB genommen wird, dab @ <4 wird, 

(16) av(t) < 2H(ik,o’). 

Fiir hinreichend groBes 9’ gilt die asymptotische Darstellung 
(eke a’ a... —ke 

(17) Hike’) ~ V a5 e~ he’, 


Dann folgt aus der zweimaligen Anwendung der Schwarzschen Ungleichung 





b 


. > h 
Sf 9@) w(x) daz< V i (p(a))? dx J (w(x)? dx 


a 


auf das Integral (15), daB 


If [v(s) H(ik,r,,) ds | |\g*(p)| \g*(q)| dp dq 


S V Sf { fois) . H(ikr,,) ds} dp dq 


A’ A 
A A 


ist, und durch Einsetzen von (16) und (17) wird das Integral (15) 


, ko" | ff {2 x é 2 
A’ A x 


Hierin ist r,, > 9’, also bleibt der Integrand bei wachsendem 9g’ unterhalb 


~ 


Radius g’ ist. Statt die Kurve wie dort in zwei Teile C, mit r,,< und C, mit 
Ys 

f.> 5 zu zerlegen, teilen wir sie in drei Stiicke, so dai auf C, wieder r,,< = 

VA, Ve, 

auf C, r,,<1 und auf C, r,,>1 wird. Fir C, und C, ist jene Abschiitzung 


brauchbar, auf C, ist <r,,<8, wobei m nur von der Gestalt der Kurve abhingt. 
; n 


Dann wird nach Gleichung (8) a. a. O. fiir k,-s=u 


: 


é it ie. 2°) 
=— H(ik,r,,)\d Jose o T 248 
J on Sts —< us (ex)! 2k,? | vas! 


3 





<2 foc “an { V ee |. mM 
l(ex,)! . k,? 


wobei M eine von k, und e’ unabhiingige Zahl ist. Die Gleichung (11) fiir »(¢) hat 
also als Lisung die Neumannsche Reihe 


aa 1 - 1 1 ~ — . ’ 
v(t) = a Hikry—+ ft H (ik, 1,,) an H(ik, r,,) 48+ --- 
’, 
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einer von 9 unabhingigen Zahl. Das Integrationsgébiet wird nur wie 
eine Potenz von 9’ unendlich, wahrend vor dem Integral e~“¢ steht. Also 
folgt, daB das Integral (15) unterhalb einer von 9’ unabhiangigen Grenze 
bleibt, die fiir hinreichend groBes k, oder 9’ sogar beliebig klein ange- 
nommen werden darf. Wir haben noch den Ausdruck (14) abzuschiitzen. 
Hier tritt noch insofern eine Komplikation ein, als das Integrationsgebiet 
an die mit Masse belegte Kurve C heranreicht.. Zur Abschitzung legen wir 
um den Punkt p’ einen Kreis, dessen Radius R so groB aber endlich und 
fest gewahit werde, daB fiir jeden Punkt p auBerhalb desselben H(ék,r, ) 


und — H(ik,r,,) sich asymptotisch verhalten wie ¢~"s». Potenz von r,.. 

on sp sp 
Mit A, baw. A, bezeichnen wir das Gebiet von A’ innerhalb bzw. auBer- 
halb dieses Kreises. Liegen die Punkte p und q beide in A,, so hat der 


Ausdruck (15) einen endlichen, von 9’ unabhiingigen Wert. Dasselbe gilt 
wegen der asymptotischen Darstellung von H(ik,r) und A. H(ik,r), wenn p 
und qg beide im Gebiete A, liegen. Es bleiben noch die zwei Fille m 
betrachten, dab p in A, und gq in A,, und daB p in A, und g in A, liegt. 

Im ersten Fall erhailt man fiir hinreichend groBes k, aus der Neu- 
mannschen Reihe*) 


a p(t) < 2H (ik, (R*—a)) 


wobei der Punkt g nun auf einem Kreis vom Radius R* > R um p’ als 
Zentrum liegen soll, sodaS r,,> R*—a wird, wo a eine nur von der 


Gestalt der Kurve C abhiingige Konstante ist. Nach Anwendung der 


Schwarzschen Ungleichung fiir diesen Teil des Ausdrucks (14) sehen wir, 
daB er 


2 - asia Si ¢ y= 2 
< - V J { H (ik, R*- a)}* | Lf i H(ikr,,) as| dpdq 
A, A, 


wird, mithin bei wachsendem 9’ unterhalb einer von 9’ unabhingigen 
Grenze bleibt. 
Nun ist nur noch das Integral 


Ii fu) & HGkyr,,)as 9*(p)| 9*(q)|\ dp dq 


, |? ae 


zu betrachten. Wir miissen wissen, wie stark w(s) unendlich wird, wenn 
sich der Punkt g der Kurve C nihert. Dazu berechnen wir die lésende 
Funktion der Integralgleichung (5). Sie ist definiert durch die Gleichung 





*) a. a. O. S. 84 





(1 
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- ~ , C . o . 
(18) a K(, t) +f K(t, s) an H(ik,r,,) ds = an H(ik,r,,), 
e 

deren rechte Seite immer endlich und stetig bleibt, da wir keine Ecken 
und Spitzen angenommen haben. Auf (18) ist die Neumannsche Reihen- 
entwicklung anwendbar, d. h. K(r,¢) hat denselben Charakter wie 
4d H(ik,r,,). Dann folgt aus Gleichung (5) 
on 


au(t) = A(ik,r,,) —{ K(s,t) H(ikr,,) ds. 


Das Integral rechter Hand bleibt endlich, auch wenn g auf die Kurve C 
riickt, wir haben also 


(19) au(t)| << A ik,r,,) + M, 


wo M eine nur von der Gestalt von C abhiingige Konstante ist. Diesen 
Wert von u(t) setzen wir in das obenstehende Integral ein und finden 
wieder nach Anwendung der Schwarzschen Ungleichung, daB es 


/ ‘ . y 
c+ V Sf | | (HG, + Mf H(ik,r,,) as} dp dq 
A, ( 


A, 


ist. Dieser Ausdruck bleibt bei wachsendem 0’ unterhalb einer von Q’ 
unabhingigen Zahl. 

Damit ist der Beweis fiir die Beschriinktheit der Greenschen Funk- 
tion in einer Weise erbracht, daB er sich auf die andern in meiner Disser- 
tation behandelten Randwertaufgaben iibertragen laBt, weil fiir jede dor! 
genannte Randwertaufgabe der kleinste Eigenwert 4") des herangezogenen 
Hilbertschen Satzes oberhalb einer festen, negativen Zahl liegt. Man er- 
halt vermittels der von Hilbert*) und Hellinger**) fiir quadratische Formen 
aufgestellten Theorie die zu diesem Kern gehérige Integraldarstellung will- 
kiirlicher Funktionen.***) 

Hellinger erhiilt die entsprechende Darstellung aus dem Cauchyschen 
Residuensatz durch Grenziibergang in die Achse des Reellen unter Be- 
nutzung der Eigenschaften positiv-definiter Formen. 

Setzt man nun G(p,q) als Funktion von k* tiber die Achse des 
Reellen fort, so wird, so weit eine analytische Fortsetzung iiberhaupt 
méglich ist, die Greensche Funktion im Unendlichen die Randbedingungen 


*) D. Hilbert, Géttinger Nachr. 1904, 8. 234ff 
**) E. Hellinger, Journ. f. d. r. u. a. Math. 136 (1909), 5. 210ff 
***) Siehe auch H. Weyl, Math. Ann. 64, 8. 273 ff. 
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nicht mehr erfiillen mitissen. Sommerfeld,*) der diese Integraldarstellung 
fiir einzelne Fille explizit angegeben hat, kann nun in diesen Fiillen das 
Integral tiber die Achse des Reellen hinweg ziehen und schlingt seinen 
Integrationsweg um Pole der analytisch fortgesetzten Greenschen Funk- 
tion. Die zu diesen Polen gehérigen Residuen erfiillen natiirlich nicht 
mehr die Bedingung, im Unendlichen wie eine e-Funktion zu verschwin- 
den, d. h. sie sind fiir unsere Theorie keine Eigenfunktionen mehr, spielen 
jedoch wie Sommerfeld bemerkt, fiir andere Probleme der theoretischen 
Physik eine groBe Rolle; fir diese Probleme sind die Residuen durchaus 
als Eigenfunktionen anzusprechen. 


*) A. Sommerfeld, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. XXI (1912), S. 326ff. 
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Vektorielle Begrindung der Differentialgeometrie. 
Von 


GeRHARD HESSENBERG in Breslau. 


I. Die Christoffelsche Transformationsrechnung. 


§ 1. Christoffelsche Kovarianten. 


Durch die Bedeutung, die die Theorie der quadratischen Differential- 
formen neuerdings fiir die Relativititstheorie erlangt hat, gewinnt die 
Frage aufs neue Gewicht, ob und wie der umfingliche und schwerfillige 
Formelapparat dieser Theorie vereinfacht, wenn nicht umgangen werden 
kann. Die Versuche, die bisher in dieser Richtung unternommen worden 
sind,*) stiitzen sich im wesentlichen noch immer auf Christoffels be- 
riihmte Transformationsrechnung;**) ehe wir daran gehen, diese durch 
eine geometrische Betrachtung zu ersetzen, wollen wir ihren Gedanken- 
gang kurz aufzeichnen. 

Bei Einfiihrung never unabhiingiger Variabeln v' bis v" an Stelle 
von «’ bis u* werde identisch: 


(1) >, % du du = S" b,, dvt dv’.**) 


i,k 0,6 
auch |b,,| von Null verschieden. Alle Zeiger gehen von | bis n. 
Erste Differentiale und Formkoeffizienten transformieren sich alsdann 
linear und homogen mit Substitutionskoeffizienten, die rationale ganze 


Hierbei sei a,, = a,,, also b,,=—b,,, ferner die Determinante |a,,|, also 


*) Vor allem der ,,absolute Differentialkalkul“ von Ricci und Levi-Civita, Math. 
Ann. 54, wo weitere Literatur angegeben ist. 

**) Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades, 
Crelles Journ. 70, 1869. 

***) Die Bedeutung des Hoch- und Tiefstandes der Zeiger fiir Ko- und Kontra- 
gredienz wird weiter unten angegeben werden. In den bisherigen Darstellungen war 
es iiblich, an den Variabeln und ihren Differentialen eine Ausnahme zu machen und 
du; fiir du‘ zu schreiben. Eine folgerichtig durchgefiihrte Symmetrie zwingt uns 
hier zur Beseitigung dieser Ausnahme. Da die Gefahr einer Verwechslung der 
hochstiindigen Zeiger mit Potenzexponenten nicht auftritt, kann ihre Einklammerung 
unterbleiben und fiir einen besonderen Bezeichnungszweck vorbehalten werden. 


i18* 
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Funktionen der Ableitungen der alten Variabeln nach den neuen sind; 
z. B. wird 


i 
: Cu 
(2) dui = ave dv’, 
oO 
¢ Y au’ ¢ ué 
(3) bo = S G;, = . 
ga *® ove ov 


i,k 


Gleichung (3) ist mit (1) gleichbedeutend. Allgemein besagt 


i i 9,,! 
du" du? dum 
(4) B =. > A, ; + : 
G1 Go Om St '' tm CVC, CVO C VOm 
od 


tm 


daB folgende m-fach linearen Formen ineinander tibergehen: 


>’ y 
A y a fae n= ; re. 0m 
(5) A, ...;,, 4,0 due Z B, ... on, 4* d,ve™. 
hy tm “a Cm 
Bei der Transformation hdherer Differentiale und abgeleiteter Form- 
koeffizienten treten auch die Ableitungen hdherer Ordnung der Variabeln 
uw’ nach den v? in den Substitutionskoeffizienten auf. Beispielsweise folgt 
aus (3): 
. ab, yoda au’ ou® aw .) Ou! Ou dub atu! 
at ya S ars ( ) 
Cc 


1 kad Ow Ove Ov Out | kad 


or vecut dv Ove AvIdut 
i,k, i, A 
Die Anzahl der Gleichungen (6) ist infolge der Symmetrien b, ,=b,,, 
atu’ aru’ 


-.98 1 is . a . 
- =, ebensogr i P » diejenige der zweitei 
a, @ ee bensogroB, nimlich , n*(n+1), wie diejenige der zweiten 


Ableitungen der wu’. Daher liegt der Versuch nahe, sie nach diesen auf- 
zulésen. Er gelingt und ergibt: 
(7 é*u Spe oy/ au Spi ky aut au 
¢) ~ = om 
cvedcrv? ae | tt j ovr — | l j ave ovr 
tT 


t,A 


Darin ist mit Christoffel zur Abkiirzung gesetzt: 


(2 fi k) tes 1 DS [ Gaia 4 CGki daa 
ee 2 a | out ow Ou |’ 
4 J 


und (a‘*) bezeichnet die zu (a;,) reziproke Matrix, also a‘* die durch die 


@ 5)" 
J 
ist véllig analog aus den Koeffizienten und Variabeln der transformierten 


Determinante |a,,| dividierte Unterdeterminante von a,,. Die GréBe 


a] 


' 7 0 J " 2 
Form 2 b,, dv? dv’ zu bilden. 

Nunmehr kénnen wir aus jeder Transformationsgleichung die etwa 
auftretenden héheren Ableitungen der Variabeln fortschaffen und miissen 


dann auf eine Gleichung vom Typus (4) gefiihrt werden, welche als 








Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie. 189 


Kovarianz (5) gedeutet werden kann. Bilden wir beispielsweise in (4) 
beiderseits die Ableitung nach v’, so ergibt das Eliminationsverfahren 
nach einer naheliegenden und harmlosen Umformung unmittelbar: 

Da," as" ‘ 9 ke” 

ou* ou* ou™ ou 
(9) B = >" A, * hace aa’ S ; 

01 G2 on hh m*® QUOC, CvOs Cvem ve 
Ay + tm sh 


sagt also aus, daB die m-fach lineare Form 


= 
(10) > A, bass ig bh 1 du --+d uim du 
k 


*) tm 


eine Kovariante von 


= k by , l So 
at, diiduk und 2A, , dyuh---diu 


ist. Die Koeffizienten dieser Kovariaunte: 


Mm n 
CA a sf. 5 
a, #°**tm , f “| A 
(11) A, A hae aw ines > > . gs A, fui Aiuti>*> tin 
1 


mal A 


sind die sogenannten ,,Ableitungen der A,;, 
4 , dui duk“*); B, 
: / vi 


bilden, indem man in (11) die Zeichen A, u, i, k und { } durch B, », 0, 6 
und {}° ersetzt. 


;,, im bezug auf die Form 


m 


»,o ist analog aus den transformierten GréBen zu 


U7 


§ 2. Symmetrie der DreizeigergréBen. 
Es liegt nahe, insbesondere nach den Ableitungen der a,, selbst in 


bezug auf die Form > a,,du‘du zu fragen. Wir finden: 


9) _ 9G, je ly a Pr” a 
ee Gis Og > 1a j “a 7 gf Ma . 


Wir wollen fiir spiter beachten, dab diese Gleichungen die Christoffel- 
, “— $&).. : = , , 
schen GréBen } eindeutig definieren, falls wir noch die aus (8) folgende 
»Christoffelsche Symmetrie“ in den oberen Zeigern: 


(13) wwe 


hinzunehmen. Setzen wir namlich mit Christoffel: 


(14) j=} ah f= Son ty 4 


A 


so treten an Stelle von (12), (13) die gleichwertigen Forderungen: 


c Pe nf 4 fF % rae, TERT fem 
15) oul =‘, +1", ly (16) we == | 1 | 


Ricci und Levi-Civita, 1..c 
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aus denen sich sofort 
(17) a [tH] a teu 4 Gey Ga 


ou® ow du! 


und nunmehr tiber (14) wieder (8) ergibt. 


§ 3. Riemann-Christoffelscher Kriimmungstensor. 


Eliminieren wir aus den Integrabilititsbedingungen: 


- 2,1 . 22,1 
o o*u Cc ovu 
= () 


Gvt Avedvt ~—- Ave Bv™ Gut 
der Gleichungen (7) die zweiten Ableitungen der wu’ mittels (7), so er- 


halten wir durch eine wegen ihres Umfangs beriichtigte Rechnung eine 
quadrilineare Kovariante, den ,,Riemann-Christoffelschen Kriimmungstensor“ 


K -> (iklm) d,ué d,u* dw’ du", 


i,k, l,m 
ie i re = on )-3 red (**}- _ft my) jk ly 
(tkim) ~ Ou™ L r | owl k (| 1 4 , La i rl \), 


zwischen dessen Koeffizienten die Relationen bestehen: 


(18) 


(19) (iklm) = — (ikml), 

(20) (iklm) = — (kilm), 

(21) (tklm) = (lmik), 

(22) (tklm) + (ilmk) + (imkl) = 

Man liest (19) unmittelbar, (20) unter Zuhilfenahme von (15) aus (18) ab; 
dagegen erfordert der Nachweis von (21), (22) — eine Verschiedenheit, 
von deren tieferem Grund spiter noch zu reden sein wird, — die Heran- 


ziehung der Christoffelschen Symmetrie, indem man z. B. mittels (14) und 
(17) folgende ausfiihrlichere Darstellung errechnet: 


3 12 »2 72 
23 — (hi _1f a, Om O'Gjm OO %, | 
(25) (thtm) = >| = a I _ - 
2 | éwdun Ow Ou Ow du Out Cum | 
ihrkm ri m7rkl 
y an | a | t |): 
: Ladle J Latled 
Au 


Bekannt ist, daB von den GréBen (iklm) nur A n*(n*—1) linear un- 
abhangig sind; ferner, daB (22), wenn zwei gleiche Zeiger auftreten (was 
im Falle » < 3 stets der Fall ist), sich auf eine Folgerung aus (19) bis 
(21) reduziert. Dagegen scheint nicht beachtet worden zu sein, daB (21) 
eine Folge der drei anderen Relationen ist. Auf Grund von (20) kann 
man namlich in (22) auch den zweiten Zeiger festhalten und die drei 
anderen zyklisch permutieren; infolgedessen existiert zu jedem Glied von 
(22) eine zweite Relation vom Typus (22), in der es auftritt: 





—_— OS 


a ob 
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(22a) (iklm) + (mkil) + (lkmi) = 0, , 
(22b) (mlki) + (ilmk) + (klim) = 0, 
(22 ¢) (lmik) + (kmli) + (imkl) = 0. 


Man hat nur (22), (22a) seitenweise zu addieren, (22b), (22c) zu sub- 
trahieren und (19), (20) zu beachten, z. B. (mlki) = (Imik), um (21) zu 
erhalten. 


§ 4. Miingel formaler Methoden. 


Auch dann, wenn man Invarianzen und Kovarianzen in erster Linie 
als Ergebnisse von Eliminationen, naimlich der Substitutionskoeffizienten 
aus Transformationsgleichungen, auffaBt,*) wird man als ein Hauptziel der 
Invariantentheorie die Vermeidung oder wenigstens Einschrinkung der 
Eliminationsrechnungen anerkennen miissen. Und dies nicht nur wegen 
ihres listigen Umfanges, sondern mehr noch wegen des fiir geometrische 
und physikalische Anwendungen wesentlichen anschaulichen Sinnes der In- 
variante oder Kovariante, der durch formale Bildungsverfahren keineswegs 
unmittelbar erschlossei: wird, wohl aber seinerseits den formalen Nachweis 
der In- oder Kovarianz entbehrlich macht. 

Darum ist Christoffels Methode, weil sie die Elimination explizite 
durchrechnet, schon in rein formaler Hinsicht nicht das letzte Wort, wenn 
sich auch auf ihren Ergebnissen ein brauchbares Verfahren zur Invarian- 
tenbildung ohne weitere Eliminationen errichten laBt**). Die Verbesserungen 
dieser Methode***) wiederum haben, soweit wir sie iibersehen, nur eben 


*) Vgl. z. B. Knoblauch, Grundlagen der Differentialgeometrie, § 46. 

**) Seine Durchbildung im ,,absoluten Differentialkalkul* la6t freilich noch recht 
viel zu wiinschen iibrig. Das Ansetzen eines neuen Zeigers als Operationszeichen 
setzt voraus, daB der abzuleitende Tensor durch ein Symbol von der Form Aj,...¢,, 
bezeichnet ist. Ist dieser aber selbst durch Addition, Multiplikation oder Faltung 
entstanden, so trifft diese Voraussetzung nicht zu, wenn nicht fiir das der Ableitung 
vorangehende Ergebnis ein Zwischensymbol eingefiihrt wird. Jedenfalls kann die 
Sukzession algebraischer und differentieller Operationen auf diese Weise nicht durch 
ein einheitliches Symbol ausgedriickt werden. Die Analogie des ,,absoluten“ Differen- 
tialkalkuls mit dem gemeinen mu8 in den Rechensymbolen selbst, nicht nur in der 
Namengebung zum Ausdruck gebracht werden. Was diese betrifft, so ist sie zudem 
wenig gliicklich; vor allem ist es unerfindlich, warum eine ausgesprochen relative, 
nimlich auf eine Graundform > 4, a0 du*® bezogene Rechnungsart als absolut be- 
zeichnet wird. Die elementarsten Grundsiitze der ZweckmiBigkeit gebieten doch ge- 
rade, die gemeinen Ableitungen im Gegensatz zu den auf eine Grundform bezogenen 
als absolute zu benennen. Vgl. auch Seite 196, erste FuBnote. 

***) Vgl. z. B. Knoblauch, Uber den Beweis der Christoffelschen Kovarianz, Sitz. 
Rer. d. Berl. Math. Ges., Bd. I, Hessenberg, Uber die Gleichung der geoditischen Linien, 
ebenda, sowie: Uber die Invarianten linearer und quadratischer bindrer Differential- 
formen usw., Acta Math. Bd. 23. Maschke, A new method of determining the differential 
parameters and invariants of quadratic differential quantics, Trans. Am. Math. Soc. 
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ae 


diese rechnerische Schwiiche tiberwunden, ohne indessen dem Zugang zur 
geometrischen Bedeutung wesentlich naher gekommen zu sein.*) 


§ 5. Extensive GréBen. 

Ein solcher Zugang erdffnet sich nun in einer, wie mir scheint, tiber- 
raschend einfachen Weise auf dem Wege GraBmannscher Ideen. Einem 
Tensor { A,,...;,,} entspricht eine extensive GréBe U, deren Differential dU 
wiederum eine extensive GréBe von gleicher Dimension ist; seine Kompo- 
nenten 0 A, ...;,, 
seits ist @A;,...;, eine lineare Differentialform > A,, 

t 


sind daher denen von & notwendig kogredient. Anderer- 
, du‘, und deren 


tm 
Koeffizienten erweisen sich als die durch (11) definierten ,,Ableitungen“. 
Die Formel (9) wird hierdurch in der Tat so trivial, dab ihre rechnerische 
Herleitung bestenfalls den Wert einer Rechenprobe behiilt. 

Der Weg, den wir im folgenden einschlagen werden, fiihrt zu den 
Christoffelschen DreizeigergréBen iiber die Formeln (12) und (13). Dabei 
wird sich zeigen, daB fiir die abzuleitenden Invarianzen, auch diejenige 
des Kriimmungstensors, nur die Formeln (12) wesentlich sind, wahrend 
die Christoffelsche Symmetrie (13) véllig ausgeschieden werden kann. Ihre 
Bedeutung laBt sich dagegen in der Aussage zusammenfassen, daB in der 
Geometrie der betrachteten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit die ,,geradesten“ 
Linien zugleich die ,,kiirzesten“ sind. 


If. Vorbemerkungen aus der Vektoralgebra. 
§ 6. Reziproke Grundsysteme. 


Wir bezeichnen Vektoren mit deutschen Buchstaben p, q, t usw., ihre 
absoluten Lingen mit den zugehérigen lateinischen, p, g, r usw., das 
innere Produkt pq cos (pq) mit pq, die faiuBeren Produkte mit [pq], 


Vol. I, A symbolic treatment of the theory of invariants of quadratic differential quantics 
of n variables, ebenda, Vol. IV, sowie das Referat von J. E. Wright, Invariants of 
quadratic differential forms, Cambridge Tracts in Math. and Math. Phys., No 9. 

*) Dies gilt insbesondere von den differentiellen Ubertragungen solcher alge- 
braischer Methoden, bei denen die Invarianten aus ,Symbolen“, d. bh. aus formalen 
Zeichen aufgebaut werden, die fiir sich allein keinen, also auch keinen geometrischen 
Sinn haben. Maschke setzt z. B. > ainduidu = (df)*; die ,symbolische Funktion* f 


ist an und fiir sich ebenso wie ihre Ableitungen f,, /;, usw. sinnlos, wiihrend z. B. 


fiift=Gn, hifa= 1] wird. Indessen liSt sich gerade diesen Symbolen ein Sinn, 
und zwar ein ausgesprochen geometrischer, unterlegen, wenn man beachtet, daB df 
formal genau dieselbe Rolle spielt, wie unsere extensive GriBe d3 (§ 20). Die ,Sym- 
bole* f; entsprechen dadurch unseren Grundvektoren p;, und die Gleichheit der mitt- 
leven Ableitungen, /;,—/,;, die die Auffassung der /, als Ableitungen eines Symbols 
f erméglicht, enthilt die Christoffelsche Symmetrie. 
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[pqr] usw. Allgemeiner bezeichnet (p'q t---) irgend ein Produkt, von 
dem nur die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes vorausgesetzt ist. 

In einer n-dimensionalen euklidischen Mannigfaltigkeit seien » linear 
unabhiingige Vektoren p,; (i= 1 bis m) gegeben. Wir nennen sie die ,,(;rund- 
vektoren“ und das System {p,} das ,,Grundsystem“. Wir bilden sodann das 
yreziproke“ System {p‘}, dessen Elemente wir auch die ,,Komplemente“ der 
Grundvektoren nennen und folgendermafen definieren: p' steht senkrecht 
auf allen Grundvektoren auBer p,; seine Projektion auf p, ist mit p, gleich- 
gerichtet und hat die Linge 1:p,. In Formeln ausgedriickt soll sein: 
(24) p,p' = at = i sau sina. 

‘  |1 fir i=k| 
Die Matrix (a‘) ist also die ,,Einheitsmatrix“. Umgekehrt ist hiernach 
auch {p,} das reziproke System zu {p*}. 

Ein beliebiger Vektor r ist nun in jedem der beiden Systeme durch 

seine skalaren Komponenten darstellbar: 


. 
(25) t=—> ry, = > rp. 


u : 


Auf Grund von (24) ergibt sich fiir diese Komponenten: 


(26) y= fp’, r= TYP,. 
Insbesondere ist daher 

P a 
darin: 
(28) a = ppt, i, = P,P, 


Hiermit folgt wiederum mit Riicksicht auf (26): 


( ) th oA 
® at _ a > one -* 
(29) r = > a” ¢,, i= > A a 


k r 
die Matrizen (a,,) und (a‘*) sind daher reziprok: 


(30) >) a,,02* = at, 


ad 
4 


und tiberdies natiirlich symmetrisch. 
Fiir das innere Produkt zweier Vektoren r, 8 erhalten wir folgende 
vier Darstellungen: 


‘ .. SS N) ik .) 
(31) $= 7 a9 = > a* r,s, = > is = > Y &,: 
i,k i i 


i,k 


insbesondere wird 


— 7 . a 

(32) r? = (r= Sa, rig » 3 a*rr,=— > yr, 
"th ik < i‘k < i 
i,k i i 
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Durch die symmetrische Matrix (a,,) ist sonach die MaBbestimmung 
unserer Mannigfaltigkeit oder, was auf dasselbe hinauskommt, die geo- 
metrische Gestalt des ,-Beins“ {p,} eindeutig bestimmt. In der Tat 


kennen wir die absoluten Liingen p, = Va,, der » ,,Beine“ und die Kosinus 
der von ihnen gebildeten Winkel, cos (p,p,) = @,,: p,p,. Die Graundvektoren 
sind im allgemeinen rein geometrisch als extensive GréBen anzusehen. 
Sie durch »-tupel von skalaren Gréfen zu interpretieren wiirde lediglich 
die Zuriickfiihrung auf ein neues Bezugssystem von n Vektoren bedeuten. 

Die Determinanten j|a,,| und a sind die Quadrate der tuBeren 
Produkte [p, p,---p,] und [p'p*®---p"], deren Absolutwerte wir mit 7 
und 7'-* bezeichnen werden; also ja, = 7?, |a"*| = T-*. 

Notwendig und hinreichend fiir die Orthogonalitiit des Grundsystems 
ist die Bedingung, daB es mit seinem reziproken System gleichgerichtet 
ist (a,,—0 fiir i+). Haben zudem alle Grundvektoren die Linge 1 
(orthogonales Einheitssystem), so ist es mit seinem reziproken identisch, 
und es wird p, = p', r, = 1‘, a,, = at = a®* usw. 


§ 7. Kogredienz und Kontragredienz. 
Werden an Stelle der p, neue Grundvektoren => 9% p, eingefiihrt, 


so wird gi, = q,p', also auch p*‘ => 7, q?, d. h. die zu {p,} und {q,} rezi- 


0 


proken Systeme werden durch die inverse und transponierte Substitution 
transformiert: Reziproke Systeme sind zueinander kontragredient. Das gleiche 
gilt, wie man unmittelbar sieht, auch von den reziproken Komponenten 
5 ? ? 


r,, * eines Vektors r; es wird, wenn t= 27% q, = Zr, Qe ist, 7 = 2 q, 7, 
r, => 4in:; so daB die Komponenten r* in bezug auf das Grundsystem 
‘ 
{ zu dem reziproken System {p‘} kogredient sind und umgekehrt. 
(Pas Z \ 5 5 
Generell handelt es sich hierbei um folgenden allgemeinen Zusam- 


menhang: Sind {7}, {s,} irgend zwei kontragrediente Systeme, deren Ele- 


mente skalare oder auch extensive GréBen sein kénnen, so ist ans, eine 


Invariante. Ist umgekehrt >’’s, invariant, und das System {s,} linear 
unabhiingig“, d.h. kann aus >'s,a‘=0 auf Y= %y=—---=—27,=—0 ge 
schlossen werden, so sind die Systeme {7} und {s,} kontragredient. Daher 
sind die Komponenten eines invarianten Vektors nach den Grundvektoren 
zu diesen kontragredient und zu ihren Komplementen kogredient. Umge- 
kehrt ist jedes zu den Grundvektoren kontragrediente System von Skalaren 
deutbar als das System der Komponenten eines invarianten Vektors nach 
den Grundvektoren. 
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§ 8. Allgemeine Tensoren. 
, . oe 4 — 4 

Wenn {z,,---,%,} und {&,,---,&} linear unabhiingige Systeme sind, 
so ist auch das System der nm GréBen X, = 2;& (l=1 bis mm*)) linear un- 
abhingig. Es transformiert sich ferner linear, wenn die beiden ersten 
irgendwie, jedes durch eine besondere Substitution, linear transformiert 
werden. Ist {y'} zu {a,}, {4*} zu {&,} kontragredient, so ist auch das System 

Y « r r . 7 —- r 7 ~ 
der GriBen Y' = yy zu { X,} kontragredient; denn > X, ¥'=>'x,y'->€, 7 
ist als Produkt zweier Invarianten selbst eine Invariante. Wir werden das 
System { X,} als Tensorprodukt der Systeme {z,}, {&,} bezeichnen. 

Ausgehend von irgend welchen zu den Grundvektoren ko- und kontra- 
gredienten Systemen {r,}, {s,},+-+, (¢,}, (w*}, (o°},--- {wt} kénnen wir 
nunmehr Tensorprodukte mit Komponenten 

i i “ts ‘ 


rk, k ky» , 
B nigh P= 97; S°- +t wiobs..- whe 
i's 


bilden. Jedes zu solchem Produkt kogrediente System { A’ heiBt ein 


Tensor vom Range « + 6. Ihm entspricht eine extensive GriBe 


(33) u— >) 4? oP (ph pits ++ | pie! pa] Pay + | Pry) 


i 


: 


von invarianter Bedeutung. Indem wir die Grundvektoren durch ihre 
Komplemente ausdriicken oder umgekehrt, kénnen wir beliebige Indizes 
zwischen Hoch- und Tiefstand wechseln lassen. Z. B. wird 


(34) u— >’ A, ia hy ky (p* p* eee pr« p*: | p* -++| per), 
. sche 


und darin 
r > A ag 
(35) A,, i, hy ke } A’ é Ok, Vigk, sili 33° 
Sheer = 


Beispiele fiir dieses Heben und Senken der Zeiger bieten bereits die 
Gleichungen (29) und (30)**). Es erhellt zugleich, warum fiir den Rang 


*) Wir denken uns die nm geordneten Zeigerpaare (i, k) irgendwie den Zahlen 1 
von 1 bis mm zugeordnet (numeriert), z. B. / = m(é—1)-+-k. 

**) Sie zeigen iibrigens, da8 eine sorgfiltige Bezeichnungsweise die beim Heben 
oder Senken entstehenden Liicken kennzeichnen miBte. Z. B. miiBte in (85) folge- 
sO iss 


richtig auf der rechten Seite ein Symbol wie A? *'*; ie stehen, da ja auch 
, ' 

Zeiger auBerhalb der angeschriebenen Reihenfolge versetzt werden kinnen. Dement- 

sprechend miibte auch das Symbol a} durch a?* ersetzt werden, wenn dieses nicht zu- 

fillig mit a}? gleichbedeutend wire. Da wir es hichstens mit vier Zeigern zu tun 

haben werden, und da niemals alle méglichen Versetzungen in Frage kommen, eriibrigt 


sich die von Rechts wegen erforderliche Sorgfalt der Bezeichnung. 
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eines Tensors lediglich die Gesamtzahl der Zeiger, « + 8, nicht aber ihre 
Verteilung auf das Grundsystem und sein Komplement wesentlich ist.*) 


§ 9. Symmetrische und alternierende Tensoren. 

Zwei Zeiger sollen ,,gleichstindig“ heiBen, wenn beide hoch oder beide 
tief stehen, andernfalls ,,gegenstiindig“. Mit groBen Buchstaben J, K, L,... 
wollen wir Komplexe von Zeigern andeuten, die teils hoch, teils tief stehen 
kénnen. Wird jeder hochstiindige Zeiger eines Komplexes gesenkt, jeder 
tiefstindige gehoben, so entsteht der ,gegenstindige* Komplex, den wir 
durch Heben bzw. Senken des Komplexzeichens selbst andeuten. 

Ist ein Tensor symmetrisch oder alternierend in zwei Zeigern i, k, 
so liegt eine invariante Eigenschaft nur dann vor, wenn i, k gleichstindig 
sind.**) Dies soll daher beim Gebrauch der Worte ,symmetrisch“ und 
,alternierend® stets vorausgesetzt werden. Analoges gilt von symmetrischen 
und alternierenden Komplexen; beispielsweise ist der Kriimmungstensor 
nach Gleichung (21) symmetrisch in den Komplexen (i,k) und (I, m), 
nach (19, 20) alternierend in den Zeigern i und /, sowie / und m, und 
besitzt nach (22) noch eine weitere ,zyklische“ Eigenschaft, die ebenfalls 
ihrer Natur nach invariant ist. 

Durchgehend paarweises Alternieren kann in héchstens » gleichstin- 
digen Zeigern stattfinden, weil andernfalls stets zwei gleiche Zeiger vor- 


handen, also alle Komponenten null sind. Alterniert ein Tensor n*” Ranges 


*) Auch die Unterscheidung zwischen ,,kovarianten“, ,,kontravarianten“ und ,,ge- 
mischten“ Tensoren (je nachdem die Zeiger alle tief, alle hoch oder teils tief, teils 
hoch stehen) ist hiermit gegenstandslos. Sie ist lediglich Folge einer unklaren Rede- 
weise, die zwischen der extensiven GréBe und dem System ihrer Komponenten nicht 
sorgfiltig unterscheidet. Um das Verstiindnis unserer Ausfiihrungen nicht durch 
terminologische Neuerungen zu erschweren, werden wir die extensiven Grifen vom 
Range >2 aus dem Spiel lassen und nur ihre Komponentensysteme, die ,,7ensoren", 
verwenden. Was dagegen den Rang 1, die ,,Vektoren* betrifft, so geht es unseres 
Erachtens nicht an, das Komponentensystem mit dem Vektor zu identifizieren, nachdem 
im geometrischen und physikalischen Sprachgebrauch der Vektor durchgehends als exten- 
sive Gréfe eingebiirgert ist. Der Vektor r = rip = Srp, ist als solcher weder 
,kovariant“ noch ,,kontravariant“, sondern invariant. Was man als kovarianten und 
kontravarianten Vektor unterscheidet, sind lediglich die Komponentensysteme {r; } 
und {r‘} in bezug auf die reziproken Grundsysteme {p‘} und {p;}, also verschiedene 
Beschreibungen ein wnd desselben geometrischen Gebildes. 

Auch der Gebrauch der Worte ko- und kontravariant (bzw. -gredient), die ur- 
spriinglich einen relativen Sinn haben, im absoluten Sinne (nimlich stets in bezug 
auf das System {p;}) scheint mir sprachlich bedenklich und fiir den Ausdruck er- 
schwerend, weshalb ich ihn vermeiden werde. 

**) Eine Ausnahme macht nur die Einheitsmatrix (aj), die in i, k symmetrisch 
ist und bei allen Transformationen in sich selbst tibergebt. 
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in allen Zeigern, so sind von seinen »* Komponenten m! von null ver- 
schieden und einander bis aufs Vorzeichen gleich, Aj, ... ;,, = + Ai...2, je 
nachdem (i,---%,) eine gerade oder ungerade Permutation von (1,---, ») 
ist. Die GréBe 7 = [p,,---, p,], $6, bietet ein Beispiel hierfiir. 


§ 10. Komposition und Faltung. 
Es seien J, K, L Komplexe von «a, 8, y Zeigern, also {47}, {Br x} 


. al L . 
Tensoren vom Range «+y, 6B+y. Dann ist C)x=— 2 As Ber Komponente 


L 

eines Tensors {Cjx} vom Range «+. Im besonderen ist hierunter der 
Fall «a = 6=O0 enthalten, in dem der resultierende Tensor aus einem 
invarianten Element C besteht. 

Aus einem einzigen Tensor | Aix} entsteht durch ,Faltwng nach den 
Zeigern i, k* der Tensor {Ax} mit den Komponenten Ax => Aix. Sein 

i 

Rang ist um zwei Einheiten gegen den urspriinglichen Tensor erniedrigt. 
Die Faltung ist ein Sonderfall der zuvor beschriebenen Komposition, niimlich 


. , . ais J k J i te 
eine zweifache Komposition der Tensoren { Ai x} und { a } > Ax => Axa; . 


i,k 


Umgekehrt kann auch die Komposition als Faltung des Tensorproduktes 


mit den Komponenten Cj;x = A;,;By nach den Zeigern i, k aufgefabt 


werden. 

Die in §§ 9,10 ausgesprochenen Tatsachen kann man auf zweifache 
Art nachweisen; entweder durch Nachrechnen der Transformationen, ‘oder 
durch Spezialisierung des allgemeinen Produktes der Grundvektoren in (33). 
Alternierung und Symmetrie der Komponenten entsprechen den gleichen 
Kigenschaften des Vektorenproduktes. Die Faltung entsteht, wenn die zu 
den Zeigern i,k gehérigen Faktoren p,, p* innerlich miteinander multipli- 
ziert werden. 


Ill. Infinitesimale dufiere Orientierung. 
§ 11. Differentiale der Grundvektoren. 


Nunmehr werde angenommen, daB die GréBen a,, stetige, zweimal 
differentiierbare Funktionen von  unabhiingigen Parametern, den _,,Ur- 
variabeln® t,, t, bis ¢, seien. Dies bedeutet, daB in jedem Punkte der 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit I —{t,,¢,,---,¢,} ein n-Bein {p,} von 
bekannter ,,innerer Orientierung“ (d. h. Abmessung) angebracht ist. Uber 
die MaBbestimmung innerhalb ZT ist damit gar nichts ausgesagt; ebenso- 
wenig tiber die ,diufere Orientierung“ dieser co” n-Beine gegeneinander. 
Wir kénnen daher eine solche in gewissem Umfange willkiirlich festsetzen, 
und zwar beschrinken wir uns zuniichst auf das Unendlichkleine, indem 
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wir die zu einer infinitesimalen Verschiebung dt, , dt,, ---, dt, gehérigen 
Differentiale dp, der Grundvektoren vorschreiben. 

Diese Differentiale sind ihrer Natur nach wieder Vektoren, lassen 
sich daher in Komponenten nach den p, zerlegen. Transformationstech- 
nisch dagegen kénnen sie insofern nicht als Vektoren angesprochen 
werden, als sie sich anders transformieren. In der Bezeichnung des § 7 
wird dq, = >¢ dy, + Sd¢ p, sein, weil die Transformationskoeffizienten 


i 
allgemeiner Art Funktionen der Urvariabeln sein werden; es treten also 
bei der Transformation der dp, auch die Differentiale der Substitutions- 
koeffizienten auf. Alle soleche Vektoren (und Tensoren), die zwar rein 
geometrisch, nicht aber transformationstechnisch sich wie Vektoren (bzw. 
Tensoren) verhalten, werden wir ,,Quasi-Vektoren“ (baw. ,,Quasi-Tensoren“) 
nennen. 


§ 12. Tensor der iuBeren Orientierung. 
Nach diesen Vorbemerkungen beachten wir, daB aus (24) und (28) 
jedenfalls folgen wird: 
(36) dp, - p* + pi-dp' = dat = 0, 
(37) dp,-p, + p,-dp,=da,,, dp’. p*+ p'-dp* = da*. 
Auf den linken Seiten stehen nun nach (26) gerade die Komponenten der 
Vektordifferentiale; wir bezeichnen sie in folgender Weise: 


(38) dp,- p* — — p,- dp* — abi, 
(39) dp, a db,,, —/ dy = db, 
wobei nach (29) sein muB: 


(40) db; a* = dt = da, db", 
za, > 
also auch: 
dh, = > ddfa,.— >a, db“a,,, 


n Ayu 
i2 > am i2 k 
ya db, ,a* = >a dbé 
4 


Ae 


i 


dbi*. 


Die drei Systeme {db,,}, {db*},{db'*} sind hiernach Quasitensoren zweiten 
Ranges, die ein und derselben extensiven GréBe entsprechen und durch 
Heben bzw. Senken der Zeiger*) auseinander hervorgehen. Wir sprechen 


daher von ,dem Orientierungstensor“ {db} schlechthin. 


*) Folgerichtig (vgl. FuBnote **) 8.195) miiBte db°s fiir db} geschrieben werden. 
Da jedoch die vierte Darstellung dbi? nicht bendtigt wird, ist die obige einfachere 
Schreibweise unbedenklich, wenn man sich nur einpragt, daB der obere Zeiger der 
zweite, der untere der erste ist. 
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Die Komponenten db,, usw. sind lineare Formen der Differentiale dt, , 
nicht notwendig aber exakte Differentiale; die Zeichen b,, usw. haben also 
fir sich keinen Sinn.*) 


Durch (38) wird (36) identisch erfillt; (37) lautet nunmehr: 
(41) db,, + db,, = da,,, dbi* + dt = — da®*. 
Endlich ist nach (25), (26) 


(42) dp, = S'dbip, = >'db,,9, — dp! = S'db''p, — >" dbi y’. 


§ 13. Kogrediente Differentiale. 


Fiir einen beliebigen Vektor wird nunmebr: 


(43) dt = a>'r's, = a> ry — >) r'-p, = > én, Pp’, 


worin gesetzt ist: 


(44) dr = dri+ Sdbir’, dr, = dr, — > dbir,. 
a A 


Der Sinn des Zeichens @ hingt also vor der Stellung des nachfolgenden 
Zeigers i ab. Er soll auch fiir extensive Argumente beibehalten werden. 
Dann ist gemaB (42): 

(45) dp, = 0, dp = 0. 

Allgemein wird identisch, auch fiir extensive r,, s‘: 


(46) a> r,s — > sr, 8 +>", 


Hiervon ist (43), mit Riicksicht auf (45), ein Sonderfall. 
Fiir eine beliebige extensive GréBe YU (vgl. (33)) erhalten wir ebenso: 


(1) at — Saat (ph |---|p |p, |---pn) 


worin gesetzt ist: 


(48) Ay =A? r_y> av. £ + Sa ARO 


ual dat v=1 d4=1 


und die Komplexe (i, ---4,), (4: ‘§,-1) (G44°** be) (ky -++Ky), (hy ++ yy) 
(hy41°++ks) mit J, Ji, qr K, Ki, K,’ bezeichnet sind. 

*) Diese Freiheit der Bezeichnung ist seit langem iiblich fiir das ,,Linienelement* 
ds, das nicht einmal eine lineare Differentialform, sondern die Wurzel aus einer 
quadratischen ist. Da Herr Einstein diese Bezeichnung neuerdings auf lineare Dif- 
ferentialformen angewandt hat, tragen wir um so weniger Bedenken, ihm darin zu 
folgen, als auch die Vektordifferentiale dp keineswegs als exakte Differentiale an- 
gesprochen werden kénnen. 
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Wenn r bzw. & Invarianten sind, so gilt das gleiche von dr bzw. d& 
Bei linearen Transformationen des Grundsystems sind daher die Gripen 


dr,, Or’, 6AM - kogredient zu r,, r*, A; und sollen darum kiinftig die 
,kogredienten Differentiale“ der Komponenten r, usw. genannt werden. Dabei 
ist zu beachten, daB sie rein formal definiert sind, also auch aus den 
Komponenten von nichtinvarianten, z. B. Quasi-Vektoren bzw. -Tensoren 
gebildet werden kénnen; daB ihnen aber dann die Eigenschaft der Ko- 
gredienz nicht notwendig zukommt. : 


§ 14. Differentiale von Tensoren héheren Ranges. 


Wir haben oben die Absicht ausgesprochen, extensive GréBen hdheren 
als ersten Ranges aus dem Spiele zu lassen, und wollen daher die Ko- 
gredienz des allgemeinen Differentials (48) noch auf andere Weise erhirten. 

Zu diesem Ende beachten wir zunichst, dab in (48) jedem der Zeiger 
i, k, rechter Hand eine Teilsumme, nimlich die zu uw bzw. v gehiérige 
Summe nach dem Zeiger 4 entspricht. Wir wollen sie als das zugehorige 
»Additament“ des betreffenden Zeigers i,, k, bezeichnen. Tilgen wir nan 
in einem kogredienten Differential irgend welche Additamente, so wollen 
wir diese Tilgung durch Einklammern der zugehérigen Zeiger in dem 
Symbol dA} andeuten. Beispielsweise wird 6A” _ aus der GréBe (48) 
durch Tilgung der zweiten, ebenso dA - durch diejenige der ersten 
Doppelsumme rechter Hand hervorgehen, und dA 7 wird mit dem 
gemeinen Differential identisch sein: 6A{}) = dA’. 

Alsdann kann an Stelle von (48) die induktive Definition 
(49) bA;; = DAws—S db; Ayy, 8A** = 6A°* + Sadi A” 


gesetzt werden, worin jeweils J bzw. K die Komplexe aller iibrigen, hoch- 
oder tiefstiindigen Zeiger bedeuten. Ersichtlich ist (44) als einfachster 
Sonderfall hierin enthalten. 

Aus (49) beweisen wir nun miihelos mittels Schlusses von n auf 
n+ 1 die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes fiir Tensorprodukte: 
(50) 0(A,;By) = 6A;- Be + Ay- OBx, 
worin abermals J, K Komplexe beliebiger, teils hoch-, teils tiefstindiger 
Zeiger sein kénnen*). Zweitens beweisen wir den ,,Faltungssate“: 

(51) 86> Aix =SbAix= SOAl} x, 
4 7 L L L 
*) Der Vollstindigkeit halber sei noch auf die Méglichkeit hingewiesen, die De- 


finitionen (48), (49) durch (50) und die symbolische Darstellung eines Tensors vom 
Range m als Tensorprodukt von m Vektoren auf (44) zuriickzufiihren. 
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der als Sonderfall (46) enthailt und ebenso bewiesen wird. Die Summen 
der zum oberen und unteren Zeiger L gehérigen Additamente, — insbe- 
sondere in dem Falle, daB Z nur aus einem Zeiger 4 besteht: 
A mM 7 u 
+ >) abi Ati und -»> db; . 

A,u Au 
heben sich nimlich fort. Bis hierher sind alle Entwicklungen rein formal 
und unabhiingig davon, ob die betrachteten Systeme eigentliche Tensoren, 
Quasi-Tensoren oder tiberhaupt Tensoren sind. Die Elemente selbst kénnen 
z. B. ihrerseits wieder extensive GréBen sein. 


§ 15. Nachweis der Kogredienz. 

Nunmehr sei die Kogredienz der 6-Differentiale erwiesen fiir alle 
eigentlichen Tensoren ersten bis m“" Ranges. Dann ist sie auf Grund des 
distributiven Gesetzes giiltig fiir alle solchen Tensoren héheren Ranges, die 
Tensorprodukte aus Tensoren m*” und niederen Ranges sind. Denn wenn 
dA, mu A,;, OBy mu By kogredient ist, so sind dA; By und A;dBx, also 
auch ihre Summe 6(A,;By) zu A, By kogredient. 

Nun sei J ein Komplex von m Zeigern beliebiger Stellung, { B’} ein 
zu { B,} kontravarianter Tensor (d. h. jeder Zeiger in B, gegen seine Stellung 
in B’ gehoben oder gesenkt) und {7} das System der Komponenten 
irgend eines Vektors. Dann ist {B’r*} nach § 8, da B’ und # willkiirlich 
wihlbar sind, ein linear unabhangiger Tensor (m+ 1)" Ranges, und daher 
gilt fiir einen Tensor A,; vom Range m+ 1 nach (51): 


a> An Biri = >'64,:: Bers + >) As é(B’r’). 
i, J i, J i, J 


Hierin ist die linke Seite und, nach dem zuvor gesagten, die zweite 
Summe rechts invariant, also auch die erste; d. h. dAy, ist za B’r' 
kontra- und somit zu A,; kogredient, w. z. b. w. Ebensogut konnte 7 ein 
hochstehender Zeiger sein; unsere Behauptung ist daher allgemein erwiesen. 


§ 16. Besondere Fille. 

Man erkennt ohne weiteres, daB die kogrediente Differentiation aus 
einem in irgend welchen gleichstiindigen Zeigern oder Zeigerkomplexen 
symmetrischen bzw. alternierenden Tensor wiederum einen in gleichem Sinne 
symmetrischen bzw. alternierenden Tensor erzeugt. Insbesondere wird fiir 
einen in » Zeigern alternierenden Tensor: 


6A,5....= GA,s...,— Ais » >, Wi, 


§A!2:*-* =: d@Al?-" 4+ Al? "> Wi. 


Mathematische Annalen, LXXVIII. 14 
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Fiir Tensoren zweiten Ranges wird ferner: 

dc,, = de, -»>’ dbic,, -» db ¢,,, 
i Fi 

(53) dct — de a db? ct +> abt c2, 

dct — de® +S) dc +S dbi c's. 


Mit Riicksicht auf (40), (41) ist daher im besonderen 
(54) da,, = 0, dat = 0, da* —0, 





was auch unmittelbar aus (28) und (45) zu entnehmen ist und mit (40) 
umgekehrt (41) zur Folge hat. Danach muB auch 


(oT—0, o7-*—0, a. h. mach (52): 
| @7=7 Savi 


4 


(55) 


sein, was mit bekannten Siitzen iiber die Differentiation von Determinanten 
leicht zu verifizieren ist. 


IV. Pfaffsche Kovarianten. 
§ 17. Allgemeines, 


Wir kénnen in @ infinitesimale Verschiebungen in verschiedenen 
Richtungen vornehmen, d. h. verschiedene Systeme {d,t,}, {d,t,},--- von 
Differentialen bilden, z. B. indem wir jeweils alle Urvariabeln bis auf eine 
konstant halten. Der Wert, den du fiir spezielle Werte {d,¢,} annimmt, 
soll mjt d,w bezeichnet werden. 

Schreiben wir abkiirzungsweise D,, fiir d,d, — d,d,, so ist D,,u die 
Pfaffsche Kovariante der linearen Differentialform du. Dann und nur 
dann, wenn du ein exaktes Differential ist, dem Zeichen u also ein selb- 
stindiger skalarer Sinn zukommt, ist D,,u identisch null. Fiir ein ezten- 
sives Argument u ist D,,u im allgemeinen nicht null. 

Unabhiingig davon, ob D,,u skalar oder extensiv ist, besteht die Tat- 
sache, daB D,,u eine alternierende Bilinearform 


Du = > 0,44, t, det, U..= — U,, 
der Differentiale der Urvariabeln ist. 
Besitzt du einen tensoriellen Sinn (in welchem Falle es einen oder 
mehrere Zeiger tragen wird), so ist an Stelle von d,d,w zweckmibig 6,d,u 
zu bilden; dann soll 6,d,u—0d,d,u mit A,,u bezeichnet werden. Auch 


kann du selbst bereits ein kogredientes Differential dv sein; dann schreiben 





a ee. 
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wir A,,v fir 6,6,0 — 6,d,v. Auch A,,u, 4,,v sind unter allen Umstinden 
bilineare alternierende Differentialformen, jedoch selbst keine Pfaffschen 
Kovarianten, vielmehr, wie wir sehen werden, Komponenten von exten- 
siven Pfaffschen Kovarianten. 

Sofern u,v einen selbstandigen, extensiven oder skalaren Sinn haben, 
besitzen D und A die distributive Eigenschaft: 
(56) D,.(uv)= Dy u-v+u-Dyv, Ay(uv) =A, u-v+u-A,,v.*) 

Es sei niimlich dw = udv, so ist d,d,w = d,(ud,v), also 
(57) D,,w = uD,,v + dud — du d,v; 
die Anwendung auf u-dv +du-v ergibt (56). 

Sind du’ bis du” irgend welche, nicht notwendig integrable Linear- 
formen, so ist 


(58) ds -»> p, du’ -> p* du, 
i i 


ein unendlich kleiner Vektor. Weil dp, = 0, wird 


| dyd,8 = >) 8,d,u*p, = > 8yd,u, ¥, 


| D,98 -»> Au’ p;, = > Aju, p. 


A 


(59) 


§ 18. Pfaffsche Kovariante des Orientierungstensors. 

Fiir einen beliebigen Vektor r wird gemiB (56): 

(60) D,,t = Dy > r', -»> r Ds; =>, Pi, 
i 

weil einerseits 7* ein Skalar, also D,,r'= 0, andererseits dp, = 0, also 
a fortiori A,.p,= 0 ist. Hieraus folgt, daB D,,p, zu p,, A,,7* zu r’, analog 
D,,~' zu p* und A,,7, zu r,; kogredient ist. Die Komponenten der Vektoren 
D,,p, bilden daher nicht nur einen Quasi-Tensor, wie diejenigen von dp,, 
sondern einen eigentlichen Tensor, in dem wir schon jetzt unschwer den 
Kriimmungstensor erkennen. Weil der Operator D ebenso wie d distributiv 
ist, miissen sich alle Schliisse des § 12 wértlich an D,,p, wiederholen 
lassen und alle Relationen (38) bis (42) an seinen Komponenten wieder- 
kehren. Zunichst wollen wir diese jedoch ausrechnen, um nicht erst eine 
besondere Bezeichnung fiir sie einfiihren zu miissen. Wir wenden (58), 
(59) unmittelbar auf (42) an, indem wir d8 = dp, bzw. dp‘ setzen und be- 
achten, daB dabei in bezug auf den Zeiger i keine Additamente anzusetzen 
sind (D,,~;= AysPw). Dann wird: 

*) Sie ist, unter Beachtung obiger Schreibweise, von der Kommutativitit des 
Produktes uv unabhiingig, was bei extensiven Argumenten zu beachten ist. 


14* 
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| Di), = B Awhini = > Aub oP’, 
i i 
D9 = 4 4,26 p, — > 4,0) p’. 


Analog zu (38), (39) ist dann: 

{Dy2?,: Y= Aish, ; — p,Dys pS = B,,0)", 

| Dis, R= Avda, — P Dy py = O04. 

Das Analogon zu (36), D,,a‘ = 0, ist durch diesen Ansatz formal noch 
nicht befriedigt; es folgt daher zunichst: 


(61) 


(62) 


(63) 4, bk, = &,,b®, 
und dann als Analogon zu (41), weil D,,a,, = D,,a‘* = 0: 
(64) Bibi, + bie bay, = V, 4,, + A, =. 


Nunmehr entspricht den Gleichungen (40): 


(65) > bis dj" ans Dy 2 bi, = 4, Hi ~ >) 4,490 , 


A 
nebst zwei weiteren Zeilen, deren Anschreibung iiberfliissig ist. 
Indem wir endlich (61) in (60) einsetzen und vergleichen, wird: 


(66) ~ Ait, = — >A, Pa, 4. = >) A,,br7.*) 
a A 


§ 19. Rechnerische Nachpriifung. 


Unsere Herleitung der Relationen (63) bis (65) kénnte vielleicht 
zweifelhaft lassen, ob es sich tatsiichlich nur um Folgerungen aus (41) 
und nicht etwa um neue, dem Tensor {dbj} aufzuerlegende Bedingungen 
handelt. Setzen wir indessen fiir A,,) seine Bedeutung ein, so ist: 


(67) A,,)® = D,, vk — >" d,bi d,bt — d,bé d,b’), 
(68) Ay, bi, = Diy bt + [> (dybi d,b; — d,bba,bi), 


*) Ganz allgemein wird fiir skalare oder extensive q identisch: 

4,29; = D,.94; — S4,.b4) 4, 4,.9° = D, 94° +S, q?, 
worin (61) und (66) als Sonderfille enthalten sind. Hieran kann man die Theorie 
des § 14 wirtlich fiir die Operatoren A, D an Stelle von d, d wiederholen; nur wird 
sie so gut wie gegensiandslos dadurch, daB im Gegensatz zu {db+} der Tensor 
{ Ad}, } ein eigentlicher, kein Quasi-Tensor ist. Infolgedessen ist niimlich das Addita- 
ment — Sd, 4; bereits selbst zu gq; kogredient, daher auch Dg;, und dieses ist 
fiir skalare Argumente iiberdies null. 
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(69) Ais bye = Dysda — >) "(dibs Ayhy,, — Aghia dyby,); 
70) Ab!) — Dygbi* -> a, ,,(d,b"4 dyb* — dyb** d,b“*). 


In (69), (70) sind die Additamente nach (40) umgeformt, um zu zeigen, 
daB sie in i,k alternieren. Daher wird, unter Beachtung von (41): 


{Ais Die + Aiyby: = Dba t Debhi= Diay, 
(4,0 + AO = Db" + Dy =— Dy a'*, 


wonach (64) in der Tat eine Folge von (41) ist. Auf Grund von (67), 
(68) aber erweist sich (63) als eine Identitét und nunmehr (65) als ein- 
fache Konsequenz von (40) unter Beachtung von (54)*). 

Anmerkung. Der Orientierungstensor { d/j.} ist die Verallgemeinerung 
des bei der Bewegung orthogonaler Einheitssysteme auftretenden Systems 
der ,,Rotationen“; fiir a‘* = ai —a,, wird in der Tat da,,=0, db,,=——db,,, 
also der Tensor {db} alternierend. Denken wir uns im allgemeinen Falle 
den Tensor {db,,} vorgeschrieben und die zugehérigen a,;, gesucht, so 
zeigt (41), daB diese durch ein System von Anfangswerten eindeutig be- 
stimmt sind, sofern {db,,} der Integrabilititsbedingung D,,b;, + D,,b,,;=—0 
geniigt. Man zeigt leicht, daB das identische Verschwinden des Tensors 
{Ab,,} die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir darstellt, daB 
das Bein {p,} in eine euklidische Mannigfaltigkeit von » Dimensionen 
eingebettet, d. h. durch eine quadratische Matrix von skalaren Kompo- 
nenten dargestcllt werden kann. 


(71 


V. MaSbestimmung in F. 
§ 20. Linienelement und geradeste Linien. 


Wenn in 2 eine MaSbestimmung eingefiihrt wird, so muB zwei be- 
nachbarten Punkten {¢,} und {¢,-+ d¢,} ein Linienelement von bestimmter 
Linge ds zugeordnet werden; durch unsere innere Orientierung ist dieses 
zugleich als ein Vektor d8 von der Liinge ds gekennzeichnet, dessen Kom- 
ponenten lineare, linear unabhiingige Differentialformen du’ =Duedt,, 


0 


nicht notwendig aber exakte Differentiale**) sein werden; wir nennen sie die 
Grundformen der MaBbestimmung: 
Beispielsweise wird 6,d,b};, = 9d, > 4h, at" = > 8,4, bi), a'* usw. 
lu At 


**) Freilich kénnte dies ohne Schaden fiir die Allgemeinheit angenommen werden, 


da ja auch (ds)?= S'c&dt,dt, werden wird. Indessen bringt diese Annahme eine 
— ‘ 


) 
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(72) d% — Draw! — >'pdu,, 


(73) (d8=— (ds'—= >) ade du! — >) dwdu, = > atau, du,. 
i,k é tk 


Der Vektor r= d8:ds hat die Lange 1; seine Anderung drt lings 
einer Kurve C mit dem Bogenelement ds miBt daher die Richtungsdnderung 
von 48, so daB sinngemaB 
oy dt d (d8 
(74) tm 5- 53) 
als ,,Kriimmungsvektor“ des betrachteten Kurvenpunktes bezeichnet werden 
kann. Aus r? =—1 folgt rdt = 0, also rf = 0, d. h. der Kriimmungsvektor 
steht auf der Kurve senkrecht, sofern er nicht null ist. Ist letzteres in 
jedem Punkte der Kurve C der Fall, so ist C eine ,geradeste“ Linie im 
Sinne unserer MaBbestimmung und Orientierung. Die Anderung 


(75) d*3 — dds — >"p, daw 


von d@8 ist alsdann mit d8 gleichgerichtet, d. h. ihre Komponenten sind 
zu denen von d@8 proportional: 
76 | Odu': ddu*®:---:ddu" = du': du®:---: du", 
(40) , 
| oder ddué dué — ddu' dui = 0. 
Um dies auch rechnerisch zu erweisen, zerlegen wir f in seine Kom- 
ponenten Kk. Es ist 
t = d8:ds = >?, (dui :ds), also dr = >'p,d (dui :ds) und 


~— je & dui alc a a ie 0 du 

(ad dea > aa? anaioy “7, aa 
Weil ds invariant, also dds = dds = d*s, wird weiter: 

= , ds ddui — du‘ d*s 

(78) ki = 438 . 

und sonach im Falle f=0 in der Tat ddu': du‘ = ddu*: du* = d’s: ds. 
Erweitern wir (78) mit ds, so ist Zahler und Nenner rational; ins- 

besondere wird, weil (ds)? = (d8)*, nach (75): 


" » = 2 
(79) dsd*s = dss — >’ dsp, ddu' — > du,ddu', 
& k 
Unsymmetrie in die Betrachtung, indem alsdann die komplementiren Komponenten 


at? = So" dt, nicht notwendig exakte Differentiale sind, somit das Grundvektoren- 


system vor seinem Komplement bevorzugt erscheint 








anmaza Gh G. 
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was natiirlich auch rein skalar aus (73) bewiesen werden kann. Setzen 
wir noch im erweiterten Zihler von (78): (ds)*=Sdu,dut, so kommt: 
(80 Ke. ddubdut — ddutdu' 


ds ds* 
k 


Aus (76) folgt demnach auch umgekehrt f = 0.*) 

Die geradesten Linien sind durch unsere MaSbestimmung nicht ein- 
deutig erklirt. Je nachdem, wie wir die Differentiale da,, des ,,Messwngs- 
tensors“ {a,,} gemiB (41) in die Komponenten des ,,Orientierungstensors“ 
{db,,} zerlegen, werden wir verschiedene Systeme geradester Linien er- 
halten. 


§ 21. Kiirzeste Linien. 


Im Gegensatz zu den geradesten sind die ,,kiirzesten“, d. h. diejenigen 
Linien, lings denen die erste Variation der Bogenlinge ds verschwindet, 
durch den Messungstensor allein eindeutig bestimmt. Auch ihre Differen- 
tialgleichung wird am tibersichtlichsten vektoriell dargestellt; bei der in 
jedem Stadium der Rechnung méglichen Ubersetzung ins Skalare empfiehlt 
es sich, trotz der Unabhingigkeit des Ergebnisses vom Orientierungstensor, 
diesen gleichwohl zur kogredienten Differentiation heranzuziehen, weil da- 
durch die Rechnung auBerordentlich vereinfacht wird. 

Es sei C ein Kurvenbogen zwischen den Punkten P, und P,; mit 
d, bezeichnen wir die Differentiation laéngs C, mit d, eine solche quer zu 
C (,,Variation*® 6 in der tiblichen Bezeichnung; das Zeichen 6 ist hier 
natiirlich nicht mehr verfiigbar). Es handelt sich darum, C so zu be- 
stimmen, daB fiir jede Querdifferentiation, sofern nur die Endpunkte P,, P, 


festbleiben, fad, s = 0 ist. 
¢ 


Wie in (79) folgern wir aus (ds)* = (d8)*: d,sd,d,s = 4,8 d,d,8, also 
fiir r, = d,8: d,s: 

(81 d,d,s = t, dd,3 = t, D,,.8 + t,4,d,8. 

In unserer Darstellungsweise liefert also die tibliche Vertauschung 
von Langs- und Querdifferentiation ein Ergiinzungsglied D,,8=—d,d,3— d,d,8; 
dies stért jedoch keineswegs, da es, bilinear in den ersten Differentialen, 
keine zweiten Differentiale enthilt. 

Das zweite Differential d,d,8 wird in bekannter Weise durch partielle 
Integration beseitigt; d. h. wir beachten, dab 


t,d,d,3 = d,(t,d,8) — d,rd,8 


*) An (80) bestitigen wir wiederum leicht, da8 Shdu,=0, d. h. f senkrecht 
zu r ist. é 
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ist, und daB das erste Glied rechter Hand zu /d,d,s den Beitrag 
Ps 
Jd, (t, 448) = |r, 4,8)" 
Py i 
liefert; dieser hat den Wert Null, weil in P, und P, die Querverschiebung 
d,8 verschwinden soll. Demnach wird endlich: 


(82) J d,d,s = (tr, D,.3 — a,x, 4,3), 
, v 


und nach bekannten Schliissen muB der Integrand rechter Hand in jedem 
Punkte einer Extremalen C fiir jede Querverschiebung d,8 verschwinden. 
In vektorieller Schreibweise unter Verwendung des Kriimmungsvektors f, 
von C lautet daher die Differentialgleichung der kiirzesten Linien: 

(83) t,f, = 1, - prt , 
oder ausfibrlich: 


(84) d,-'-- d38 = 


$ 22. Bedingung der Ubereinstimmung. 

Da die Definition der geradesten Linien noch eine Willkiir enthielt, 
liegt die Frage nahe, ob der Orientierungstensor {db} nicht derart ge- 
wihlt werden kann, daB die kiirzesten Linien zugleich die geradesten sind. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist offenbar 
(85) D,3 = 0, 
in dem Sinne, daB identisch, d. h. in jedem Punkte von Z und fiir jede 
Wahl von d,, d, stets d,d,8 = d,d,8 sein soll. Diese Bedingung ist, wie 
wir alsbald sehen werden, nichts anderes als die Christoffelsche Symmetrie 
(13); ihr kann also in der Tat geniigt werden, und sie bestimmt alsdann 
die iuBere Orientierung, d. h. den Tensor {db}} eindeutig. 

Zerlegen wir D,,3 nach (59) in seine Komponenten, so treten an 
Stelle von (85) die » skalaren Bedingungen 


(86) Aw =90, dh. dd = dd, oder 
(87) D,u' + >" (dsb d,u* — d,bi du‘) = U. 


VI, Ableitungen. 
§ 23. Gemeine und kogrediente Ableitungen. 


Die Grundformen dw‘ sollen linear unabhiingig sein; daher laBt sich 
jede lineare Differentialform db als >),du' oder > bidu, darstellen. In 
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folgerichtiger Durchbildung unserer allgemeinen Verwendung des Differen- 


, : : . -, Ob __» we 
tialzeichens bezeichnen wir b, mit aul? bf mit ay,» Setzen also 
+f 


ne b . 7 ab 
(88) db= > 5 du = S' = du, 
1 Out ha OU; 2 
| ’ 
wonach 
éb - \ Y ait c b ob a a ob 
CU; ii out’ out > ik Ow,’ 
(89) ’ : 
cw = ait Ou, — 
Cu — ? cut ~ ae 


und allgemein (unabhingig von der Zeigerstellung): 


90) ab a ob av 


a _ Ove aw 
sein muf. Das wesentlich neue Element dieser Verallgemeinerung liegt 
darin, dab nur db, du‘ usw., nicht aber b, uw’ usw. selbst einen Sinn zu 
haben brauchen. 

Es treten auch Linearformen auf, die mit @ an Stelle von d bezeich- 
net sind. Dementsprechend miiBten wir ein dem geschweiften ¢ entsprechen- 
des ,,partielles* Delta erfinden, wenn nicht gliicklicherweise die kogredienten 
Differentiale auf die Zdahler unseres Ableitungssymbols beschrinkt blieben. 
Hierbei ist es nun véllig ausreichend und unmifverstiindlich, zu schreiben: 


bt él 
91) b= > dui = > 5 du,. 
‘ 


— 


: ‘ 


Auch hierfiir gelten selbstverstiindlich (89) und (90). Die Koeffizienten 
0b db 


, 


jul? Bu,’ in denen, sofern 6b von db verschieden sein soll, das Zeichen b 
natiirlich noch einen oder mehrere Zeiger triigt, wollen wir ,,kogrediente 
Ableitungen* von b nennen, entsprechend den kogredienten Differentialen, 
durch deren Zerlegung sie entstehen. Sie sind ,,kogredient“ allerdings nur 
in einem erweiterten Sinne des Wortes; denn sie bilden einen Tensor vom 
nichst hiheren Range und tragen dementsprechend im Nennersymbol einen 
neuen Zeiger. Dabei ist zu beachten, daB dessen Stand fiir das ganze Ab- 
leitungssymbol der umgekehrte ist, wie fiir den Nenner allein: Kin im Nenner 


Ob , . - 
hochstindiger Zeiger hat fiir den Tensor | sar | die moenetiany eines tie/- 


—_— . . . . ob ‘ 
stindigen und umgekehrt, wie dies schon die Bezeichnung oui = b. im 


Eingang dieses Paragraphen zum Ausdruck brachte. 


| 
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§ 24. Absoluter Differentialkalkul. 


Wir kommen nunmehr zu dem Nachweis, daB der Orientierungs- 
tensor tatsiichlich den Forderungen (85) bis (87) entsprechend gewihlt 
werden kann, und daS alsdann unsere ,,kogredienten“ Ableitungen mit 
denen des ,,absoluten“ Differentialkalkiils identisch sind. Genauer gesagt: 
DaB sie diese als Sonderfall enthalten, in welchem die Grundformen du‘ 
exakte Differentiale und alle Zeiger des abzuleitenden Tensors tiefstindig 
sind.*) 

In den Ableitungen ausgedriickt lautet (48): 


@ x bY 4X Kk,” 
-i45->>4 +> gia 
ow J ow au? t;, Hag iw? 


eoeLliwl yv=i dizi 
Dieser Ausdruck enthalt (11) als Spezialfall, wenn wir zeigen, dab 
bei integrablen Grundformen dw’: 
tk) 
gv A 
we) aut = a J 
ist. Hierfiir ist notwendig und hinreichend, daB die Gleichungen (12) und 


(13) erfiillt sind, wenn wir {**) durch (92) definieren. Nach dem soeben all- 


, ; : a , . 
gemein gesagten ist aber unter dieser Annahme a,,, mit ~—a,, identisch und 
ou 


dieses nach (41) oder, was dasselbe bedeutet, (54), in der Tat null. Ferner 
ist in (87) das Additament in unserer Bezeichnung gleich 


% é C 
> (5 ae bi — oy bs, ) dy du" 
Aa .* 


Setzen wir daher die Bedingung A,,u' = 0 als erfiillt und zugleich die 
du‘ als exakte Differentiale, d. h. D,,u'’ = 0 voraus, so mub 
(93) Oh me ~ Dio) 
. cut ou* 
d. h. mit Riicksicht auf (92), in der Tat (15) erfiillt sein. 
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen und der AnschluB an die 
ailteren Theorien hergestellt. 


*) Die erste Annahme findet sich durchgehends in der ganzen Literatur, die 
zweite ist unwesentlich. Bereits Ricci und Levi-Civita betrachten 1. c. den ,kontra- 
varianten* Tensor mit lauter hochstiindigen Zeigern, bilden aber seine Ableitung in 
einer fiir die noch uniiberwundene Einseitigkeit der Auffassung sehr kennzeichnenden 
Weise, indem sie die Zeiger vor der Bildung der Ableitung senken und nachtriiglich 
wieder heben. 


‘ ’ OPu a 
*) Vektoriell bedeutet dies: — hoe 4: p,, also . m1 an “Pe. dies ist in der Tat 
ou ow ou ous 


formal die Bedingung (85) der Integrabilitiit von d3 = >pdw. 
































io” 


—_~ oo, 


—s 
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$ 25. Verallgemeinerung fir nichtintegrable Grundformen. 

Der Vollstiindigkeit halber geben wir noch die Werte Bua ov fiir den 
allgemeinen Fall an, daB die Grundformen keine exakten Differentiale sind. 
Alsdann sei 


(94) D,,u' = > Uj, dw du" ,*) 
2, 

darin: 

(95) Vin — U;. 4° 


Nach (87) ist alsdann an Stelle von (93): 


c i 


(96) b; ae Ju ut Uj Au Q, 


oul C “al 
wihrend (41) formal ungeindert bleibt. Setzen wir daher 
c je k ) 
é jut = Last + Wis, 


(97) 


. {tk ‘ 
wobei La | nach wie vor durch 


8) definiert sein soll, so wird 


(98) Rin — hur + Ui, = 9, 


- i , 7 
(99 Pian + Dias —?, 
i ri 


woraus sich durch eine zu § 2, (14ff.) analoge leichte Rechnung**) 


aal I = | - 
(100) 2hi. = x . (asa Une + On2 Uni) — Vin 
und nunmehr aus (97) dbi usw. ergibt.***) 


Ist dut=— Su'@dt. und umgekehrt dt, = St du’, so wird: 
oe v g dl 4 


4 


_ +o 0 + t@ a 
D.,u S be = ) at, d.tg, also Ulu = > (= - oe jt a bea 
: at, at ét,, Ot, eA “ 


? 0, a 





**) Durch Verwendung der Liickenbezeichnung (8. 195, FuBnote) erhilt man eine 


besonders einfache Darstellung. Wir schreiben etwa nore und Ulin fiir h;, und U;,. 


Dann lautet zuniichst (99): h,,,+-h,;,—=0, und aus (98) erhalten wir durch Senken 


des Zeigers i: h —h ..+U,,, =0. Nunmehr ergibt sich unmittelbar: 
Aint “ia 1AM 


Din = Vit Opi — Grins 
und durch Heben des Zeigers / folgt (100) in der Schreibweise 


ole ole rolo rl00 
Bhi oe = ick + ici -s Usk: 


***) Es sei nochmals daran erinnert, da8 der Orientierungstensor ein Quasitensor 

ist; wiire er ein eigentlicher Tensor, so wiire die Christoffelsche Symmetrie in zwei 
7 . r . . . . ss , % 

gleichstiindigen’ Zeigern eine invariante Eigenschaft und kénnte durch Ubergang zu 
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VII. Héhere Ableitungen. 
§ 26. Integrabilititsbedingungen. 


o* é* : — or . 
Unter *_ und % sind folgerichtig die Koeffizienten von dw 
Out Ou Out Ow 
a C@ eg , , . : . 
in dai und d=; zu verstehen, wobei dq irgend eine Linearform be- 
zeichnet: 
-™ a? aq + g? 

(101) P|. ode, Ooh = Sew. 

ow aut cus ou hee CUM OU 

Me “ 


Es liegt in der Natur der Sache, dab die Verallgemeinerung der gemeinen 
zweiten Ableitungen so gut wie gar nicht benétigt wird, da bei zweck- 
maBiger Rechnung das kogrediente Differential an Stelle des gemeinen be- 
nutzt werden wird. Dazu kommt, daB die gemeinen héheren Ableitungen 
im Gegensatz zu den kogredienten nur einen Quasitensor bilden, so dab 
eine Reihe wichtiger Eigenschaften beim Ubergang zu nichtintegrablen 
Grundformen verloren geht, vor allem die Symmetrie 


+ 


(102) Dats ate 


Cue ow Cus Cu 


8] 


als Integrabilitatsbedingung fiir dp. In kogredienter Darstellung wird mit 
Riicksicht auf (86) 


‘ _ S'(_*9 d*¢ ee 
(103) Dy -»> ( i ae ) d,u* dw"; 
die Integrabilitiitsbedingung fiir dp besteht also, unabhdingig davon, ob die 
Grundformen integrabel sind oder nicht, in der Gleichheit der kogredienten 
mittleren Ableitungen. Nun ist explizite: 
é? 3% \ obs ¢ 
(104) M soul — 2, dan du 


Cur ous curow al CuK Cue’ 


und unter den beiden Voraussetzungen A,,u' = 0, D,,u' = 0 ist nach (93) 
das Additament in den Zeigern 4, u symmetrisch, daher die Differenz der 
kogredienten gleich der der gemeinen mittleren Ableitungen und (102) 
mit D,.@ = 0 gleichwertig. 


§ 27. Differentialparameter A*g im biniiren Fall. 
Dieser Hinweis ist wichtig fiir die zweifache Darstellung des Beltra- 
mischen Differentialparameters A*m im Falle n = 2, wobei wir die be- 
kannte Bezeichnung a,,— FE, a,,— F, a,,=G, du'=du, du? = dv ver- 


"? 12 
wenden wollen: 
nichtintegrablen Grundformen nicht verloren gehen. Ebenso ist natiirlich { Uj,,} ein 
Quasitensor, da er durch besondere Wahl der Grundformen zum identischen Verschwin- 
den gebracht werden kann. 

































Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie. 


i , 0? 0*q 
(105) mE 5. t- F (2 + +5, ~) +G = 4h 
» 2 1 } 1 709 7 O@ 4 1 y" Op 
F108) a = [55 w(E Rt —F 5a) — an TF oe F3e) | 


Die zweite Darstellung ist nur giiltig unter den Annahmen A,,u‘ = 0, 
D,,u = 0. Unabhiingig von ihnen muB sie nach § 26 lauten: 

- ° iréd 1 Op 1 ,0@ Og 

O71) “ == —_— 4 — —— 
(10% a ? T | T ov ‘ ree . (FP av G 2) I, 
und geht dann unmittelbar in (105) iiber, wenn man beim Ausfiihren der 
kogredienten Differentiationen beachtet, dab sich EF, F, G, 7 wie Kon- 
stanten verhalten. Die wesentliche Folgerung, die man aus (106) zu 
ziehen pflegt, daB® niimlich fiir A*g = 0 die Form: 
_ 1/(pd¢ 7 OP , 1 (pee 1 OQ\ 2. 
dy = T (E av . C *) du + T (Z av G au) de 


integrabel ist, flieBt nach § 26 unabhiingig von der Integrabilitét der 
Grundformen unmittelbar aus (107). 


§ 28. Derselbe fiir » Variable. 


Fir n> 2 definiert man A*g als Faltung analog zu (105): 


, .Y O'@ XY - 0g 0*g 
R A? > om . yt . ik . . 
(108) ¥ > Ou OU, >i Oui “a” ou >. . ou ow 


i i i i,k 
Explizite ist andererseits unter Voraussetzung von (93): 
, 0*¢4 C1 abi aq’ — Fe YOb; dg 
| Ae Si Fe_ See 2). Sy _ wae 
Ow Ou; ai CU OU, | Out Ou, Ou’ Ou, 
‘ 4 i a,A 
Vertauscht man in der Doppelsumme die Zeiger und beachtet (55): 


(109) Hea Fe. 2 .. F2= 


Cw Ou, ae Pew’ Ou 


) _ + e+. a 1 ¢ r> iz OP 
me Bi out ( r5*) ™ ¥ sa(7 ° out}? 
‘ A 
so erhilt man das Analogon zu (106). Rap gu (107): 
9 1 Qvd (7d ’ 
(110) A*g =; (7 £%) = = tS 5a) 


7 jou’ ou rT, ou nal ou 
: : 


geht wegen 07'=0 unmittelbar in (108) iiber, ist be Gegensatz zu (109) 
von der Annahme (93) unabhiingig und enthilt, wenn diese gemacht 
wird, (109) als Sonderfall, weil sich alsdann die Additamente gegenseitig 
aufheben.*) 


*) Letzteres gilt iibrigens fiir jeden zu { 7'y‘} kogredienten d. h. in allen Zeigern 


k,,-++,k, alternierenden Tensor | 7" > 
1 n {Ay ky J 
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VIIL. Der Krimmungstensor. 
§ 29. Alternierende Eigenschaften. 
Wenn die Grundformen exakte Differentiale sind, ist nach (92): 


ay by, — re ; 


wonach durch Vergleich mit (18) aus (69) folgt: 


le A dyn ® 
(111) die bps “2 d,u™,*) 
(112) KS) Aydin du’ dyut = >’ De, dye p, de. 
ik i,k 
Weil d, ein Skalar, ist D,,d,u‘ = 0, also 
(113) > Dadi dye! = Dy >'?, du! = Dyd,8, 
somit endlich: 
(114) K = Dud, d,8. 


Die Darstellungen (112), (114) sind infolge ihrer Invarianz von der An- 
nahme D,,u'=0 unabhdngig. An Stelle der Relationen (19) bis (22) 
treten jetzt: 


(115) Dy,8 4,8 = — Digd,8 4,8, 
(116) Dy,8 4,8 = — D,,8 4,8, 
(117) DyG,3438—= Dy d3d,3, 
(118) (D,4,8 + D,,4,3 + D,,4,8) d,8 = 0.**) 


Die beiden ersten folgen durch nahezu wértliche Ubersetzung der 
Beweise zu (19), (20) in die neue Ausdrucksweise. Allgemein ist namlich: 


D,,w = — Dygw, Dg +t + Dyyt-q = Dy,(qr) = 0, 


rn] 


letzteres, weil qr ein Skalar ist.***) Ersichtlich werden hierbei lediglich 


*) Setzt man 
4, df) = > {iklm)} d,wdu™, 


i,m 


so ist nach (65) 
(ikim}— Saté(iilm), 
ad 
& 
wihrend man aus (67) eine zu (18) analoge Darstellung von {ikim} durch die Gréfen 


iy und ihre Ableitungen erhiilt. Auch {iklm} tritt in Christoffels Rechnung auf. 


“*) Diese Darstellung entspricht nicht genau (22), sondern der gleichwertigen 
22a), unter gleichzeitiger Versetzung der Differentiationszeiger 1, 2, 3, 4. 

***) Ebenso wurde (64) bewiesen, welches mit (116) gleichwertig, andererseits eine 
Folge aus der mit (12) bzw. (15) gleichwertigen Bedingung (41) ist. Dementsprechend 
muBte beim Beweise von (20) auf (15) zuriickgegriffen werden. 





die 
be 


ur 
(i 


ve 
fo 
ei! 
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die Eigenschaften der duferen Orientierung, noch nicht aber die Mab- 
bestimmung in & herangezogen. 


§ 30. Symmetrische und zyklische Eigenschaft. 

Andererseits ist klar, daB (21), (22) ohne die MaSbestimmung in & 
unméglich bewiesen werden kénnen. Denn die Zeiger i, k des Symbols 
(ikl m) beziehen sich auf eine vektorielle Zerlegung nach den Grund- 
vektoren, dagegen /,m auf eine differentielle nach den Grundformen. So 
lange daher diese mit jenen noch nicht durch die MaBbestimmung ,,trans- 
formatorisch gekoppelt“ sind, hindert uns nichts, beide unabhingig von- 
einander zu transformieren, wobei natiirlich eine invariante Beziehung 
zwischen den zugehérigen Zeigerpaaren unméglich ist. 

Der Klammerausdruck in (118) entsteht durch den Operator: 


[Piss = Did + Dy, + Dy, 

(119) . * dydyd, — d,dydy + dyd,d, — dyd, dy + ddydy — dydyd, 
= d, Dy, + dy Ds, + ds Dis, 

so daB (118) kiirzer lautet: D,.,8d,8—=—0. Die dritte der Darstellungen 
(119) laBt aber erkennen, daB mit D,,8 = 0 (85) auch D,,,8 =0 ist. Analog 
za § 3 erweist sich nunmehr (117) wieder als Folge von (115), (116) 
und (118) vermége der Identitit: 
| 2 D,d,8 4,8 — 2 Dy,d,8 d,8 
= Diog8 4S — Dyo8 ds — D,5,8 4,8 + Dyg,8 d,3.*) 


i] 


(120) 


§ 31. Fall des verschwindenden Kriimmungstensors. 

Das Verschwinden des Kriimmungstensors bedeutet bekanntlich, dab 
die MaBbestimmung in & eine euklidische ist, d. h. dab ds? als Summe 
der Quadrate von m exakten Differentialen dz, dargestellt werden kann. 
Den Beweis dieses Satzes kénnen wir im Anschlu8 an unsere Trennung 


*) Man kann D,,, 2,,,; und die beiden Seiten von (120) durch folgende sym- 


bolischen Determinanten darstellen: 


d, d, d, dad, 4d, d, _~_ q& «© 
d, d, ; d, d, d, ie d, d, d, d, 
d, d, 4d, d,3 d,8 d,8 d,8 


—d,8 —d,8 d,8 d,8 
mit der Vorschrift, daB in jedem Glied der Entwicklung die Faktoren in der Reihen- 
folge der Zeilen anzuschreiben sind, denen sie entnommen werden. In (119) haben 
wir die Entwicklungen nach der ersten bzw. letzten Zeile und die volle Entwicklung 
vor uns, in (120) links die Entwicklung nach Unterdeterminanten zweiten Grades 
(erste und zweite Zeile einerseits, dritte und vierte andererseits), rechts die Entwick- 
lung nach der letzten Zeile und ihren Unterdeterminanten dritten Grades. 
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von Orientierung und Messung in zwei Schritte zerlegen, von denen der 
erste bereits in § 19, Anmerkung, im Anschlu8 an die Orientierung ge- 
nannt ist: Im Falle A,,b! = 0 laBt sich das Grundsystem in eine »-dimen- 


sionale euklidische Mannigfaltigkeit einbetten, d. h. man kann p, =D Pict, 
setzen, wobei de, = 0, e¢, = e?, also das neue Grundsystem {¢,} ein festes 
orthogonales Einheitssystem ist. Nach Einfiihrung der MaBbestimmung wird 


daher 
ds -> e,dz,, (ds)? — > (d2,), dz, = > Pig tt, 


und die Forderung D,,8 = Se, D,3x, = 0 bedeutet, daB die Grundformen 


‘ 


dz, exakte Differentiale sind. 


§ 32. Biniirer Fall und GauBbisches Kriimmungsmab. 


Im Falle »=2 hat eine alternierende Bilinearform die Gestalt 
e(dudw — dud), wobei wir du, dv fiir du’, du*® schreiben. Der 
Klammerausdruck ist mit 7~-* kogredient, so dab c7~' eine Invariante 
ist. Insbesondere sei diese fiir die Pfaffsche Kovariante einer Linearform 
dr mit Jr bezeichnet: 


(121) D,.r = Jr - T(dudv — du d,v). 
Der Kriimmungstensor nimmt die Gestalt 
(122) K = K- T?(dudwv — dud,v) (du dw — dud,v) 


an, wobei die Invariante K = (1212): 7* das ,,Kriimmungsmaf* oder die 
»Kriimmung“ schlechthin genannt wird. 

In einer friiheren Arbeit*) habe ich das folgende, fiir viele Anwen- 
dungen bequeme und eine ganze Reihe von Darstellungen fiir K als 
Sonderfille umfassende Verfahren zur Berechnung von K angegeben: 
Man stelle (ds)* als Swmme eweier Quadrate von Linearformen dar: 

(ds = (dp)* a (dq)’; 
dann ist 
K = — J(Jp-dp+Jq-dq). 
Dieser Satz laBt sich dank unserer Verallgemeinerung auf nichtintegrable 
Grundformen wesentlich kiirzer beweisen, als es 1. c. unter Beschriankung 
auf integrable méglich war. 

Wir wihlen nimlich dp, dq als Grundformen; dann wird das Grund- 
system ein orthogonales Kinheitssystem, die Unterscheidung zwischen Hoch- 
und Tiefstand der Zeiger gegenstandslos, p, =p‘, a,,= ai, db,,=db* usw., 
insbesondere 


*) Uber die Invarianten linearer und quadratischer biniirer Differentialformen usw., 
§ 15f., Acta math. Bd. 23. 














(123) T =—1, (124) 
(125) db,, = dby = 0, aby, 


Wegen (125) ist das Additament von A,,),,. null (vgl. 67), also A,.by), 


= D,.b,. und nach (112) 
(126) 


(127) 


(128) 


also 
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(*}=9 


— dbg,. 


K = Dyybys (d, p dq — dap dq). 
Wegen (123) ist allgemein nach (121): 
D,,r = Jr - (d,pd,q —4,p 4,9), 
also insbesondere nach (126) und (122): 
K = Jb,, 
und nach (94, 95), weil du’ = dp, du® = dq: 


0b). 





U2, = Ju? = Jq. 


Ut - 


Uk = Jy! = Jp; 
Aus (97) und (100)*) aber errechnen wir mit (124): 
Ob, rt 
ap Ui: ? 


nach (128) 


db,» —— Jp ° dp - 


woraus mit (127) unser Satz folgt. — 


stellu 


Breslau, im Juni 1916. 


*) Besonders einfach an Hand der in der FuBnote Seite 211 gegebenen Dar- 
unter Beachtung der Gegenstandslosigkeit des Zeigerstandes. 
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J. A. Scuovuren. 


Zur Klassifizierung der assoziativen Zahlensysteme. 
Von 


J. A. Scnouren in Delft. 


In einer im Jahre 1914 erschienenen Arbeit*) habe ich eine direkte 
Darstellung der Hauptsiitze der assoziativen Zahlensysteme gegeben, direkt 
in dem Sinne, dab, wie H. Taber es zuerst 1904 gefordert hat**), keine 
Eigenschaften der Gruppentheorie, Matrizentheorie oder sonstiger ver- 
wandter Gebiete zur Verwendung gelangten. Dabei wurde zur Ableitung 
eines der wichtigsten Theoreme, Theorem V***), zuriickgegriffen auf 
einen Beweis von H. Taber, der die Einfiihrung des Taberschen Skalars 
erfordert. Nun ist der Tabersche Skalar einer Zahl eine Invariante bei 
allen Anderungen der Einheiten, und als solche eine Funktion, die ohne 
Verwendung fremder Elemente innerhalb einer direkten Theorie der Zahlen- 
systeme sehr wohl definiert werden kann. Es ist aber nicht zu leugnen, 
daB der Tabersche Beweis noch ziemlich weitliufige Erérterungen ver- 
langt und unter allen Beweisen der Arbeit der einzige ist, der nicht mit 
den komplexen Zahlen selbst auskommt sondern Funktionen derselben 
benétigt.- Dieser Umstand hat mich veranlaBt den Beweis nicht einzu- 
schalten, sondern nur zu erwahnen. 

G. Voghera, der 1908 in seiner mir unbekannt gebliebenen Disser- 
tationy) ebenfalls die Wichtigkeit der Aufgabe betont hat, die Theorie 
der Systeme unabhiingig von anderen Gebieten als selbstiindigen Zweig 
der Mathematik zu begriinden, hat nun kiirzlich}+) einen Beweis des 


*) Zur Klassifizierung der assoziativen Zahlensysteme, Math. Ann. 76 (1914), 
-66, fernerhin zitiert: Z. K. 
ee 


2) 
— 
| 


On hypercomplex number systems, Trans. Am. Math. Soc. 5 (1904), 8. 509—548. 
~) Z. K 8. 19. 
+) Zusammenstellung der irreduziblen komplexen Zahlensysteme in sechs Ein- 
heiten, Denkschr. Wien 84 (1908), S. 269—328. 
+7) Ein direkter Beweis fiir die Normalform der kompiexen Zahlensysteme, Math. 
Ann. 77 (1916), 8. 563—572. 
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Theorems V gebracht ohne Verwendung des Taberschen Skalars, und da- 
mit meine Arbeit in einem wichtigen Punkte erginzt. 


Dabei hat er bemerkt, daB in meinem Beweise des Theorems VIII 
stillschweigend angenommen wird, daB das Untersystem der nilpotenten 
Einheiten ein nilpotentes Untersystem ist. Diese Bemerkung ist richtig, und 
ich gebe daher nachtriiglich dafiir einen sehr einfachen Beweis. Auf Seite 29 
ist unabhiingig von Theorem VIII bewiesen, daB eine idempotente Zahl 
nicht aus nilpotenten Haupteinheiten zusammengesetzt werden kann. 
Fiihrt man nun fiir das in bezug auf eine Hauptreihe geregelte System 
nach einer der beiden Peirceschen Formeln das umfassende urspriing- 
liche System mit »* Einheiten ein, so werden die Nebeneinheiten Viel- 
fachsummen von nilpotenten Haupteinheiten dieses umfassenden Systems, 
und da diese Haupteinheiten niemals eine idempotente Zahl bilden kénnen, 
kénnen es auch die Nebeneinheiten nicht. Das Untersystem der Neben- 
einheiten enthilt also keine idempotente Zahl, und infolge eines bekann- 
ten Satzes, dessen einfacher Beweis hier nicht wiederholt sei*), auch keine 
nicht nilpotente Zahl. 


Herr Voghera hat ferner bei mir den Beweis vermiBt, daB die 
Einteilung nach Theorem VI sich vertriigt mit der Einteilung nach Cha- 
rakteren. Diese Ubereinstimmung ist aber unmittelbar evident, wie aus 
folgender von Cartan herriihrenden Bemerkung hervorgeht**). Hat man 
bei der Aufstellung der Reihe in dem Cartan-Frobeniusschen Beweis***) 
als erste, mit jeder anderen Zahl Null erzeugende, Einheit e, eine Zahl 
gewahlt, die eine Summe von Zahlen verschiedener Charaktere ist, so hat 
jeder Teil von e, mit einem bestimmten Charakter dieselbe nullerzeugende 
Eigenschaft, und kann also statt e, gewahlt werden. Dasselbe gilt fiir 
alle folgenden Einheiten. 

Die Bemerkung von Herrn Voghera, daB die neue Ordnung aller 
nilpotenten Einheiten mit der alten Regelung der nilpotenten Einheiten 
geraden Charakters unvertriglich ist, ist richtig und es sei meine dies- 
beziigliche ohne Beweis geiiuBerte Meinung hiermit als unzutreffend zu- 
riickgenommen. 

Was die Prioritit in bezug auf das Prinzip der durchgehenden Selbst- 
isomorphie betrifft, méchte ich bemerken, daB E. Cartan in der 1908 
erschienenen franzésischen Bearbeitung des Enzyklopidieartikels von 
E. Study dieses Prinzip, sofern Nichtquaternionensysteme in Betracht kom- 
men, wenn auch nicht ausdriicklich formuliert, so doch dem Wesen nach 


*) Taber a. a. O. S. 524 oder Voghera a. erstangeg. O. S. 319. 
**) Annales de Toulouse 12 (1898) B., 8. 33. 
at Se ae | 
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ausgesprochen hat. Sobald mir diese Arbeit, die auch Herrn Voghera 
offenbar entgangen ist, bekannt wurde, habe ich in einer kleinen Note*) 
auf die Cartansche Prioritét aufmerksam gemacht. Sollten nicht noch 
andere Mathematiker auf denselben Gedanken gekommen sein, so ist der 
Sachverhalt also jetzt dieser, daB Cartan und Voghera ungefibr zur selben 
Zeit 1908 das Prinzip fiir den Fall der Nichtquaternionsysteme angegeben 
haben, und das allgemeine Prinzip, das durch eine einfache Verallge- 
meinerung dieses Spezialfalles hiitte gewonnen werden kiénnen, von mir 
1914 aufs neue abgeleitet worden ist. 


*) Zusatz zur Klassifizierung der assoziativen Zahlensysteme, Math. Ann. 77 
(1915), S. 307. 
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Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe. 
Von 


Emmy Noeruer in Géttingen. 


Das Problem der Konstruktion von Gleichungen mit vorgeschriebener 
Gruppe l48t sich in zwei Richtungen angreifen, die man kurz als die 
,irrationale“ oder die Wurzeln charakterisierende, und die ,,rationale“ oder 
die Koeffizienten charakterisierende, bezeichnen kann. 

In der ,,irrationalen“ Richtung, die funktionentheoretisch-arithmetisch 
arbeitet, liegt der Kroneckersche Satz, daB alle Abelschen Kérper im Ge- 
biet der rationalen Zahlen Kreiskérper sind, und die entsprechenden Sitze 
fir relativ-Abelsche Kérper in bezug auf quadratische Zahlkérper. Diese 
Satze geben einerseits die Realisierbarkeit aller Abelschen Gruppen in bezug 
auf diese speziellen Rationalitiitsbereiche; anderseits liefern sie die Ge- 
samtheit der Gleichungen und geben zugleich einen tieferen Einblick in 
die Struktur der dadurch definierten Zahlkérper. Jeder einzelne Satz ist 
aber auf einen speziellen Rationalititsbereich beschrinkt; und jeder neue 
Rationalitatsbereich erfordert eine ganz neue Behandlung. 

Die ,,vationale“, algebraisch arbeitende Richtung stiitzt sich auf den 
Hilbertschen Irreduzibilitiitssatz, demzufolge man sich in der Koeffizienten- 
darstellung auf Parameterdarstellung beschriinken kann. Hierher gehért 
z. B. die Existenz von beliebig vielen Gleichungen mit alternierender Grnppe 
in bezug auf jeden beliebigen Rationalitatsbereich. Es fehlt hier natur- 
gemiB der oben gekennzeichnete Einblick in die Struktur der durch die 
Gleichungen definierten Kérper; der Vorzug dieser ,,rationalen“ Richtung 
liegt aber darin, daB die Realisierbarkeit der Gruppen fir alle Rationalitats- 
bereiche gleichseitig bewiesen wird; doch ergeben die bis jetzt bekannten 
Parameterdarstellangen im allgemeinen nicht die Gesamtheit der Glei- 
chungen.*) 


*) Fiir auflésbare Gleichungen 148t sich die Parameterdarstellung der Koeffizien- 
ten ersetzen durch diejenige der Wurzeln. Hier hat neuerdings F. Mertens fiir gewisse 
Gruppen 8. Grades allgemeinste Wurzeldarstellungen gegeben: ,Gleichungen 8° Grades 
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Das Folgende ist ein Beitrag zu der ,,rationalen* Richtung; es werden 
hinreichende Bedingungen angegeben fir die Existens von Parameterdarstel 
lungen, die bei beliebigem Rationalititsbereich die Gesamtheit der Gleichungen 
mit vorgeschriebener Gruppe, liefern. Diese Bedingungen bestehen darin, 
daB der zur Gruppe gehdrige Invariantenkérper — Lagrangesche Gattungs 
bereich — sich rational durch unabhdngige Funktionen des Bereichs dar- 
stellen laBt, eine ,Minimalbasis“ besitzt; oder anders ausgedrtickt, dem 
Kérper aller rationalen Funktionen von » Unbestimmten isomorph ist. 
Dies ist, wie noch in § 2 gezeigt wird, beispielsweise erfillt bei allen 
bei den Gleichungen 3. und 4. Grades auftretenden Gruppen. Die wirkliche 
Aufstellung und genauere Diskussion dieser Gleichungen 3. und 4. Grades 
findet sich in der Dissertation von F. Seidelmann*), von der ein Auszug 
dieser Mitteilung unmittelbar folgt. 

Die Frage nach der Minimalbasis der Lagrangeschen Gattungsbereiche 
wurde — wie schon in der Arbeit ,Kérper und Systeme rationaler Funk- 
tionen“ (Math. Ann. 76) erwahnt — unabhingig von dem dargelegten Zu- 
sammenhang mir gegeniiber von E. Fischer aufgeworfen und gab den 
AnstoB zu den vorliegenden Untersuchungen.**) 


$1. 
Hinreichende Bedingungen fiir die Parameterdarstellung. 


1. Die Méglichkeit, die Konstruktion von Gleichungen mit vorgeschric- 
bener Gruppe auf Parameterdarstellung zuriickzufiihren, folgt aus dem 
Hilbertschen Irreduzibilititssatz, der folgendes aussagt: Es habe die 
Gleichung 
(1) f(a) = 2° + F(a, -++4,) at +++ + FA, 4) = 0 
— wo F,(d,---4,) rationale Funktionen der unabhiangigen Parameter 
i, -+- 4, mit Koeffizienten aus einem Zahlkérper***) Q bedeuten — in bezug 
auf den Kérper Q(4,---4,) aller rationalen Funktionen von 4, --- A, mit 
Koeffizienten aus 2, die Gruppe [; dann kann man die Parameter / 


mit Quaternionengruppen“, Sitzb. d. Ak. d. Wiss., Wien, Abt. Ila, Bd. 126, 8.735. Wie 
ich dieser Note entnehme, hat schon vorher G. Bucht fiir stets herstellbare Normal- 
formen der Gleichungen 3. und 4. Grades und der Gleichungen 8. Grades mit den er- 
waihnten Gruppen die allgemeinsten Wurzelausdriicke angegeben: ,Uber einige alge- 
braische Kérper achten Grades“, Arkiv for Math., Astron. och Physik, Bd. 6, Nr. 30. 
[Zusatz bei der Korrektur.] 

*) Die Gesamtheit der kubischen und biquadratischen Gleichungen mit Affekt 
bei beliebigem Rationalitétsbereich. Erlangen 1916. 

*) Vgl. Teil 2. der vorliufigen Mitteilung iiber ,Rationale Funktionenkérper’, 
Jahresb. d. d. Math. Vereinig., Bd. 22, 1913. 
*) Anstelle des Zahlkirpers kinnte auch ein allgemeiner Rationalititsbereich tretea. 
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durch beliebig viele rationale Zahlen ersetzen, so daB die entstehende 
numerische Gleichung 

() (2) = 2 + a2*-*4+--- +a, —0 

in bezug auf 2 eben die Gruppe fF besitzt. Ein solches g(x) soll ge- 
nauer durch g,. bezeichnet werden. 

Es fragt sich nun, ob sich eine solche Parameterdarstellung (1) an- 
geben lat, daB die entstehende numerische Gleichung (2) die Gesamtheit 
aller g,. durchlduft, wenn 4,---4, alle Gripen aus Q durchlaufen — mit 
AusschluB derjenigen GréBen aus 2, die eine Reduktion der Gruppe be- 
dingen.*) Mit anderen Worten: das nichtlineare Gleichungssystem: 

(3) F,(4,++- 4) = a,;--- F(a ++: 4,) =a, 

soll fir jedes Wertsystem a, ---a,, das einem g,. entspricht, eine Lisung 
besitzen und zwar in GréBen A, --- 4, aus 2. Da das Gleichungssystem (3) 
nichtlinear ist, muB von vornherein bei der Forderung, die Gesamtheit der 
g, durch eine Parameterdarstellung zu erhalten, eine Einschrinkung ge- 
macht werden. Es kénnen nimlich bei solchen nichtlinearen Systemen 
immer singulire, einer algebraischen Relation H(a, - --a,) = 0 gentigende, 
Wertsysteme a, --- a, auftreten, fiir die keine Lisung existiert**); die Para- 
meterdarstellung (1) also versagt und eine Erginzungsdarstellung notwendig 
wird. Diese singuléren Werte von a,---a, lassen sich aber im vorliegen- 
den Fall, wie sich zeigen wird, einfach charakterisieren. 

2. Um eine solche Parameterdarstellung zu gewinnen, fordern wir 

weitergehend, daB die A, identisch in den als Unbestimmten aufgefaBten 
Wurzeln natiirliche zur Gruppe gehorige Irrationalitéten sind. Darunter ver- 
stehen wir folgendes: Ersetzt man in (1) die Parameter A, -- 4, durch ge- 
eignet gewiahlte rationale Funktionen g,(z) --- ,(x) der Unbestimmten 
2,:--2, — mit Koeffizienten aus 2 —,so soll dadurch (1) tibergehen in 
(4) h(x) = 2" — 6,(x)a"-! + 6,(x)a"-*--- + 6,(2) 
— wo 6,(a)...6,(#) die symmetrischen Elementarfunktionen von 2, ... x, 
bedeuten —; und es soll A(z) in bezug auf den dabei aus 2(A, .. 4,) ent- 
stehenden Rationalititsbereich Q(q,(z),:.., p,(~)) die Gruppe [ besitzen; 
9, (%) ... ,(%) seien dabei wegen der Unabhingigkeit der Parameter auch 
algebraisch-unabhingige Funktionen. 

Zur Priazisierung dieser Forderung ist der Zusammenhang von 
Q(p, (x)... p,(z)) mit der Gruppe [ klarzulegen. Dazu bestimmen wir 
zunichst den allgemeinsten Rationalitatsbereich K, in bezug auf welchen 





*) Hierher ist auch das Auftreten einer Doppelwurzel von g(z)= 0 zu rechnen 
**) Dies soll demnichst allgemein ausgefihrt werden in einer Arbeit tiber die 
,Alternative bei nichtlinearen Gleichungesystemen.“ 


16* 
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h(x) wh, wird. Es bezeichne 2,. den K6rper aller rationalen, rational- 
zahligen Funktionen von z,...2,, die [ gestatten — auch als der zu [ 
gehérige ,,Lagrangesche Gattungsbereich“ oder als Invariantenkérper von [ 
bezeichnet —; Q2(2,.) den entsprechenden, durch Adjunktion von 2,. zu Q 
entstehenden Kérper. {,. ist also ein Teiler des Kérpers R(x, .-.x,) 
aller rationalen, rationalzahligen Funktionen von z,...2,. Dann ist nach 
der Definition der Gruppe der allgemeinste Bereich K gegeben durch jeden 
Kérper, der 2,. als Teiler enthiilt und dessen Durchschnitt mit R(x, . .. 2,) 
genou 2. wird. Entsprechend ist fiir jeden Bereich K, der Q enthiilt, 
der Durchschnitt mit Q(2,...2z,) durch Q(2,.) gegeben. Es ist also ins- 
besondere, da nach unserer Forderung Q2(¢, (2) . . . p,(x)) ein Bereich K wird, 
der Durchschnitt von Q(g, (x)... ,(2)) mit Q(x, ...x,) durch Q(2,.) ge 
geben; da andererseits 2(,(z)...@,(z)) ein Teiler von Q(z, ...2,), 80 
wird Q(@, (x)... @,(z)) genau gleich Q(2,.). Die Forderung besagt also, 
daB der Lagrangesche Gattwngsbereich Q(2,.) durch Adjunktion der alge- 
braisch-unabhingigen Funktionen ,(x) ...,(x) su Q entstehen soll; dabei 
muB r =n werden, da 2; die » algebraisch-unabhingigen Elem entarfunk- 
tionen enthilt, andererseits nicht mehr als » Funktionen algebraisch-un- 
abhingig sein kénnen. ,(2)...@,(x) sollen, wie wir noch sagen wollen, 
eine Minimalbasis von Q(2,) bilden; oder auch 2, besitze eine Minimal- 
basis mit Koeffizienten aus °. 

3. Es ist nun wesentlich, daB diese ganze Betrachtung sich umkehren 
1éBt; und so tatsichlich zu hinreichenden Bedingungen*) fiir die gesuchte 
Parameterdarstellung fihrt. Wir nehmen also an, es sei 9, (x)... 9, (2) 
eine Minimalbasis von Q(2,); und zwar sei 2 der kleinste, die Koeffi- 
zienten von ,(2)...9,(2) enthaltende Kérper; 2 wird dabei notwendig 
ein algebraischer Zahlkérper, kann insbesondere der Kérper § aller ratio- 
nalen Zahlen sein. Da 6,(x),...,6,(z) zu Q(2,.) gehdren, bestehen Identi- 


titen in z,...z, — wo F, rationale Funktionen ihrer Argumente be- 
deuten: 
(5) 4,(x) = F,(,(@)... p,(@)); - - -; 6,(@) = F,(, (a) - - - p,(2)); 


wahrend umgekehrt ,(z)...@,() und folglich auch g(x) = u, 9, (2) 
+++++ 6.9, (x) algebraisch von 6,(7)...6,(x) abhiingen vermége der 
in bezug auf Q(6,(x)...6,(z)) irreduzibeln Gleichung: 
(6) G(p(z); 6,(a@-...6,(@)) = 9, 
die wieder eine Identitat in den x darstellt. 

Vermége (5) geht diese Identitat (6) tiber in 
(7) G(p@; Fi, ...9,): .-- F.@1 --- 9) = H(g,(@) - - - 9,0) = 9; 


*) Die Forderung war in 2. gegeniiber 1. erweitert, so da& die Bedingungeo 
nicht notwendig zu sein brauchen. 
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und wegen der algebraischen Unabhiangigkeit von ,(x)...@,(x) ist (7) 
nicht nur identisch in z, sondern auch in den g, erfillt; d. h. es gilt 
identisch in unabhingigen Parametern A: 

(8) H(A, ...4,)—= G(wya, +--+ ody; Fy, ... a,)3--- Fay... a) = 0. 
Aus der Identitiét (8) laBt sich folgern, dab die Gleichung 

(9) f(z) = a* — F,(a,...4,) a*-' + F,(a,...4,) ae-*... + F(a, ...4,) =0 
in beaug auf Q(A,...4,) die Gruppe T besitzt. Denn diese Identitat zeigt, 
daB das rational bekannte 4 = w, A, +---+ 4,4, eine zu f gehérige Funktion 
der Wurzeln ist; es kann aber weiter keine zu einer Untergruppe von [ 
gehrige Funktion rational bekannt sein, wie die Substitution 1, = g,(z) 
wigt; wahrend nach der gleichen Substitution auch 4 von all seinen Kon- 
jugierten verschieden ist. Ist ferner Q* ein beliebiger 2 enthaltender 
Zahlkérper, so besitat f(x) die Gruppe T in besug auf Q*(A,...4,); denn 
nach 2. wird bei der Substitution 4;— @,(x) auch bei Adjunktion von Q* 
die Gruppe nicht reduziert. 

Es ist jetzt noch nachzuweisen, daB in dem in 1. modifizierten Sinn 
f(z) tatsiichlich die Gesamtheit aller g,. durchliuft. Dazu bedenken wir, 
daB wegen (5) die F(A) algebraisch-unabhingige Funktionen ihrer Argu- 
mente 4 sind. Das Gleichungssystem 
(10) ¥, (a, ...4,) = —a,; ¥,(a,...4,) = a,;...;F(4,... 4) = ta, 
besitzt daher Lésungen fiir jedes beliebige Wertsystem a,...a4, — mit 
Ausnahme der noch anzugebenden singuliren. Fir jedes Wertsystem 
@,...a,, das einem g,. in bezug auf 2* entspricht, werden aber dabei 
die gugehérigen 4, als zur Gruppe gehérige natiirliche Irrationalititen*), 
Grifen aus Q2*. Durchlaufen somit 4, ...4, alle Wertsysteme, so durch- 
lauft g(x) die Gesamtheit aller Gleichungen (im modifizierten Sinn); dar- 
unter ist aber die Gesamtheit g, enthalten, der Werte aus Q2* entsprechen. 
Da umgekehrt den Werten 4 aus 2* nach dem Hilbertschen Irreduzibili- 
titesatz ,,im allgemeinen“ auch Gleichungen g,. entsprechen, erhilt man 
also in dem in 1. modifizierten Sinn tatsichlich durch die Parameter- 
darstellung (9) die Gesamtheit aller g,. in besug auf Q*. 

Es bleibt jetzt noch die Ermittlung der singuliren Wertsysteme, fiir 
welche die Parameterdarstellung versagt. Es seien, in Zahler und Nenner 
gespalten, die Funtionen der Minimalbasis gegeben durch 

\ Y; (@) 
9;(%) = u@ 
Setat man dies in die Identitéten (5) ein, so mégen diese (ohne Ktirzung) 
ibergehen in: 


*) Vgl. auch weiter unten! 
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(11) 0,(2)— pie) oder H,(2)- o,(2) = G,(2), 


wo also das Produké tiber alle H,(x) durch das Produkt aller Nenner 7,(z) 
teilbar ist. Fiir alle Wurzelsysteme «, ...a,, fiir die das Produkt 


H, (a) - H,(«)--- H,(@) +0 
und fiir die folglich auch kein Nenner y,(a) verschwindet, kann man in 
(11) durch H,(@) dividieren und erhilt so 


G, (a 
(12) 0,(a) — FS — F(9,(@; -- + 9,(@)), 


wobei die o,(«) wegen des Nichtverschwindens der Nenner endliche Werte 
annehmen — und bei Gleichungen g,. GréBen aus Q2* werden. (12) stellt 
das Lésungssystem von (10) dar, sobald man die «,...«, so bestimmt, 
daB a, = (—1)*o,(a) wird.*) 

Singuldr kénnen also nur solche Koeffizientensysteme a, = (— 1)*o,(a) 
werden, fiir die 

Hi, (a) - H,(«) --- H,(«) = 0; 

fir die also (11) statt in die Darstellung in 0=O0 iibergeht. Es ist dann 
eine besondere Untersuchung nétig, ob unter den so definierten singularen 
a,...@, auch solche enthalten sind, denen Gleichungen g,. entsprechen und 
fiir welche Zahlkérper.**) Zusammenfassend ergibt sich der 

Satz: Besitet der zur Gruppe [ gehiérende Lagrangesche Gattungsbe- 
reich eine Minimalbasis***) mit Koeffizienten aus Q, so laBt sich fiir jeden 
Zahlkirper Q*, der Q enthilt, die Gesamtheit der Gleichungen mit vor- 
geschriebener Gruppe T in besug auf Q* rational durch die Parameterdar- 
stellung (2) konstruieren — eventuell mit Ausnahme der in besug auf die 
Parameterdarstellung singuliren, die sich gesondert angeben lassen. Die Para- 
meter haben dabei alle Werte aus Q* zu durchlaufen, die keine Reduktion 
der Gruppe bedingen. Die Konstruktion ist fiir jeden beliebigen Zahlkirper 
méglich, wenn der Koeffizientenbereich Q der Minimalbasis gleich dem Korper 
R aller rationalen Zahlen wird. 


*) Die Auflésung der Gleichung ist dadurch zuriickgefiihrt auf die Aufldsung 
des aus unabhingigen Funktionen bestehenden Systems: 


Ws (t= += Gin) = Dy § == +5 Dy (OHy> +» Oy) — Dy 
**) Z. B. treten, wie F. Seidelmann a. a. O. gezeigt bat, nur bei der olternieren- 
den Gruppe der Gleichungen 3. und 4. Grades solche — singuliren Wertsystemen 


entsprechende — Gleichungen auf, und zwar nur fiir solche Zahlkirper Q*, die den 
Kérper der dritten Einheitswurzeln enthalten. Es 1i8t sich hier jedesmal eine ein- 
fache Ergiozungsdarstellung angeben. 

***) Aus der Existenz einer Minimalbasis folgt sofort die Existenz von beliebig 
vielen, die sich aus der urspriinglichen durch umkehrbar-rationale Transformation 
ableiten lassen. 
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Da nach dem Hilbertschen Irreduzibilitdtssatz die Parameter-Mannig- 
faltigkeit durch Ausscheiden derjenigen Werte ans Q*, die eine Reduktion 
der Gruppe bedingen, nicht erniedrigt wird, so gilt noch: Aus der Existenz 
einer Minimalbasis folgt, daB die Mannigfaltigkeit der Gleichungen mit der 
Gruppe T in besug auf Q* gleich der Mannigfaltigkcit der affektlosen Glei- 
chungen ist; die Mannigfaltigkeit iwird durch den Affekt nicht erniedrigt. 


§ 2. 
Anwendung auf spezielle Gleichungen. 


Wir weisen nun die Existenz der Minimalbasis fiir alle bei den Glei- 
chungen 3. und 4. Grades auftretenden Gruppen nach; und zwar zeigen 
wir dazu vorerst ganz allgemein, daB sich fiir Gleichungen mn" Grades das 
Problem auf ein solches von » — 2 Unbestimmten reduzieren laBt. Die 
erste Reduktion entspricht der linearen Tschirnhausentransformation zur 
Wegschaffung des zweithéchsten Gliedes. Wir nehmen als erste Basis- 
fanktion ,(x) = 6,(x); und beachten weiter, dah 2. sich rational aus 


allen homogenen, [ gestattenden Formen von z, ... 2, ableiten laBt. Sei 
p(z, ... %,) eine solche Form; dann gehért auch 
(2) 6(2)\ _ (, _ %(2) 
a(6) = 9(0,— 22% «5 3, — 9) = (0, — 0%) 
da es [ gestattet, zu 2). und man hat iiberdies: 
(2) = p(z,— %) mod 4, (2) 


oder: 

p(x) = q(x) + 4,(z) - p, (x) 
mit zu 2. gehérigen p,(x); das tiberdies von geringerer Dimension als 
p(2) ist. Die Fortsetzung des Verfahrens zeigt somit, daB sich alle homo- 
genen Formen aus 2). — und folglich iiberhaupt alle rationalen Funk- 
tionen aus &,. rational ausdriicken lassen durch ,(x) = 6,(x) und durch 


homogene Formen 
, a, ( }) 
q(z) = p(2,— =) — ply). 
Zwischen diesen Verbindangen y, besteht aber die lineare Relation: Sy, —0; 
die q(x) hdingen somit nur von (n—1) Atgumenten ab. 
Die zweite Reduktion beruht darauf, dab die g(x) homogene Formen 
ihrer Argumente sind. Wir nehmen als zweite Basisfunktion 


9:(2) = ie , OG (z)—4, (2, am sie) ) —4,(y,); %(z)—4, (2, = “2)) = 65(y,); 


n 


9,(2) ist also eine homogen-gebrochene Funktion ersten Grades von (m— 1) 
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Argumenten, nimlich den y, mit Sy, 0. Vermige @,(z) lassen sich aber 
alle q(x) rational ausdriicken durch die ebenfalls zu 2). gehdrigen 


r(a) — 22, 92)" _ PW) oly0" 


vey ef)" (yi) 
wo 4 den Grad von q(x) bezeichnet. r(x) wird also homogen vom nullten 
Grade, hingt somit nur von (m—2) Argumenten ab, den Verhiltnissen 


Yi Yet: y, mit Sy,—0. 2. 14Bt sich also rational ausdriicken durch 


9, (2) = 6,(x); »,(z) = ne und den Kérper aller von diesen (n—2) Argu- 


menten abhiingenden Funktionen r(x) aus 2;.,*) womit die gewiinschte Re- 
duktion geleistet ist. 

Fir Gleichungen 3. und 4. Grades hat man hierdurch insbesondere 
eine Reduktion auf Funktionenkérper von ein bzw. zwei Argumenten. 
Fiir diese existiert aber stets eine Minimalbasis nach den Sitzen von 
Liroth und Castelnuovo.**) Und zwar laBt sich im Fall einer Unbestimmten 
die Minimalbasis durch rationale Operationen ableiten, enthilt also speziell 
fir 2). nur rationale Zahlkoeffizienten. Bei zwei Unbestimmten kénnte es 
sich nach Castelnuovo noch um eine Basis mit Koeffizienten aus einem 
algebraischen Zahlkérper Q handeln; die tatsichliche Untersuchung (vgl. 
F. Seidelmann a. a. 0.) zeigt, daB man auch hier fiir jedes 2. eine rational- 
zablige Basis erhalt. Man sieht dies fast ohne Rechnung schon daraus 
ein, daB fiir die Vierergruppe sich eine solche rationalzahlige Basis wahleo 
laBt, namlich 

9; (2) = 4, (2); (2) = —; 93(2) ="; a (2) — —, 
wo 

U= 2, + 1y—Xy— My; V— 1, —14,+%,—%;y wW—1,—I%z—1444+%, 
daB die alternierende Gruppe in die zyklische der drei Basisfunktionen 


*) Fiir die Gleichung n*" Grades ohne zweites Glied: 
f(a) = 2" + a,2*~* + a,2"~-* +--.+a,=—0 
entepricht diese zweite Reduktion der — fir a,+ 0, a,-+-0 immer miglichen — 
Substitution y --S, wodureh f(z), bis auf einen Faktor, iibergebt in 


a,* ae —s 
99) =¥" + ar “+o5y" > a 





a® 
ype tage = 0; 
3 
also in eine nur noch » — 2 Parameter enthaltende Gleichung: 
gy) =e +e-y**+e-¥** + eay"-*+--- +e, =0. 
**) J. Liiroth: Beweis eines Satzes fiber rationale Kurven, Math. Ann. 9 (1875); 
G. Castelnuovo: Sulla razionalita delle involuzioni piane, Math. Ann. 44 (1893). Daé 


far Kérper von mehr als zwei Unbestimmten keine Minimalbasis zu existieren braucht, 
hat F. Enriques an einem Gegenbeispiel gezeigt, Rend. Acc. Linc., Vol. 21, 21. Jan. 1912. 
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©s> Ps» Pa; jede Achtergruppe in die symmetrische von je zwei dieser 
Funktionen abergeht, wodurch eine Reduktion auf die Gruppen der 
Gleichungen 3. und 2. Grades bewirkt ist. Fir die zyklische Gruppe 
aber ist eine rationalzahlige Basis schon durch Abel bekannt, wenn auch 
nicht als solche formuliert.*) Somit ist bewiesen: Die Gesamtheit der 
Gleichungen 3. und 4. Grades mit vorgeschriebener Gruppe — eventuell mit 
Ausnahme der in besug auf die Parameterdarstellung singuliren — lift 
sich fiir jeden heliebigen Rationalitatsbereich rational durch Parameterdar- 
stellung konstruieren: thre Mannigfaltigkeit ist gleich der Mannigfaltigkeit 
der affektlosen Gleichungen. 

Die tatsichliche Untersuchung zeigt (vgl. F. Seidelmann a. a. O.), 
daB nur je fiir die alternierende Gruppe in bezug auf Rationalitatsbereiche, 
die den Kérper der dritten Einheitswurzeln enthalten, eine Erginzungs- 
darstellung nétig wird, wahrend in allen anderen Fallen die Parameter- 
darstellung die Gesamtheit schlechthin liefert. 

Es sei noch bemerkt, daB die Minimaibasis auch bekannt ist fir 
alle Abelschen Gruppen.**) Hier handelt es sich aber um eine Basis 
mit Koeffizienten aus dem aus den Gruppencharakteren abgeleiteten Kreis- 
kérper. Fiir die Konstruktion der Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe 
lassen sich somit in diesem Fall keine neuen Resultate erzielen. 


Géttingen, Juli 1916. 





*) Vgl. Weber Algebra (kleine Ausgabe), § 93, Formel (12). 
**) E. Fischer: Die Isomorphie der InvariantenkOrper der endlichen Abelechen 
Gruppen linearer Transformationen. Gétt. Nachr. 1915, und Zur Theorie der end- 
lichen Abelschen Gruppen. Math. Ann. 77 (1915). 
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Die Gesamtheit der kubischen und biquadratischen Gleichungen 
mit Affekt bei beliebigem Rationalitatsbereich. *) 


Von 


F. Serprimann in Erlangen. 


Die folgenden Bemerkungen bilden insofern eine Erginzung der 
vorausgehenden Ausfiihrungen von Fri. E. Noether, als in ihnen die Ge- 
samtheit der kubischen und biquadratischen Gleichungen mit Affekt bei be- 
liebigem Rationalititsbereich wirklich aufgestellt wird. Dabei zeigt sich, 
daB jede Gruppe realisierbar ist und da8 durch die Parameterdarstellung 
mit rationalen, unabhingigen Parametern, deren Anzahl jedesmal mit der 
der Koeffizienten der gesuchten Gleichung tibereinstimmt, auch stets die 
Gesamtheit der Gleichungen erreicht wird — bis auf eine anzugebende 
Erginzung beim Kérper der 3. Einheitswurzeln. **) 

Der zur Aufstellung der Gleichungen eingeschlagene Weg ist bei der 
Durchfihrung der gestellten Aufgabe nicht der von Fr]. E. Noether an- 
gegebene, sondern die Darstellung wird durch Berechnung der Koeffizienten 
als Funktionen der Parameter direkt in Angriff genommen und hinterher 
ergeben sich dann die Parameter als die rationalen Wurzelfunktionen der 
Minimalbasis. Jedesmal aber zeigt sich, dab 

1. die aufgestellten Funktionen der Parameter und diese selbst auch 
wirklich unabhdngig voneinander sind, wodurch die Erreichung aller még- 
lichen Werte der Koeffizienten gewihrleistet wird, 

2. die Darstellung rational miglich ist und 

3. auch wirklich die Gesamtheit der Gleichungen erreicht wird, indem 
die singuléren Parameterwerte, fiir die die Darstellung versagen wiirde, 
stets Gruppenreduktion ergeben. 


*) Auszug aus der gleichnamigen Dissertation des Verfassers. Erlangen 1916. 

**) Wie mir nachtriglich bekannt wird, hat Gdsta Bucht (,Uber einige algebraische 
Kérper achten Grades“, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Uppsala, Bd. 6, 
Nr. 80) fir die allgemeine, durch Tschirnhausen Transformation erreichbare Normal- 


form z‘+-az*+b=0 die allgemeinen Wurzelformen aufgestellt. (Znsatz bei der 
Korrektur.) 
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Der zugrunde liegende allgemeine Gedankengang ist dabei folgender: 

Man stellt eine Fanktion @(%,, z,, 2,, %,) der Wurzeln einer Gleichung 
4. Grades f(x) = 0 her, die formal die Substitutionen einer vorgegebenen 
transitiven Untergruppe © der symmetrischen Gruppe 4. Grades, und nur 
diese, zulaBt. Durch Einsetzen der Cardanischen Formeln fiir die z, geht 
g in eine Funktion der Gleichungskoeffizienten tiber, deren Wert 4 (in- 
bezug auf den geg. Rationalititsbereich) rationalisiert werden muB. 
Die Galoissche Gruppe von f(x) =0 ist dann © oder eine ihrer Unter- 
gruppen. 

Mit den durch die angegebene Rationalisierung gewonnenen Para- 
metern und den dadurch ausgedriickten Wurzelformen von f(z) = 0 sind 
noch drei gesonderte Betrachtungen nétig, namlich 1. eine Untersuchung 
auf die zu p konjugierten Funktionen, 2. der Ausschlu8 der Untergruppen 
von & als Galoissche Gruppen von f(z) = 0 und 3. das Aufsuchen singu- 
larer Werte der Parameter, fiir die die gefundene Darstellung versagen 
wide. 

Die Resultate lassen sich folgendermaBen formulieren: 


I. Die zyklischen Gleichungen 3, Grades, 
Die Gleichung: 
f(a) = x* — 3(p* + 3q") - x + 2p(p* + 3q?) = 0 
stellt simtliche zyklische Gleichungen 3. Grades dar, wobei p und q alle 


die Werte des Bereiches durchlaufen, fiir die f(x) nicht reduzibel wird; 
die Diskriminante ist quadratisch.*) 


II. Die Gleichungen 4. Grades mit der Vierergruppe V. 

Die Gleichung: 
f(x) = x* — 2a°(e + f + efg*) — 8efga + [(e — f — efg*)* — 4eg*f*] = 0 
mit der Wurzelform: 


ty=Vet+Vi+gVef, %——Ve+Vi—gVef, 
t,—Ve—Vf—gVef, %——Ve-Vi+9Vef™), 


enthilt fir rationale Parameter e, f,g alle biquadratischen Gleichungen 





*) Bei Zugrundelegung des mit der 3. Einheitswurzel erweiterten Bereiches bilden 
die reinen Gleichungen x*+ r = 0 eine notwendige Erginzung hierzu. 


**) Umgekehrt werden: e= - (@,+2,—2,—2,)?; f= f (a — 2%, + %— 2,)*; 


— _(@o— % — 2 +45) 
(% + 2%, — Wy — Ly) (Ly— X, + 2, — 25) 
sprechend in den iibrigen Fallen. 





die Funktionen der Minimalbasis; ent- 
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mit der Vierergruppe V; dabei durchlaufen e, f, g alle Werte des Ratio- 
nalitatsbereiches bis auf die fiir ¢, f, ¢-f quadratischen Werte; die Dis- 
kriminante ist quadratisch. 


Ill. Die Gleichungen 4. Grades mit einer Gruppe 8. Ordnung. 
Die Gleichung: 


f(z) = 2* — 2(e?f + g)a* — 4efz +.[(ef — g)* —f] =—0 
mit der Wurzelform: 
x, = eVi+Vo+Vi, &, = — eVf + V9 —Vf; 
i= eVf — Vg + Vi, = eVf — Vo—Vi, 


stellt die Gesamtheit der biquadratischen Gleichungen mit der Gruppe | 


Ser Ordnung P dar, wobei die Parameter ¢, f, g alle Werte des Ratio- 
nalitatsbereiches durchlaufen, bis auf die quadratischen von /, g* —/, as —1. 


Zusaiz. Die Gruppe der reinen Gleichung z*—f—O0 ist die Gruppe P, so- 
lange f und —/f kein rationales Quadrat ist, und der Rationalitiatsbereich 
nicht Y— 1 enthiit. 


IV. Gleichungen mit einer zyklischen Gruppe 4. Grades. 
Die Gleichung: 


f(x) = x* — 2(1 + e*)(f*? + g)z* — 4fo(1 + e*)a + (1 + &*)- 
(1 + e) (7? — 9? — 9*] = 9; 


mit der Wurzelform: 
a—fVite+Vofl+e+Vi+e, 
z,=/(ViFe—Voflt+e+Vi+el, 
a,—-—fVite+Vofit+e—Vit+el, 








a = —fVite—Vofit+e—Vl+e} 


enthalt simtliche zyklische Gleichungen 4. Grades. mit der Gruppe Z 
wobei die Parameter ¢, f, g simtliche Werte des Bereiches durchlaufen 
—s 


auBer 0; e darf ferner (bei rationalem z and y) keimen Wert —— 


nehmen. 
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o- V. Gleichungen 4. Grades mit der alternierenden Gruppe. 

Die Gleichung: 

f(x) = a*[e* — (f? + 39%) (Be + 2f)] — 62°e — 8x 
..§. ae ee 
e* — (f*? + 89%) (8¢ + 2f) 
enthalt fiir rationale Parameter ¢, f, g die Gesamtheit der alternierenden 
Gleichungen 4. Grades; die Parameter durchlaufen dabei simtliche Werte 
des Bereiches bis auf diejenigen, fiir die die kubische Resolvente ratio- 
nale Warzeln erhalt; ihre Diskriminante ist quadratisch.*) 

Gleichzeitig mit diesen Resultaten ergeben sich dann noch notwen- 
dige und himreichende Bedingungen dafiir, wie aus den Wurzeln der kubi- 
schen Resolvente einer irreduziblen Gleichung 4. Grades ihre Gruppe zu 
De bestimmen ist 





0 


Erlangen 1916. 


*) Bei Zugrundelegung des mit der 3. Einheitswurzel erweiterten Bereiches er- 
gibt sich noch eine Erg&uzungsgleichung hierzu. 
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Zur Theorie der Kreisbogenpolygone II. 


Von 


Hans Faccxensere in Braunschweig. 


Kapitel IL.*) 
Die Uberdeckungszahlen. 


Unter der Uberschlagungszahl einer Seite eines einfach zusam- 
menhangenden Kreisbogenpolygons verstehe ich, wie allgemein iblich, 
diejenige Zabl, welche angibt, wie viele volle Uberschlagungen (beim 
spharischen Dreieck Seitenlinge 22) die betreffende Seite tiberschreitet. 

Die Beziehungen, welche zwischen den Uberschlagungszahlen und den 
Polygonswinkeln bestehen, sind unter dem Namen Ergainzungsrelationen 
bekannt; sie sind von Klein**) entdeckt und fiir das Dreieck zuerst ab- 
geleitet worden, Ihlenburg***) gibt sie fiir das Viereck an, wihrend sie 
im Kapitel I dieser Untersuchung*) auch fiir das Kreisbogen-n-Eck ab- 
geleitet worden sind. 

Unter Uberdeckungszahl eines Punktes der Kugel, auf die ich ein | 
Polygon aufgelegt denke, verstehe ich diejenige Zahl, die angibt, wie oft 
der Punkt von dem gegebenen einfach zusammenhingenden Kreisbogen- 
polygon volistindig tiberdeckt wird; dabei soll von einer vollstindigen 
Uberdeckung dann nicht gesprochen werden, wenn das Polygon nur ge- 
rade bis zu dem in Frage stehenden Punkt heranreicht. 

Im Falle des Kreisbogendreiecks gibt Hurwitet) diese Zahl an, 
indem er sie nach einer analytischen Methode berechnet; auf geome- 





*) Die unter dem gieichen Titel erechienene Arbeit, Math. Annalen 77, 8. 65ff. 
ist als Kapitel I bezeichnet. Vgl. auch die dort herangezogene Literatur! 
**) ,Uber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe“. Math. Aun. 87 (1890) 
8. 578. 
eo) Uber die geometrischen Eigenschaften der Kreisbogenvierecke’’. Dissertation 
Gottingen 1909. 
+) ,Ober die Nullstelien der hypergeom. Reihe“. Math. Ann. 64 (1907), 8. 617. 
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trischem Wege gelangt Van Vieck*) zu den Uberdeckungszahlen der Eck- 
punkte und Gegenpunkte (zweiter Schnittpunkt zweier Seitenkreise) 
des Dreiecks. 

Durch eine ganz elementare geometrische Methode im Sinne des von 
F. Klein in seinen autographierten Vorlesungen tiber die hypergeometrische 
Funktion, Géttingen 1894 und fiber lineare Differentialgleichungen, Gét- 
tingen 1894 aufgestellten Programms, die im speziellen Falle des Kreis- 
bogendreiecks gleichzeitig eine geometrische Deutung und Ableitung der 
von Hurwite aufgestellten Formeln liefert, soll im folgenden die Uber- 
deckungszah! fiir jeden beliebigen Punkt beztiglich jedes beliebigen einfach 
zusammenhingenden Kreisbogenpolygons angegeben werden. Dabei be- 
schrinke ich mich zunichst auf die Erérterung der allgemeinsten Fille — 
unter Ausschlu8 pathologischer Spezialfille —; fiir das Kreisbogendreieck 
und -viereck werde ich aber auch die Sonderfille vollstindig durch- 
diskutieren (vgl. § 6 Ziffer 4 und § 7 Ziffer 6 und 7). Analoge Methoden 
wirden dann fiir das Kreisbogen-n-Eck (n> 4) in jedem einzelnen Sonder- 
fall die gesuchten Zahlen ergeben. 

Um den Zusammenhang mit der Theorie der Differentialgleichungen 
zu geben, sei an folgendes erinnert: 

Der Quotient zweier Partikularlésungen einer Differentialgleichung 
2. Ordnung mit » reellen singuliren Stellen, reellen Wurzeln der deter- 
minierenden Gleichungen und reellen akzessorischen Parametern bildet die 
von der Achse des Reellen begrenzte Halbebene auf ein einfach zusam- 
menhiingendes Kreisbogen-n-Eck ab; umgekehrt kann man jedes einfach 
zusammenhingende Kreisbogen-n-Eck als eine solche Abbildung auffassen. 

Eine analytische Bedeutung der Uberschlagungs- und Uber- 
deckungszahlen laBt sich aus dieser Auffassung des Kreisbogen-n-Ecks 
unmittelbar angeben: Sind a, und a,,, zwei benachbarte singulire Stellen 
der Differentialgleichung, so ist die Uberschlagungszahl der zugehdrigen 
n-Ecks-Seite gleich der Anzahl der zwischen a; und a,,, liegenden Null- 
stellen der in a, und a,,, zum gréBeren Exponenten gehdrigen Funda- 
mentallésungen der Differentialgleichung. Die Uberdeckungszahl eines 
Punktes ist die Anzahl der in der oberen Halbebene liegenden (kom- 
plexen) Nullstellen eines bestimmten Zweiges der Lisung der Differential- 
gleichung**); insbesondere ist die Uberdeckungszahl eines Eckpunktes 
des Kreisbogenpolygons gleich der Anzahl der in der oberen Halbebene 
liegenden (komplexen) Nullstellen der zum gréBeren Exponenten ge- 
hérigen Fundamentallésung und die Uberdeckungszahl eines Gegen punktes 

5 WA determination of the number of real and imaginary roots of the hyper- 


geometric series“. Trans. of the Am. Math. Soc. Vol. 3 (1902), S. 10. 
**) Vgl. Hurwitz 1. c. SchluBbemerkung zu § 8, 8. 562. 
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(zweiter Schnittpunkt zweier aufeinanderfolgender Seitenkreise) eines Poly- 
gons gleich der Anzahl der in der oberen Halbebene liegenden (komplexen) 
Nullstellen der zum kleineren Exponenten gehérigen Fundamentallésung. 

Die hier kurz formulierte analytische Aufgabe lést Hurwitz, im Falle 
der Differentialgleichung mit drei singuliren Stellen, indem er zunichst 
die Anzahl der reellen Nullstellen der Fundamentallésungen (Uber- 
schlagungszahlen) berechnet und dann aus diesen die Anzahl der kom- 
plexen Nullstellen einer beliebigen Lésung ableitet. Diese Methode wiirde 
sich, nachdem durch die Erginzungsrelationen fiir das n-Eck wenigstens 
bis auf gewisse Unbestimmtheiten*) die Anzahlen der reellen Nullstellen 
(Oberschlagungszahlen) bekannt sind, und man auch die ,,Ubergangssub- 
stitutionen“ als bekannt annehmen darf, ebenso auf Kreisbogen-n-Ecke 
ausdehnen lassen, wie die hier zu besprechende geometrische und wiirde, 
wie man sich leicht tiberzeugen kann, dieselben Formeln ergeben, die 
unten in den Gleichungen (8) bis (11) aufgestellt werden. 


§ 1. 
Ein Hilfssatz. 
In Kapitel 1 habe ich den ProzeB der ,Abtrennung einer sich gerade 
voll iiberschlagenden Seite“ eines einfach zasammenhiangenden Kreisbogenpoly- 
gons eingefihrt**), durch den ein einfach zusammenhiingendes Kreisbogen- 


egXtagnr{It2u,_ ) - 


+ Ufer 
Fig. 2. 





Uberschlagungszahl uy, Fig. 3. 
Fig. 1. 
n-Eck in ein ebensolches (nm —1)-Eck verwandelt wird. Der ProzeB ist im 
seinem Effekt durch Figur 1 und Figur 2 dargestellt***); Figur 3 laBt er- 
kennen, da der ProzeB auch kontinuierlich — d. h. als Verzerrungsprozeb — 
aufgefaBt werden kann; dabei ist jedoch zu beachten, daB im Augenblick 


*) Kapitel I Gleichungen (10). **) § 2, S. 69. 
***) Figur 1 stellt das Polygon vor der Abtrennung, Figur 2 nach der Abtrennung dar. 
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des Ubergangs zum (n—1)-Eck die Winkelsumme des Polygons um 
(14+2u,,)~ spranghaft wichst, wenn u,, die Uberschlagungszahl der sich 
voll tiberschlagenden Seite ist. 

Ich fiihre nun auch den ProzeB der ,,Anhingung einer sich gerade 
voll tiberschlagenden Seite an einen Windungspunkt“ ein, der sich als 
Umkehrung der Abtrennung darstellen mige; er verwandelt das (n—1)- 
Eck in ein »-Eck und darf ebenfalls als ein kontinuierlicher ProzeB an- 
gesprochen werden. 

Wie schon in Kapitel I auseinandergesetzt ist*), kann ich durch 
kontinuierliche Abanderung und durch Abtrennung sich gerade voll iiber- 
schlagender Seiten jedes einfach zusammenhingende Kreisbogenpolygon 
auf ein solches Kreisbogendreieck reduzieren. Da andererseits alle Kreis- 
bogendreiecke untereinander ein Kontinuum**) bilden, so la&t sich folgen 
der Hilfssatz aussprechen: 

»Alle einfach zusammenhingenden Kreisbogenpolygone bilden im obigen 
Sinne ein Kontinuum. Bei der kontinuierlichen Abianderung treten indessen 
beim Ubergang vom n- zum (n—1)-Eck und beim Ubergang vom (n—1)- 
zum »-Eck bei der Winkeleumme gewisse Unstetigkeiten auf. Und zwar 
laBt es sich so einrichten, da8 die Winkelsumme beim Ubergang vom n-Eck 
zum (n—1)-Eck um (1+ 2u,,)x wichst, beim Ubergang vom (n—1)-Eck 
zum n-Eck um denselben Betrag abnimmt, wenn u,, die Uberschlagungs- 
zahl der abzutrennenden bzw. anzuhangenden Seite ist“. 


§ 2. 
Bezeichnungen und Festsetzungen. ***) 


Gegeben sei ein einfach zusammenhingendes Kreisbogen-n-Eck auf 
einer Kugel; seine Ecken seien der Reihe nach: 

Ay, Ag, As .+- Ay, A, ~~ + Agy Ags A, - ++ Ayoas Ay-T) 

Umlaufe ich das n-Eck in dieser Reihenfolge, so mége das »-Ecks- 
Innere zur Linken liegen, so daB ich, wenn ich vom linken ,,Ufer“ einer 
Seite zum rechten tibergebe, aus dem n-Eck austrete bzw. zu Punkten mit 
niedrigerer Uberdeckungszahl gelange. Wenn ich dagegen vom rechten 
zum linken Ufer tibergehe, so trete ich in das n-Eck ein bzw. gelange 
m Punkten mit héherer Uberdeckungszahl. 


*) § 8 und 4, 8. 71 und 76. 


**) Vgl. etwa Klein, ,,Vorleaungen iiber die hypergeometrische Funktion“, Leipzig 
1906, S. 387. 


***) Ich bemerke ausdriicklich, daB8 die hier gewahlten Bezeichnungen von dev 
in Kapitel I eingefiihrten wesentlich abweichen. 
t) Dabei ist p—4+1; c= 09 +1; r= 6+1. 
Mathomatische Annalen. LXXVIIL 17 
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Die Winkel seien: 


OH, WyH, Wy... OH, aA... GH, OH, aH... a 


. m, &,,%; 
die Seiten: 


n—1 


Sigy 899 = + Say +++ Spay Soe ++ Sm—t)n» Sat 
die Uberschlagungszahlen der Seiten: 
Mig, Myg yy ~~ Mog, Mae * Mn tyme Mat» 
die Vollkreise, auf denen die Seiten liegen, oder, wie ich sie nenne, die 
Seitenkreise: 
8%, = Se, ae Sha —1) ay Shi. 

Die Punkte eines Seitenkreises teile ich ein in J (innere)-Punkte 
und A (iuBere)-Punkte. Die J-Punkte werden bei einmaliger Dureh- 
laufung der zugehérigen Seite einmal dfter durchlaufen, als die Uber- 
schlagungszahl der Seite angibt, A-Punkte nur so oft, als die Uber- 
schlagungszahl angibt. J-Punkte gehéren also stets der Seite selbst an, 
A-Punkte nur dann, wenn die Uberschlagungszahl gréBer als 0 ist. 

Die Gegenpunkte, d. h. diejenigen Punkte, in denen sich zwei auf- 
einanderfolgende Seitenkreise zum zweiten Male schneiden, nenne ich 


Boy Min Pe .-» Bey Meo. . Rey May Me os Manni Ke 


Die Lage eines Punktes P auf der Kugel gebe ich durch n | 


Koordinatenwinkel an, die durch Lage und Gestalt des n-Ecks 
bedingt sind, ich bezeichne sie: 


Prs%, Pos® --- Pip™ --+ Poo®s Pas® --- Pin—1)n%s Par ™: 
Dabei ist z. B. der Koordinatenwinkel g,,.2 folgendermaBen fest- 
gesetzt: 
Poxx*) ist derjenige Winkel, den der Seitenkreis sf, mit dem Kreis 
A,A_P bildet, 
dessen Scheitel erstens in A, liegt, 
fiir den zweitens die Ungleichung 
(1) ~1<9,S+! 
gilt, 
der drittens fiir A-Punkte des Seitenkreises s$, gleich 0 wird 
der viertens fiir Punkte auf dem linken Ufer die Gleichung 
sgn y,, = + 1™) 
(la) {fir Punkte auf dem rechten Ufer die Gleichung 
sgn p,,=— l 


*) D. bh. @g,641%- 
) egnz—+1f.2>0, 
sgna=—i1 f.r<0. 
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erfillt — ich nenne daher die Ufer der Seiten auch positives (linkes) und 
megatives (rechtes) Ufer. (Vgl. Fig. 4!) 

Durch diese Festsetzung ist fiir jeden Punkt P. suf der Kugel mit 
Ausnahme der Punkte A, und A, ein bestimmter Wert der ,,Koordinaten“ 
y,, festgelegt, und zwar unabhingig von der Riemannschen Flache; diese 
Koordinate aindert sich, falls das m-Eck als fest gedacht ist, und der 
Punkt P auf der Kugel wandert, wobei man es stets vermeiden kann, 
daB der Punkt P durch eine Ecke geht, stets 
kontinuierlich, auBer wenn P einen 


J-Punkt des Seitenkreises s®, iiber- 


p 
aie 
schreitet; in diesem Falle macht sie [Ra Pe 
einen Sprung um + 2. = As, 

Lassen wir nun den Punkt fest und , \ 
indern das m-Eck koutinuierlich, so erfolgt | 
wieder eine stets kontinuierliche Anderung z 
der Koordinate m,,, auBer wenn ein J-Punkt ; . / 
des Seitenkreises s$, tiber den Punkt P hiniiber ae : 
gleitet, in diesem Falle tritt wie oben ein we 
Sprung um + 2 ein. 

Hierbei versagt aber unsere Definition des Winkels g,.2 in dem 
einen Fall, daB die Seite s,, sich gerade voll iiberschligt, dann sollen an 
Stelle der Relationen (1) und (la) folgende treten: 

Fiir Punkte auf dem linken Ufer der sich gerade voll iiberschlagenden 
Seite und auf der Seite s,, selbst sei 


Poe +1, 
(1b) a solche auf dem rechten Ufer 
eee 1. 


Wird bei der kontinuierlichen Abinderung des Polygons nach Er- 
reichung der vollen Uherschlagung der Seite s,, noch in derselben Rich- 
tung weiter abgedndert, so folgen auf die Werte 


Pore t1 
sehr kleine positive oder negative Werte von o,,, so daB bei der kon- 
tinuierlichen Verzerrung des n-Ecks fiir die Koordinate nicht nur Spriinge 
um + 2, sondern auch Spriinge um + 1 auftreten. 
AuBer den Koordinatenwinkeln fiihre ich noch Hilfskoordinatenwinkel*) 


WigH, Vog® .-- Yi. et Vo0% Voe® -+- Wa -in™ Y,,% 


ein, die durch folgende Gleichung definiert sind: 


*) Das sind die in den Hurwitzechen Formeln auftretenden Amplituden. 


an 
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1— (—1)“r i 
(2) Vox = Por — BED Pee 
daraus folgt 
(2a) 5g0 9,, = (—1)or * Sgn ¥,,- 


Der oben erwahnte Ausnahmefall spaltet sich hier in zwei Faille, je/ 
nachdem sich die Seite eine ungerade Anzahi Male (Uberschlagungszahl | 
gerade) oder eine gerade Anzahl Male (Uberschlagungszahl ungerade) 7 


iiberschligt. 

Es ist, wenn 1, (—1)« = +1, 
fiir die Punkte der sich gerade voll tiberschlagenden Seite 
(2b) auf dem linken Ufer y,,~=+1 | 
" auf dem rechten Ufer y,, =—1, 
wenn 2. (—1)r=—1, 
fir alle Punkte der Kugel 
(2b’) ¥,,= 9. 


Die ,,Hilfskoordinaten“ ~,, andern sich sowohl bei kontinuierlicher | 
Anderung von P, als auch bei kontinuierlicher Abianderung des n-Ecks 
kontinuierlich oder sie springen um den Zahlenwert + 2, Spriinge um 
andere Werte als 2 sind dagegen ausgeschlossen; das ist der Vorteil, dep 
die Einfihrung der Hilfskoordinaten bietet, waihrend ihr Nachteil darin 
liegt, daB die Relationen (1) keine Giiltigkeit haben. In der Folge werde 
ich teils von den Koordinaten, teils von den Hilfskoordinalen Gebrauch | 
machen d. h. mir den Pankt P bald durch die g,_ bald durch die ¥,, | 
gegeben denken. 

Da der Pankt P schon durch zwei Koordinaten bzw. Hilfskoordi- 
naten — etwa @,,, 9, bzw. ¥,,, ¥,, — bestimmt ist, so mtissen noch 
n —2 Relationen zwischen den Koordinaten bestehen; » — 3 Relationen*) 
geben die Lage der tibrigen Eckpunkte des n-Ecks an, die letzte Relation 
dagegen bringt zum Ausdruck, daB die Kreise 


A, PA,, AyPA,. . A,PA,... APA, AyPA, ... Ag—ayPA,, AyPA; 


simtlich durch einen Punkt gehen. Diese Relation ist jedenfalls bis suf 
ganze Zahlen unabhiingig von der Lage des Punktes P; sie wird hier 
zunichst fiir das gewdhnliche sphirische Dreieck (simtliche Uber 
schlagungszahlen 0) aufgestellt. 


*) Diese Relationen entsprechen den Ubergangssubstitutionen der Differential- 
gleichung. 
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Hier ist (vgl. Fig. 5!) 
Fis = Vin5 Pas = Y933 Ps = Ys 
Die Erginzungswinkel zu den wa nenne ich ~°x, so dab 
Vig 1— Vs Vs 1—VYs3 Yn = 1 — YH, 
ist. 
Die Zweieckswinkel an den Ecken des Dreiecks seien 
1%, Aa™> Xs%- 
Aus Fig. 5 lassen sich unmittelbar fol- 
gende Gleichungen ablesen: 


2(vi: st Vist ¥§ $1) yt yt Gs+UitXetIs: 
(3) atumtu= 1, 


Vist Vest va = <a —_ 


Diese Gleichung gilt fiir alle Punkte, die 
im Inneren des Dreiecks liegen; lassen 
wir den Punkt P aber auf der ganzen Kugel unter AusschluB der Eck- 
punkte wandern, so miissen wir um der Gleichung gemiB der Unstetig- 
keiten der W,9, Wes, Ws, Allgemeingiiltigkeit zu verschaffen noch ganze 
Vielfache von 2 anfiigen; sie lautet dann 





Fig. 5. 


as 


Vig t+ Vos + Vs, = : —a—* —* + 29, (wobei g, eine ganze Zahl ist) 
oder 





(4) ; (Via + ¥93 +51) + 1% Sat Met =g (9 ganze Zahl). 

Diese Gleichung behialt aber auch dann ihre Giiltigkeit, wenn wir 
das Dreieck kontinuierlich aindern; denn auch in diesem Fall treten fiir 
die GréBen ¥,,, Y3, Vs,, Wie wir sahen, nur Spriinge um den Zahlenwert 
+2 auf, so daB wir auf Grund der Tatsache, daB alle Dreiecke ein Kon- 
tinuum bilden, sagen kénnen, daB Gleichung (4) fir jeden beliebigen Punkt 
beziiglich jedes beliebigen Dreiecks gilt. 

Eine elementare Rechnung, die davon ausgeht, daB bei der im Falle 
des n-Ecks der Figur 5 analogen Zeichnung (n—2) Dreiecke entstehen, 
zeigt, daB beim n-Eck an die Stelle der Gleichung (3) die Gleichung 


(3a) 1,=n—2 


tritt und demgem&B an Stelle von 4 die Gleichung 


* adil 2) 
(42) . tv t? an 
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Zur Abkiirzung fiihre ch noch ein 


n 2+ > a, 
- ? = 


» 
“ 


(4b) 


und erhalte: 


iw —(n—2 
(4c) => %,+° - Eas, 


Pq? 


Diese Gleichung bleibt bei Anderung des Punktes P, wie auch bei 
kontinuierlicher Abinderung des n-Ecks erhalten. 

Beim Ubergang vom n-Eck zum (n—1)-Eck (Abtrennung der sich 
gerade voll tiberschlagenden Seite s,_) wiichst, wie aus § 1 und den Glei- 


chungen (2b), (2b’), (4b) und (4c) folgt, g um (u,.+ er"), 


beim Ubergang vom (n—1)-Eck zum n-Eck (Anhiingung der sich voll 
iiberschlagenden Seite s,,) nimmt g um diesen Betrag ab. Da nun aber 


der Ausdruck 
1 1 1)“ 
» (u, tT t ” ) 


. 


eine ganze Zahl ist, so bleibt auch in diesem Falle die Gleichung (4c) 
erhalten und wir diirfen auf (irund des Hilfssatzes des §1 sagen: Glei- 
chung (4c) gilt fiir jeden beliebigen Punkt beziiglich jedes be 
liebigen einfach zusammenhiingenden Kreisbogenpolygons. 


§ 3. 


Die Uberdeckungszahl im allgemeinsten Fall. 


Ich nehme ein Kreisbogenpolygon, dessen Winkel und Uberschlagungs- 
zahlen ich kenne, als fest gegeben an, lasse einen Punkt TP alle Punkte 
auf der Kugel mit Ausnalme der Eckpunkte des Polygons durchlaufen, 
wobei sich die Koordinaten von P im allgemeinen kontinuierlich ‘ndern 
und in Sonderfillen Spriinge um zwei machen, und untersuche, wie sich 
die Uberdeckungszahl des Punktes P bei dieser Durchlaufung andert. 

Es gilt dafiir folgende 

Regel 1. ,,Die Uberdeckungszahl iindert sich nur sprungweise um 

ganze Zahlen und zwar nur dann, wenn P einen Seitenkreis 
des Polygons itiberschreitet; iiberschreitet er einen A-Punkt 
eines Seitenkreises, so iindert sich die Uberdeckungszahl um die 
Uberschlagungszahl der zum iiberschrittenen Seitenkreise gehérigen 
Seite, iiberschreitet er einen J-Punkt eines Seitenkreises, so andert 
sich die Uberdeckungszahl um die um 1 vermehrte Uberschlagungs 
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zahl der zum iberschrittenen Seitenkreise gehérigen Seite; und 
zwar wichst die Uberdeckungszahl oder nimmt ab, je nachdem 
P vom rechten zum linken oder vom linken zum rechten Ufer des 
Seitenkreises tibergeht.“ 

Wie sich die Uberdeckungszahl fiir einen Punkt des Seitenkreises 
selbst verhalt, mége vorlaufig auBer Betracht bleiben. 

Wir suchen eine Funktion der Koordinaten von P, die sich zuniichst, 
wenn P den Seitenkreis s°, iberschreitet, ebenso verhalten soll, wie 
die Uherdeckungszahl, die sich aber an allen anderen Stellen vorliufig 
noch beliebig verhalten mige; eine solehe Funktion ist: 


u 1 
Sgn P,, + yy Pow 


was aus der Definition der Koordinaten des Punktes P in § 2 unmittel- 
bar folgt. 
Die Funktion 


v.. 1 } 
(5) 4->' {sgn i 3 + = Ppoj 
P?@ 


ist also eine Funktion, die sich sicherlich, wenn P irgend einen Seiten 
kreis tiberschreitet, — abgesehen von einer eventuellen kontinuierlichen 
Anderung an dieser Stelle — ebenso verhilt, wie die Uberdeckungszabl. 
Um das Verhalten der Funktion A im Einzelnen zu untersuchen, fiihre 
ich die Hilfskoordinaten ein und erhalte aus (2) und (2a): 


_- u 1 aie 1—(—1)“e0 ]) 
a- Dv Pi sgn Y,. 4 2 ly, +(—1)?r sgn y,, S zeit 
g 


“2 {(- ie sgn Voq ; (u,, + a ut) + + vp}; 


. 1 $—(.. S's) 1 
@) A= D'-1) gn 45 (tt Gta Ye 
Pq Pq 


Die erste dieser Summen in (6) setzt sich aus ganzen Zahlen zusammen 
und fndert sich nur in den bereits oben erledigten Fallen, in denen auch 
die Uherdeckungszahl sich iindern soll. Die zweite Summe ergibt nach (4c) 
gut= © — 2) 
andert sich also bei festgehaltenem Polygon nur dann, wenn g springt; 
also nur sprungweise um ganze Zahlen und zwar, wie die Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen zeigen, gerade dann und nur dann, wenn eine 
der GréBen y,, sich um 2 iindert, das ist aber wieder der bereits oben 
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erledigte Fall. Damit ist gezeigt, daB A, wahrend der Punkt P die 
Kugel durchwandert, gerade diejenigen und nur diejenigen Anderungen 
erleidet, die auch der Uberdeckungszahl von P zukommen. 

Ich mache deshalb fir die Uberdeckungszahl yon P folgenden Ansatz: 


- —— 
(7) 8,— 4+ 2-8-9 1g, 


wobei k eine ganze Zahl sein soll. 

Da das zweite und dritte Glied dieses Ausdrucks fiir ein festes Po- 
lygon unveranderlich sind, so hat #, die Eigenschaft, daB es gerade die 
und nur die von der Uberdeckungszahl geforderten Anderungen erfabrt. 

Das erste und zweite Glied zusammen ergeben auf Grund von (4c) 
und (G6) eine ganze Zahl, weshalb auch @, eine ganze Zahl ist. 

Die ganze Zahl k muB noch so bestimmt werden, daB @, fir irgend 
einen Punkt in bezug auf das feste Polygon die Uberdeckungszahl wirk- 
lich angibt, dann gibt die Funktion #, fir jeden Punkt auf der Kugel 
die Uberdeckungszahl beziiglich des festen Polygons an. Die Zahl k ist 
dabei zuniichst noch gewissermaBen eine individuelle Konstante fiir das 
einzelne feste Polygon. 

Ich will nun die Anderangen untersuchen, die die Zahl & erleidet, 
wenn ich das Polygon andere, und halte zu diesem Zweck den Punkt P 
fest, wahrend ich das Polygon einer kontinuierlichen Verzerrung unter- 
ziehe, wobei ich es vermeiden will und kann, da$ der Punkt P in eine 
der Polygonsecken hineinfallt. Bei diesem ProzeB andern sich die Winkel 
des Polygons im allgemeinen kontinuierlich — den Ausnahmefall des 
Ubergangs yom n- zum (n—1)-Eck bzw. vom (w—1)- zum n-Eck unter- 
suche ich gesondert —, die Uberschlagungszahlen dagegen bleiben im 
allgemeinen unverindert und machen an einzelnen Stellen Spriinge um 1, 
die Koordinaten bzw. Hilfskoordinaten, durch die ich mir den Punkt P 
gegeben denke, andern sich im allgemeinen kontinuierlich und springen 
in einzelnen Fallen um + 2 oder + 1 bzw. um + 2. 

Wir untersuchen, wie sich einerseits die Uberdeckungszahl, ander- 
seits die Zahl #, bei diesen Wandiungen verhiilt. 

Analog der Regel 1 gilt hier fiir die Uberdeckungszahl folgende 

Regel 2. ,,Die Uberdeckungszahl findert sich nur sprungweise um 

ganze Zahlen und zwar nur dann, wenn ein Seitenkreis des 
Polygons iiber den Punkt P hinweggleitet; gleitet ein A- 
Punkt eines Seitenkreises iiber den Punkt P, so indert sich die 
Uberdeckungszahl um die Uberschlagungszahl der zum _hiniiber- 
gleitenden Seitenkreise gehdrigen Seite; gleitet ein J-Punkt eines 
Seitenkreises tiber den Punkt P, so iindert sich die Uberdeckungs- 
zahl um die um 1 vermehrte Uberschlagungszahl der zum hiniiber- 
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gleitenden Seitenkreise gehérigen Seite. Und zwar wiichst die Uber- 
deckungszahl oder nimmt ab, je nachdem P vom rechten zum 
linken oder vom linken zum rechten Ufer des Seitenkreises iiber- 
geht.“ 

Wie sich die Uberdeckungszah! verhilt, wenn gerade ein Seitenkreis 
auf den Punkt P zu liegen kommt, mége vorliufig auBer Betracht 
bleiben. 

Gleichung (5) zeigt, daB A in den in Regel 2 angegebenen Fallen 
gerade die fiir die Uberdeckungszahl geforderten Spriinge macht. 

A iindert sich aber scheinbar auch (Gleichung (5)), wenn eine Uber- 
schlagungszahl sich andert; in diesem Falle springt aber die zugehdrige 
Koordinate gm, die ebenfalls in (5) auftritt, wie aus Gleichung (1b) folgt, 


von +1 auf 0 und macht mit : multipliziert genau den entgegengesetzten 


Sprung wie die halbe Uberschlagungszahl, so daS A unverandert bleibt. 
Es bleibt noch der Ubergang vom n- zum (n—1)-Eck und umge- 
kehrt. Im ersten Fall fallt in Gleichung (6) ein Glied von der Form 





1 1 — (—1)"%" 
(— 1)*or sgn Vor Q (u.. 5 diene = 1 ) 


weg, wobei zu beachten ist, daB im Augenblick des Ubergangs zum 
(n—1)-Eck fiir jeden Punkt 
sgn g,,=+1 
und infolgedessen nach (2a) auch 
(—1)rsgny,,=—+1 (vgl. Fig. 1 u. 3, S. 236) 


ist; anderseits wichst aber nach der Bemerkung im SchluBabsatz von § 2 
die in Gleichung (6) fir A vorkommende ganze Zahl 


1 —(@—s ) 
9 = 52 > Yt e—@—*) (vgl. (40!) 
Pq? 


gerade auch um den Betrag 
1 1 — (— 1)" 
= (Mos sie a) 


woraus folgt, daB #, in Gleichung (7) sich bei diesem ProzeB nicht 
andert. 

Das namliche gilt umgekehrt beim Ubergang vom (m—1)- zum 
n-Eck. Da sich auch die Uberdeckungszahl im Augenblick der Abtren- 
nung fiir keinen Punkt andert, so bleibt die ganze Zahl k bei diesem 
ProzeB erhalten. 

Die Zab] k findert sich also bei kontinuierlicher Abanderung des 
Polygons nicht und ®#, stellt fiir jeden beliebigen nicht auf einem 
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Seitenkreise liegenden Punkt beziiglich jedes beliebigen Kreis- 
bogenpolygons die Uberdeckungszahl dar, sofern wir nur die ganze 
Zahl k so bestimmen, da$ &, fiir irgend einen bestimmten Punkt 
beziiglich irgend eines bestimmten Polygons die Uberdeckungs- 
zahl wirklich darstelit. 

Der Schwerpunkt eines gewéhnlichen geradlinigen gleichseitigen 
Dreiecks wird von diesem Dreieck gerade einma! tiberdeckt (Uberdeckungs- 
zahl 1), wir erhalten aus (5) und (7): 





1, —1 
Ay Lo 2 (Pis + Pes + Psi) + _—— +k 
2 
= 9 = Fu = = | 
g, Fada (vgl. Fig. 6) 
qR~-a =e ~i| 
e-—l1 
A; Ae “Whee 
_ (7a) k=O, 


womit k fiir alle Punkte beziiglich jedes Polygons bestimmt ist. 

Gleichung (5), (7) und (7a) ergeben fiir die Uberdeckungszahl #* jedes 
beliebigen nicht auf einem Seitenkreis liegenden Punktes beziiglich jedes 
beliebigen einfach zusammenhingenden n-Ecks: 


u —(n—2 
(8) o — D>) {220 9,, = t+ + 9%) + [—. 
P? 
Gleichung (6), (7) und (7a) ergeben fiir dieselbe Zahl: 


(8a) #= >'{(- 1)"re sgn ¥ p95 | & u,, + $= E9144 %p,)+2— 2-9. 
Pe 


§ 4. 
Die Oberdeckungszahl fiir Punkte eines Seitenkreises. 


Der Punkt P, dessen Uberdeckungszahl gesucht wird, liege auf 
einem Seitenkreise — etwa auf s®° —, nicht aber noch auf einem 
zweiten; es ist die Uberdeckungszah] dieses Punktes zu berechnen. 

Wenn sich beim Uberschreiten des Punktes P die Uberdeckungszahl 
nicht andert, so ist die Uberdeckungszahl von P gleich derjenigen der 
in der Nahe liegenden Punkte, die nicht auf dem Seitenkreise liegen; 
aindert sich aber die Uberdeckungszahl beim Uberschreiten von P, so 
zerfallen die in der Nahe von P nicht auf dem Seitenkreise liegenden 
Punkte in zwei Gruppen: die eine umfaBt diejenigen Punkte, die auf dem 
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linken Ufer des Seitenkreises liegen und eine héhere Uberdeckungszahl 
haben, die andere diejenigen, die auf dem rechten Ufer des Seitenkreises 
liegen und eine niedrigere Uberdeckungszahl haben. Nach der Definition 
der Uberdeckungszahl in der Einleitung ist die Uberdeckungszahl von P 
gleich der kleineren von beiden in der Nahe von P vorkommenden Uber- 
deckungszahlen, also gleich derjenigen der auf dem rechten Ufer des 
Seitenkreises in der Nahe von P liegenden Punkte. 

Ich muB also in Gleichung (8), um zur Uberdeckungszah] eines auf 
dem Seitenkreis s°, liegenden Punktes zu gelangen, auf alle Fille 


sgn 9,4, = — I 
setzen, dann aber noch unterscheiden, ob P ein A- oder J-Punkt des 
Seitenkreises ist. 


Im ersten Falle ist 
Por _ 0, 


im letzten ,, statt gleich + 1 
—— 1 
zu setzen und ich erhalte fiir A-Punkte aus (8) 
(ot) 


” “Ge “no , = = ~~ ~ 2) 
Gens => ae + >" {sgn Png —_ TZ + Par} ¥ »*) 
fiir J-Punkte 


(ot) 


“get 


on ¥ e—(n—?% 2) 
Paris 2 + 2 se Pps ae 2 = Poo} iti ie 
oder fiir alle Punkte 
a” u, F fae — —(n—2 
(9) eo — +2) SBD Poo oie ry > Pen} o== -o. ,, 





wobei ¢,, gleich 0 oder +1 zu setzen ist, je nachdem P ein A- oder 
J-Punkt des Seitenkreises s°_ ist 
Aus (8a) wiirden wir erhalten 
, n v, + 8, a 1 —— PY 
(9a) ® =——- : ; + {(- 1 )“eo sgn y,, =| ty) + y |+ = ¥ po} 


Pv 


(vt) 





4 2¢—@—9 

Fiir die Uberdeckungszahlen des Schnittpunktes zweier Seiten- 
kreise — etwa a und s° — erhalten wir, falls dieser Schnitt- 
punkt kein Eckpunkt des Polygons ist und falls nicht noch ein 


(») 
*) Das mean a soll bedeuten, daS dic Summe iiber alle f, zu erstrecken 


ist mit Ausnahme von x. 
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dritter Seitenkreis durch diesen Punkt hindurchgeht, gleichviel 
ob die beiden Seitenkreise zwei aufeinander folgende sind oder nicht, 
durch wiederholte Anwendung der obigen SchluBweise als Uberdeckungs- 
zahl: 

(10) ot a et tae Hee ter 


Auyar 2 = 2 








Qu; ot) 
by 1 e— (n—2) 
+ {sen 9,, 2+ 5 Poe - Saye, 
oder 
; ™ “ at? Coet 85 
(10a) O..=- : ; 2... 3 
i i 1—(—1)'?? 1 
+ BV ents [tnt | +a Oo 
?2 
+2=8=9, 


wobei «,, bzw. ¢,, die Werte 0 oder +1 annehmen, je nachdem der 
Punkt P ein A- oder J-Punkt des Seitenkreises sf, bzw. 3}, ist. 

Treten pathologische Fille ein, in denen mehr als zwei Seitenkreise 
durch einen Punkt gehen, so laBt sich die Uberdeckungszahl fiir diesen 
Punkt, falls wir annehmen, da er kein Eckpunkt des Polygons 
ist, in analoger Weise durch wiederbolte Anwendung des gleichen Schlusses 
angeben. 

Die §§ 6 und 7 geben Gelegenheit auch diese anormalen Fille beim 
Dreieck und Viereck vollstindig durchzudiskutieren. 


g 5. 
Uberdeckungszahl der Eckpunkte eines Polygons. 


Der Polygonseckpunkt A,, ein Schnittpunkt der Seitenkreise s), und 
s®., durch den aber, wie wir vorliufig annehmen, kein weiterer 
Seitenkreis hindurchgehen mége, wird von dem Polygon héchstens 

so oft tiberdeckt, wie ein Punkt P, 

Ae in der Nahe des Punktes A,, der 

auf dem rechten Ufer des Seiten- 
kreises 8), und auch auf dem rech- 
ten Ufer des Seitenkreises s° , liegt, 
fiir den also sowohl sgn 9,, als 
auch sgn @,, gleich —1 ist (vgl. 
Fig. 7). Ist A, noch ein Win- 
Fig. 7. dungspunkt, so ist von der Uber 





Gog Ven * 





a. 


—m fat | |e 
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deckungszahl von P,, die wir mit @>, bezeichnen wollen, noch die Anzahl 
der Windungen 
ney a 


abzuziehen um zur Uberdeckungszah] von A, zu gelangen (vgl. die Defi- 
nition der Uberdeckungszahl!). 
Wir erhalten fir die Uberdeckungszahl von A, 
n n ‘he 
a, aed o,. == E(?) 
oder, wenn wir aus (8) den Wert von #>, einfiihren 
(go; 0#) 
" o Moe 1 
a, “ ~ = 3 a ry + (pot Pax) + > {sgn 9,,-2 +43 ss > Poo} 


e — (n—2) (%) ‘ 
+ —— — E(+), 


wobei die Koordinaten von P, genommen werden miissen. 

Um nun die Koordinaten von A, selbst in die Formel einfiihren zu 
kénnen, lasse ich P, immer weiter nach A, hineinriicken; schlieBlich 
werden die Werte von g,, und g,, unbestimmt, wihrend die tbrigen 
Koordinaten sich den bestimmten Koordinaten von A, nahern; wie aus 
Figur 7 ersichtlich nahert sich aber dann der Ausdruck 


— Pos — Pax 
dem Werte «, bzw., wenn A, ein Windungspunkt ist, dem Werte 
— OF (2) 
a,—2E (5 . 


da das schraffierte Dreieck in Figur 7 immer kleiner und kleiner wird. 
Lassen wir also P, nahe genug an A, heranwandern, so diirfen wir 
1, + (Xe &, 
2 (Peat Par) =—E (¥) a 
setzen und an Stelle der iibrigen Koordinaten von P, diejenigen von A, 
schreiben, so daB wir fiir die Uberdeckungszahl eines Eckpunktes — etwa 


A, — erhalten: 
(99; 0%) 





a “ico “ort “ng 1 } @ — a, — (n— 2) 
ry 
oder 
(11a) i 


(eo; OT) 


+ S960 Vp =|" eed ee 


wobei die Koordinaten bzw. Hilfskoordinaten von A, einzusetzen sind. 


"7 E(z) — grobte ganze Zahl unter x fiir z> 1. 
E(x) = 0 fir x<1. 
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Pathologische Fille, in denen der Eckpunkt A, noch auf einem 
dritten Seitenkreise liegt, lassen sich in analoger Weise durch wieder- 
holte Anwendung der Schliisse dieses und des vorangehenden Paragraphen 
erledigen. 

Die beiden folgenden Paragraphen geben Gelegenheit auch diese 
anormalen Fille beim Dreieck und Viereck vollstindig durchzudiskutieren, 


§ 6. 
Das Kreisbogendreieck. 


1. Uberdeckungszahl eines Punktes, der auf keinem der drei Seiten- 
kreise liegt aus (8) bzw. (8a): 


4+ Pas 4s Pes 
T 


+ Fa e— 
2t 3 tet 


(12) 9% — sgn gy, Jt + sgn py, 3? + sgn py, 2 + 


(12a) 0° = (—1)™* sgn vy > > (is + ——e : 


—_= < 


+ (—1)™ sgn %, ry + (tas + 


———_ 


+ (—1)™ sgn vs, ; (a 1 oe 





—)+i Vit Yat s¥ut ss 


2. Uberdeckungszahl eines auf einem Seitenkreise — etwa s°, — 
liegenden Punktes, der nicht auf einem der beiden anderen Seitenkreise 
liegt, aus (9) bzw. (9a) 


8 1 1 1 —1 
(13) Of, — — “Es + agn gray “St + sgn gy + 5 Ps t= Pu t+ = 


(13.8) Of —— “2 F* + (1) sgn v5 > (tn + Gn") 
—j)"™ 
+ (—1)™ sgn ¥, > < (ty + —C as 
1 —1 
+ 2 Ves + = Os + — , 
wobei ¢,, den Wert 0 oder +1 annimmt, je nachdem der zu untersuchende 
Punkt A- oder J-Punkt des Seitenkreises s?, ist. 
3. Uberdeckungeszahl eines Gegenpunktes — etwa A,’ —, wenn dieser 
nicht auch auf dem Seitenkreise s%, liegt, aus (10) und (10a) 


2 1 31 1 
(14) g,0) = Oe = — ES + ogy B+ 5 ot ® 
3 M, + 8 Us, + 2%; 
(14a) 9. es) =, .=— a _ tH 


1 1—(—1)"™ = 
+(—1) sgn ven + (+ 2S L )+4 Yn + 2S ——, 





(15 


daf 
zak 
(dr 


wi 


fal 
(1 


au 


Ai 
ell 
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wobei ¢,, bzw. é,, die Werte 0 oder +1 annehmen, je nachdem A,’ ein 
A- oder J-Punkt des Seitenkreises s*, bzw. s%, ist. 

4. Uberdeckungszahl eines Eckpunktes — etwa A, —, wenn dieser 
nicht auch auf dem Seitenkreise s$, liegt, aus (11) und (11a): 


ry 1 23 1 —% 
(15) A =— a —“s + 8Q0 Pos “anf 2 93+ * 2 
2 31 « 1 t—¢—— ed 
(15a) 0, —— 3 — +(—1) wag Yay + (tay + 2S” y "\+4 Yast OS 


5. Es wire noch der bisher ausgeschlossene Fall zu untersuchen, 
daB alle drei Seitenkreise durch einen Punkt gehen und die Uberdeckungs- 
zahl dieses Punktes zu bestimmen. Von den sechs ausgezeichneten Punkten 
(drei Eckpunkte und drei Gegenpunkte) fallen hier je drei zusammen und 
wir unterscheiden folgende Spezialfille: 

a) Drei Eckpunkte fallen zusammen; der Fall ist trivial. 

b) Zwei Eckpunkte und ein Gegenpunkt — etwa A,, A, und A,’ — 
fallen zusammen. Analytisch wiirde sich der Fall durch die Gleichung 


(16) ~~ —% + 


ausdriicken; die Uberdeckungszah] ergibt aus (14), (15) und (4b): 


= positive ganze Zahl 


(17) yy Mis Uss bec + Ret, ea. tamale 


(A, =A, =A,’) = 2 2 2 


Aus den Erginzungsrelationen*) ergibt sich unter Anwendung der hier 
eingefiihrten Bezeichnungsweise: 


ti, = E(* eS 5= ot *) 
woftir wir auf Grund von (16) auch schreiben kénnen: 


/ u, 1 (a, —a, —a,+1 _ &y — &, — a, — 1 

(PoP CHAP St) soars + 

Aus den bekannten Satzen fiir Kreisbogendreiecke folgt ferner: 
Uys = Us, = 0 

und man erhiilt 


3 
(19) Pa em=a,) 


Das Resultat ist unmittelbar evident; denn der Punkt A, — A,= A,’ 
kann durch Windungen um A, nicht tiberdeckt werden, weil er auf der 
A, gegentiber liegenden Seite liegt; Windungen um A, und A, kénnen 
ihn erst recht nicht fiberdecken, weil er hierfir Windungspunkt ist. 


=. 


*) Vgl. Kapitel I S. 7, Gleichungen (6). 
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e) Ein Eckpunkt und zwei Gegenpunkte — etwa A,, A,’ und A,’ — | 
fallen zusammen; analytisch ausgedriickt: 


(20) — tots oti positive ganze Zahl 


u 


_ “is _ Mar Mas Hes 4) Me ty — % — 1 
a 2 2 2 + _ 


4 


$ = 

(A, = A,’ = A,’) 

Aus den Erginzungsrelationen und aus (20) folgt: 
My; = 0, 

so daB wir als Resultat erhalten: 


3 ty, Us, 95 a, -+ «,—a,—1 
(21) = i 


Pn aay =m) , oo 4 ? 


wobei «,, gleich 0 oder +1 ist, je machdem der Punkt A,—A,’=A, 
A-Punkt oder J-Punkt des Seitenkreises 39, ist. 

d) Die drei Gegenpunkte A,’, A,’, A,’ fallen zusammen, analytisch 
ausgedriickt: 


(22) “+ ott" =o = positive ganze Zahl, 
(23) Gwenn? — “a Tos os ‘af Se _ a TO + et 


wobei die ¢,,, & bzw. ¢,, die Werte 0 oder 1 annehmen, je nachdem der 
Punkt A,/= A,’= A,’ ein A- oder J-Punkt des Seitenkreises s°,, s8, baw. 
$, ist. — 

Die in diesem Paragraphen angegebenen Zahlen sind identisch mit 
den von Hurwitz in der oben zitierten Abhandlung fiir die Anzahl der 
komplexen Nullstellen der hypergeometrischen Funktion gefundenen, 


ihre Ableitung geniigt der dort von Hurwits formulierten Aufgabe*) seine | 


Zahlen durch Betrachtungen zu bestatigen, die der Analysis situs ange- 
héren. Aber noch mehr: Die Gleichungen (12a), (13a), (14a) und (15a) 


interpretieren geradezu die Formeln des § 8 der Hurwiteschen Ab- | 


handlung geometrisch; denn einerseits bedeuten die dort vorkommenden 
Anzahlen der reellen Nullstellen Uberschlagungszahlen bzw. um 1 ver- 
mehrte Uberschlagungszahlen, andererseits die dort vorkommenden Ampli- 
tudenausdriicke unsere Hilfskoordinatenwinkel, und so bot der Versuch 
die Huwrwiteschen Formeln geometrisch zu deuten den AnstoB zur vor- 
liegenden allgemeineren Untersuchung. 

Die Spezialfalle unter Ziffer 3. und 4. hat zuerst Van Vleck (1. ¢) 





*) l. ec. § 8, SchluBbemerkung. S. 552. 
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mit Hilfe anderer geometrischer Uberlegungen untersucht und Resultate 
in geschlossener Form angegeben.*) 

Die Sonderfille der Ziffer 5. sind, wie Hurwits zeigt,**) gerade 
diejenigen, in denen sich Fundamentallésungen der Differentialgleichung 
durch Multiplikation mit Potenzen gewisser linearer Faktoren in eine ein- 
deutige Funktion der Verinderlichen verwandeln lassen. Er benutzt diese 
Eigenschaft zur Bestimmung der gesuchten Zahlen. 

Schafheitlin***) geht bei seiner Bestimmung der Anzahl der Null- 
stellen der hypergeometrischen Funktion von diesen Spezialfillen aus. 

Schon friiher hatte Hilbert+) diese Zahlen in ganz anderer Weise 
berechnet. 


*) Hurwitz (1. c. § 8, Satz 9 und 8, 8. 552 und 550) bringt nach einer verein- 
fachenden elementaren Rechnung die Gleichungen (14a) und (15a) auf folgende Form, 
die ich in der hier eingefiihrten Bezeichnungsweise angebe: 


5 Uist U,,+6& 1 ‘ 1\ 
OP an an + =(E _ + 
A, 2 9 + 3\ (e) 3) 
E(Q)+E (aS sek) +E (atest) LE (terest 
1 2 2 2 
+5(-1) 
a@,—a,—a,+1 1 
(E ( . ~— - )+ x): 
wobei 
1 ( ; ‘ E(a,)+F (S—te**) +E (*= “aet") +E — 
a -— 
2 
i , (4 —-a@,—- a, +1 @,—- @,—e,+1 @, + @,—a,+1\\ 
E(a@,)+F —_——} + £ | ——_—_—_— +E - 
(a+ ( ) 
a ae 3 ( 2 ) ( 2 j 
, [@—- a, - a, +1 @, — @)—G_, +1) 4 G+ 4,—a, 
9) ee 2 )+e( 2 )+e( 2 ) 
, 2 2 2 


a, — a, —a,+1 1 
(E( 2 )+ 2) 
1 a, — &, —a,+1 O, — Oy — yf) a, +a, —a,+1 1 
— poe (Spey (2=s est) 4 eetaety) 5. 
*) Lc. § 5, S. 588. 
*) Die Nullstellen der hypergeometrischen Funktion“. Sitzungsberichte der 
Berl. math. Gesellschaft, 7. Jahrgang 1908. 
t) ,, Uber die Diskriminante der im Endlichen abbrechenden hypergeometrischen 
Reihe*, Crelles Journal Bd. 103, 8. 387. 
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§ 7. 
Das Kreisbogenviereck. 


1. Der Punkt P, dessen Uberdeckungszahl wir suchen, liegt auf 
keivem der Seitenkreise; aus (8) folgt: 
(24) o* = sgn Piz 3 T SED Pos os + BED Ps, “a + 82D Py oe 


°=.. 


+> (G42 + Pes + Psa + Pu) + 


2. Der Punkt P liegt auf einem und nur einem Seitenkreise — 
etwa auf s?, —; aus (9) folgt: 


(25) Os — “atte + sgn P23 . + 88D Py 3 + Sgn Py 4a 


++ (5+ 95+ Pa) + 


3. Der Punkt P liegt auf zwei und nur zwei (gegeniiberliegen- | 


den) Seitenkreisen — etwa auf s*, und sf, —; aus (10) folgt: 


(26) —_— — a Ths — + ss + sgo Pus 2 a + SZ Py, = =! 


1 —?2 
+ = (P+ Pu) + 


4. Der Punkt P liegt auf zwei und nur zwei (aufeinander- 
folgenden) Seitenkreisen — etwa auf s*, und s, — und ist ein Gegen- 
punkt — A,’ — des Vierecks; aus (10) folgt: 





(27) a De ist fis = aol St Fs * sgn Pu 4 82D M,, “ 


1 . om 
+ = (Pst Pa) + 2—* 


5. Der Punkt P liegt auf zwei und nur zwei (aufeinander- 





| 


folgenden) Seitenkreisen — etwa auf s*, und sf, — und ist ein Eck- | 


punkt — A, — des Vierecks; aus (11) folgt: 


(28) 4, —— oa = + sgn Pua + 880 Gy * 


—2 





1 \ — a, 
+ > (ss + Pu) + : SE 


6. Der Punkt P liegt auf drei und nur drei Seitenkreisen — etwa 
auf s®,, s8, und s$, —. Von den zwiélf ausgezeichneten Punkten (vier Eck- 
punkte, vier Gegenpunkte und je zwei Schnittpunkte gegeniiberliegender 
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Seiten) fallen drei zusammen; von diesen ist einer stets ein Schnittpunkt 
gegentiberliegender Seiten; beztiglich der zwei anderen sind drei Fille 
denkbar: 

a) Zwei Eckpunkte — A, und A, — fallen zusammen: 


@— &, — a,- —?2 


€ 4 “utp 
29) 4 -— ts 7 


maa! + sgn Pa +z 5 Put 


b) Ein Eckpunkt und ein Gegenpunkt — etwa A, und A,’ — fallen 
zusammen: 


(30) 9! aw=N aT es — Serf toe + sgn 9,, “o 4. - %, + ea" 
c) Zwei Gegenpunkte — A,’ und A,’ — fallen zusammen: 

‘ % Fis thes + 855 Us4 $44 7% 

(1). Oh ag pte — abe techs aga gy YS? 


7. Der Punkt P liegt auf allen vier Seitenkreisen. Von den zwilf 
ausgezeichneten Punkten fallen sechs zusammen, von diesen sind zwei stets 
Schnittpunkte gegeniiberliegender Seiten (s?, mit s$, und s$, mit 
Beziiglich der vier anderen sind sechs Fille denkbar: 


aH 
Sq): 


a) Die vier Eckpunkte fallen zusammen; der Fall ist trivial. 
b) Drei Eckpunkte und ein Gegenpunkt — etwa A,, A,, A, und A,’ — 
falien zusammen: 


‘ Ure + Uys + Uy, + & @— a, —a,—a,—2 
(32) w,. dicihicaies —_ — it 1 “ps aa a 4 ¢ — et. toe 


c) Zwei aufeinanderfolgende Eckpunkte und zwei Gegenpunkte — 
etwa A,, A,, A, und A,’ — fallen zusammen: 


4 - at Sat 3 a Ses e—«,—a,—2 
ad ad ee t 2 





d) Zwei gegentiberliegende Eckpunkte und zwer Gegenpunkte — etwa 
A,, A, A, und A,’ — fallen zusammen: 





, _ _. Mas + Mes + Msg + @— a, —«,—?2 
(34) a, . Anke’ = — 12 — eS ant ; ‘ 


e) Ein Eckpunkt und drei Gegenpunkte — etwa A,, A,’, A,’ und A, 
fallen zusammen: 





(35) 91 na, =A,’ =A,’ ae Art te o. tis me Mees + sage ; 
f) Die vier Gegenpunkte fallen zusammen: 
(86) Of necarcas = — eet — Sethe _ Sate _ Sate 28. 


i8* 
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In siimtlichen @leichungen dieses Paragraphen sind die ¢,, gleich 0 | 
oder +1 zu setzen, je nachdem der betreffende Punkt, dessen Uber. 
deckungszahl bestimmt wird, A- oder J-Punkt des Seitenkreises s°, ist. | 

Ich bemerke noch, daB die Fille 7. nur eintreten kénnen, wenn eine 
der Gleichungen 


= 9, | 


te, + a, + a, + a, 
R 


. —* == ganze Zahl 


erfillt ist; und zwar gilt fir’) S&—S&—%+% 


/ » 


- 


. —a—a@ «, +a " —a, +a,—a, +a 
fiir ¢ , at %s FH fiir d) a he Rein Beas 
2 ? 2 } 


fire) —* aT %+% 


™ a a +a, +a 
=%, fir f) at Ms TM TM 


wobei g eine ganze Zahl bedeutet 
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| Eine charakteristische Eigenschaft beschrankter analytischer 
Funktionen.*) 


Von 


Grore Hamet in Aachen. 


Es soll der folgende Satz bewiesen werden: 
pn ae w(2Z) = dy + 4,2 + a2? + --- 
im Einheitskreise regular und dort absolut genommen Kleiner als oder gleich 1. 
Dann laiBt sich w durch den Kettenbruch darstellen: 





1_3G~J8198) _ 0 
b, &| & +2b, 
wobei alle |b| <1 sind. 

Und umgekehrt: jeder solche Kettenbruch konvergiert**) fiir |z\< 1 
und stellt eine durch |\w| <1 beschriinkte analytische Funktion dar.“ 
Aus den b lassen sich die a berechnen: 


*) by b, | z(1 — | b, |*) b, b,) 


w= is cm ah —_ 6s 
by + 2b, : 


Bg ped 


~ 8 


a, = b, (der Querstrich bedeutet den konjugierten Wert) 
. ine b, (1 - | bo |*), 
a, =}, (1 by |?) (1 — |b, |?) — bib, (1 — | by |*), 


2 i al - 
a, = b, 0 — |b, |*) + (1 — |b |*){(1 — | b, |*) (— 2bgd, b, — b, b3) + b8b3}. 


*) Das Manuskript dieser Arbeit lief im Februar 1917 bei der Redaktion ein. 
Das Juniheft des Bd. 147 von Crelles Journal brachte unter dem Titel ,Uber Potenz- 
reihen, die im Inneren des Einheitskreises bescbrinkt sind“ (S. 205—232) eine gréBere 
Verdffentlichung von Herrn I. Schur, die u. a. den weitaus gréBten Teil der Aus- 
fihrungen des Herrn Hamel enthilt. Zu seinem Bedauern lernte dieser die Arbeit 
| des Herrn Schur erst nach der Korrektur seiner Arbeit kennen, sonst wiirde die 
Verdffentlichung unterblieben sein. Die Redaktion. 

**) Bei allerdings von der gewdhnlichen abweichenden Definition der Konver- 
genz. Siehe Seite 260. 
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Allgemein 


a-1 


a, = b, Ta — |b, |*) + pee, 5, ...B,_4: be, b, ... 5._,). 
r=0 


»Denkt man sich also die b,...b,_» den Bedingungen |b| <1 enl- 
sprechend gegeben, so kann noch a, in einem Kreise liegen, dessen Mittel- 
punkt bestummi ist und dessen Radius 


a- |b, |*) 


ist.“ 


Statt b,...b,_, kann man natiirlich auch a, ...a,_, den vorstehenden 
Bedingungen entsprechend gegeben denken, z. B. 
|@| <1, 
|a,; 5 1—|a,/* 


usw. 


Der Satz des Herrn Pompeju*) 
I@+4,/< ; 


ist daraus mit Leichtigkeit zu entnehmen, die Landausche Abschiitzung *) fiir 
|@y + a, +---+ a4,| miiBte sich ergeben, wenn man die @ explizit kennte, 
was aber noch nicht der Fall ist. Man kann sie wohl in beliebiger Zabl 
schrittweise berechnen, und ich werde verhaltnismaBig bequeme Rekursions- 
formeln dafiir geben. Zuletzt kommt dann noch eine Verallgemeinerung 
des Hauptsatzes (Seite 266). 

Die Herren Carathéodory und Fejér haben bereits in ihrer Arbeit: 
»Uber den Zusammenhang der Extreme von harmonischen Funktionen“ — 
Rend. del. Cire. mat. di Palermo (Bd. 32, 1911, im dritten Abschnitt) eine 
charakteristische Eigenschaft beschrankter Funktionen aufgestellt. Durch 
eine einfache konforme Abbildung kann man eine beschriinkte analytische 
Funktion in eine solche mit positivem reellen Teil iiberfiihren, und fiir 
letztere hatte bereits der erste Autor die hinreichenden und notwendigen 
Bedingungen angegeben. Beiden Charakteristiken ist gemeinsam, dab sie 
die Koeffizienten a der beschrinkten Funktionen schrittweise aus anderen 
Koeffizienten 6 zu berechnen gestatten, die bei mir alle in einem Wirfel 
liegen (|b| << 1), bei Carathéodory in komplizierteren konvexen Riumen. 
Natiirlich miissen beide Charakteristiken iibereinstimmen, und es ist eine 
interessante Aufgabe, direkt ihre Ubereinstimmung nachzuweisen. Diese 
Aufgabe wird aber hier noch nicht in Angriff genommen. 


* * 
Y 


*) Archiv, Serie 3, Bd. 19. 
**) Archiv, Serie 3, Bd. 21. 
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Bekannt ist das Schwarzsche Lemma: Wenn 
w=a2+--: 


absolut kleiner als 1 ist, so ist 


wil <2 
Sei jetzt 
w= a, + a,2 + 
und w|<1, so daB sicher |a,| <1 ist. |a, 1 bedarf keiner Er- 


wihnung mehr; sei also | a,| < 1. 
Bilde ich die w-Ebene durch 
w— a, 
1 — a, w 
auf die v, Ebene ab, so geht w—a, in v, = 0 und das Innere des Kin- 
heitskreises in sich tiber. Also folgt aus 


jw} <1, 
lnjisl 


Wenden wir auf v, das Schwarzsche Lemma an, so folgt 
ly) <sl-| 
mee v e es . 
und also fiir ' = w,, das ebenfalls regulir ist, 


w,| <i. 


Die Entwicklung von w, beginne mit 
w, =b, + 


Wir setzen unser Verfahren fort: 


w, —_ b, 
Vs — os 
i— b, w, 
Us, 
ms 


ergibt ein im Einheitskreise reguliires w,, das dort absolut genommen 
kleiner oder gleich 1 ist. Usw. 
Die Entwicklung eines w, beginne mit 


w,=b, + 
dann setzen wir 
; w, — b, 
nth 1 —w,b, 
und w am “ae?, 
n+l Fa 


Immer sind die w, fiir |z|< 1 regular und kleiner oder gleich 1. 


Wegen |w,|< 1 miissen alle 
lbBj<l 


sein. Sollte ein |b,| = 1 sein, so ist w,=b, und wir brechen dann das 
Verfahren ab. 
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»intweder sind alle |b|< 1 und dann bricht das Verfahren nie ab, 
oder aber es gibt cin letstes \b,|— 1 und alle vorhergehenden sind absolut | 
kleiner als 1.“ 

Die Auflésung unserer Substitutionen ergibt mit | 


v, = £W,, 


ZWy st +b, 


Ww == 
a 14+-b,w,,,2 


(n=0, 1,2... w, =), | 
und aus 
bIS1, [MailSl, le|< 
folgt, daB auch w, regular ist, falls w,,, dies ist und dab 
| wv, | — 1 
ist. 
Man kann die Umhebrung nun auch so schreiben: 

















og tan CE i 
Mn ~~ by b, 1+ b,w,412 
und also « in Form des endlichen Kettenbruches setzen: 
1 — b, s 1— j bn |? 
w --,* * : -_ a by ee 
b, b, 14%, 14%, 1+ b,20,41 ’ 
b, b, 
oder 
bso am 1 — Da! _ A IID 1g DD at 


[ Oh +bs b+ b,2 1+ dy 412 

Vergleicht. man damit den entsprechenden unendlichen Kettenbruch, 
so sieht man, daB dessen (» + 1)ter Naherungsbruch im gewdhnlichen 
Sinne aus dem vorstehenden endlichen Kettenbruch durch die Substitution 

1 
Met Be, 

hervorgehen wiirde. Diesen Wert kénnen wir aber als absolut gréBer als 
1 nicht brauchen. Deshalb wollen wir fiir unsere Zwecke eine neue Defi- 





nition eimfiihren: 
Wir nennen: 
Fe et ed (1 ya 1) Oye bgt 
[o, +b2 | b+ b 


den wten Naherungsbruch des unendlichen Kettenbruches. Er geht durch 


die Substitution w.=—0 oder w,_,—5,, 
aus dem obigen endlichen Kettenbruch hervor. b, kommt in ihm nur 
mehr scheinbar vor. Wir nennen den unendlichen Kettenbruch konvergent, 
wenn unsere Naherungsbriiche gegen eine bestimmte Grenze konvergieren. 


Ist ein |b,| — 1, so ist der Kettenbruch endlich. 
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Um die Teilnenner fortzuschaffen, geht man besser von der Form 


oo. ao <—es +0, 
"  1+2b,,., 
aus und erhalt leicht durch SchluB von n auf n + 1 
(1) w — 292-1) a F My 1 (2) 


"Bans (2) + gehy- (2) 


Dabei bedeuten die g,, h, ganze rationale Funktionen nten Grades in z, 
j,, h, diejenigen Funktionen, die aus ihnen entstehen, wenn man die 
Koeffizienten allein (nicht z) durch die Konjugierten ersetzt. Ferner ge- 
niigen die g,, h, den Rekursionsformeln 


9o(#) = 1, hg(z) = bo, 

Ia(2) = 29,~1(4) + b,h,_1 (2), 

h(#) = 29,_,(2)b, + h,_,(2) 
#F(,) = 'da-a(F) + sb, (2), 
eh) 9..4()a tee) 


(9.(7)),.07} 
(a) 


folgt. Ferner ergibt sich aus den Rekursionsformeln 


9.(2)9u(+) — hy (2)h, (2) = (9.106) Fu—1 (>) — ya (@)R,_1 (5) (1-102) 


und also 


und also 


woraus noch 


(2) 


(3) 9. (2)9n(~) — hae, (=) — J J a — 10,3). 


v=0 


Man kann nun die obige Formel (1) fiir « nach Durchdivision mit w, 
auch schreiben 


Gn-1(4) SRM, 58h iu. ee eee ee 
ee "hy_s() ath, (£) (8g, 1 (=) + n2"hy_,(4)) 


und also nach Formel (3) 


ene (hin —-1(5)hu < (2) ms 9n-1(2)Gn-1 (=)) 


w= 


a—1 
a-* 7 (a—| by |*) 
FF  —————— EE 
-*h,_, (=) th, _,(*) ("Gp (=) +, 2"h, -.(1)) 
Diese Formel lehrt wegen Formel (2) und wegen des Auftretens des 
Faktors 2*-! im zweiten Glied und weil w, im Nenner mit z multipli- 











262 G. Hamen. 


ziert ist, daB die spezielle Gestaltung des w, sich fiir w erst von den 


Gliedern nter Ordnung ab bemerkbar macht. 
Betrachten wir jetzt den (+ 1)ten Niherungsbruch des unendlichen 


Kettenbruches, so entstand er dadurch, dab man w,_, = 0 oder w, = 6 
setzte. Also ist der (n+ 1)te Néherungsbruch, je nachdem man von 
Formel (1) oder (4) ausgeht, 


h.(z) 
w+) = < 
Re) 
n—-1 
(5) | mot Pfr —|d, |") 
- ha—s(Z) = ae. 7 ae 


gE) thn (2) (GG) + 52-1) 


Also unterscheiden sich w*” und w bei der Entwicklung nach Po- 
tenzen von z erst in den Gliedern mter Ordnung.*) Beide sind durch 
jw} <1 resp. | w+! < 1 beschrankt (denn es ist ja |b,| <1); in dieser 
Weise beschrinkte Funktionen konvergieren aber fiir alle 

lsise<l 
gleichmaBig, d. h. der Rest der Reihe R, laBt sich unabhiingig von 2 und 
von der besondern Wah! der Funktion durch hinreichend groBe Wahl 


von » beliebig klein machen. Also JaBt sich durch hinreichend grobe 


Wahl von » auch wo — wird! 


beliebig klein machen und also konvergiert der wunendliche Kettenbruch 
gegen w. 

Wir sind bis jetzt von w ausgegangen, Aber man kann nun in ihn- 
licher Weise auch zeigen, daB der unendliche Kettenbruch fiir |z| < ! 
gegen eine bestimmte beschrinkte Funktion konvergiert, wenn man die 
b beliebig wihlt, nur so, daB sie alle absolut kleiner als 1 sind (den 
Fall = 1 kann man ausschlieBen, da dann ein endlicher Kettenbruch 
vorliegt). 

Denn nehmen wir zwei verschiedene Niherungsbriiche w"*") und 
w*+*+), so unterscheiden sie sich nur in den Gliedern nter Ordnung, 
ferner sind beide absolut kleiner als 1, also kann ihr Unterschied durch 
gentigend hohe Wahl des » fiir alle » beliebig klein gemacht werden. 


Also existiert n.d 


Da aber alle Naherungsbriiche kleiner als 1 sind, muB auch | w| < 1 sein. 


Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 
.- @ 


*) Da w,(0)—b,, sogar erst in den Gliedern (n+ 1)" Ordnung. 
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Was nun den Ausdruck der a durch die b angeht, so brauchen wir, 
weil b, der Wert von w, fiir z=0 ist, in der obigen Formel (5) fiir 
w,,, nur das Glied mit 2 zu bilden, das noch grade wit dem ent- 
sprechenden Gliede von w iibereinstimmen mu8. Man kann also in w+!) 
alle Glieder héhern Grades weglassen, und sieht daraus, weil g,_, und 
h,_, nur b,, b,...6,_, und ihre Konjugierten enthalten und wegen der 
Formeln (2), daB a, die Form haben mu 


n—1l 
a, - b,, Ta o | b, \*) + Pn(by; b, ——o 0.33 by sll b,_1), 
t)) 


wo g, eine ganze rationale Funktion der eingeschlossenen GréBen | ist. 
Die ersten Funktionen g,, 9,, 93, 9; lassen sich leicht ausrechnen, ich 
habe sie gleich zu Anfang angegeben. 

Wir wollen jetzt Rekursionsformeln zur Berechnung der gp aufsuchen. 
%,4, ist das a,,,, wenn man b,,,—0 setzt. Ferner stimmte f(z) mit 
dem (n + 2)ten Naherungsbruch in den Gliedern bis a,, ,2*** einschlieB- 
lich itiberein. Wenn man aber w,,,=—6,,, = 0 setzt, erhilt man den 
(n + 1)ten Naherungsbruch h,(2) 


ent) 
der also bei der Entwicklung nach ¢ bis 2"*' einschlieBlich mit 
Go+ae+---+a,e"+9,,,2"*" 
iibereinstimmen muB. 
Setzt man zur Abkiirzung 


va(é) = #9, (5) 


¥n(#) = 1 + ae +--- + aia" 
(y,(0) = 1 nach Formel 2), 


und 


so folgt durch Vergleichung der Glieder mit 2**+' in h,(2), (das keine 
enthalt) und y,(2)- (a, +--++ 4,2" + 9,,,8"*"), dab 


nm” 


(I) Pu+t le > Pa, —v+l 


r=1 


ist. Man kann also nach (I) die m aus den vorhergehenden a und den 
Koeffizienten « der Funktion art 
Ye = 29, (- ) 


berechnen. Es handelt sich jetzt also noch wm die Bestimmung der « als 
Funktionen der b und b. 
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Setzen wir parallel 


ah, (5) — #42) = BP + Be + --- Be", 
wo nach den Formeln (2) Ay) = b 


ist, so lauten die Rekursionsformeln der g und h in den neuen Bezeich- 
—- Vn (2) Fant (2) + zh, *,-1(#); 

%, (2) _ b,.%n—1(4) ss 2%, _,(8). 
Man findet fiir die ersten y und x 

y= 1+ sbyb,; % =b+ Zb, 

Ze = 1 + a(dyb, + hy) + 2bghy; x, = by + 2(d, + bob, by) + 2b, 

usw. 

Das Bildungsgesetz laBt sich, obwohl anscheinend kompliziert, doch 
leicht und iibersichllich charaklerisieren, so daB sich jedes y und x sofort 
hinschreiben lapt. Die « und B, d. h. die Koeffizienten der y und x haben 
vier villig charakterisierende Eigenschaften. 

1. Versteht man unter den symbolischen Potenzen: 

bi=b, B=1, b-'=—)b, 
so sind alle «”) und A” von der Form 
> die bh... ben, (A=— 1, 0, +1) 
denn sie sind in den einzelnen b und } linear, und es kommt auch nie 
ein b mit dem entsprechenden b multipliziert vor. 
2. Fiir die y, also auch die « kommen in jedem Glied ebenso viele 


b als b vor, in den x also auch in den 6 kommt ein b mehr vor als 5. 
Also ist 
fiir die y und « 
Ag td, +---4,=0, 


a 


fiir die x und B 
Agta, te: +A, =—1. 


Der Satz ist richtig fiir die niedersten x und y, man beweist ihn allgemein 
leicht durch den Schlu8 von x auf # + 1 aus den Rekursionsformeln. 
3. Gibt man 2" den Rang n, b, den Rang n, b, den Rang — n, 80 
sind alle y vom Range null, x, ist vom Range n. Also ist af") vom 
Range — v, BY vom Range n—v. Das laBt sich auch so ausdriicken: 
Fiir «a ist: 
A+ 24, +---+nd, =——-y, 
fir pM ist 
A, +24, +---+nd,=n—-v. 


Auch diese Eigenschaft ist fiir die niedersten «a, 8 direkt einzusehen, fir 


t 
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die héheren folgt sie durch den Schlu8 von m auf »+1 aus den Re- 
kursionsformeln. 
4. y, enthalt nur } 
fiir die y,: 


,» nicht b,, x, enthilt nur b,, nicht b,. Also ist 


4, =0 oder — 1, 
fiir die x,: 
4, =0 oder +1. 
Weiter: ist 4,—0, so kommt das Glied aus einer Funktion derselben 
Art (die y mégen die eine, die x die andere Art heiBen), ist 4, +0, so 
kommt es von einer Funktion der andern Art (niederen Grades). Das gilt 
aber fiir jedes 4, daher: 
Sofern die 4 nicht null sind, miissen sie in der Reihe 
a ee | 
abwechselnd + 1 und —1 sein, das héchste nicht verschwindende / ist 
bei den y gleich — 1, bei den x gleich +1. Die Notwendigkeit dieser 
Eigenschaft wird unten mitbewiesen. 
Diese vier Eigenschaften sind nun auch charakteristisch, d. h. 


Es ist ' 
. at) = Sb bi... bhn, 


d.h. gleich der Summe aller solcher Glieder, wo die i, sofern sie nicht 
null sind, abwechselnd + 1 und — 1 sind, das hichste nicht verschwindende 
1 gleich — 1 ist, ferner 
Ag tA t---+4,=9, 
4+ 24,4+::-+nd,——y ist. 
Ks ist analog 
Bp) = > be A ces bin, 


dh. gleich der Summe aller solcher Glieder, wo die 2, sofern sie nicht 
null sind, abwechselnd + 1 und —1 sind, das héchste nicht verschwin- 
dende 2 gleich + 1 ist, ferner 

lg tate +4 —l 

A, +24, 4+---+ndi—n-—y 
ist." 

Beweis: Mau rechnet fiir die niedersten (n—1) « und £ leicht aus, 
daB die Eigenschaften charakteristisch sind. 

Nehmen wir weiter die « Dann kann entweder 4,=—0 sein. Die 
vier obigen Eigenschaften gehen dann aber vollstiindig in das System der 
Eigenschaften fiir y,_, tiber. Wenn also der Satz fiir y,_, schon richtig 
ist, so folgt er auch fir y,, sofern es sich um Glieder ohne b, handelt, 


denn diese Glieder stimmen nach der Rekursionsformel bei y, und y,_, 
iberein. 
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Oder es kann 4, ——1 sein. Dann aber werden aus den vier cha 
rakteristischen Eigenschaften der «{") gerade die vier Eigenschaften der 
*-»), denn es ist n—v=—(n—1)—(v—1). Es stimmen aber die 
Glieder mit }, in y, nach der Rekursionsformel iiberein mit den Gliedem 
Von £%,_,. 

Analog beweist man den Satz fir x,, wenn er fir y,_, und x,_, 
richtig ist. Die Notwendigkeit des abwechselnden Zeichens der 4 ist 
damit mitbewiesen. 


* * 
* 


Der Hauptsats gestattet folgende Verallgemeinerung: 
In einem Bereich der «Ebene seien die Funktionen g,9,... regular 
und absolut kleiner als 1, ferner sei 


lim J], = 0, 


n=eo 0 


dann konvergiert der Kettenbruch 


1 | ta, Oe | cs oe 
1 a ma P(1—|), " i, | 9, (I — b, |’) b,| 
i, Ss a . | 





b, b | b 
J ttog | tte | 1495 
in unserem Sinne gegen eine im selben Bereiche regulire Funktion w (die 
absolut kleiner als 1 ist), wenn alle b absolut kleiner als 1 sind. Und 
umgekehrt: jede solche Funktion w lat sich durch geeignet gewdhlte » und 
b in obiger Weise darstellen. Man kann z. B. bei einem einfach 2- 
sammenhangenden Bereiche alle @ gleich einer der Funktionen setzen, 
die den Bereich auf das Innere des Einheitskreises abbilden. Der letztere 
Fall ist eine triviale Verallgemeinerung unseres ersten Satzes. 
Um den Satz allgemein zu beweisen, gehen wir von den linearen 
Substitutionen aus 


1 

1— |b, |*) 
yo mth 1 STIG, 
1 + b, o w, b, 1 + b,9,™, 


usw. 


1 
= 1—|d 
ww Pants t Yn om | — ¢ "lB 
" 1+5,9,0, +1 b, 1 + 0,9, %_41’ 


aus denen die Kettenbruchdarstellung folgt: 


1 GH lee] a —1, 1778 | (1 — (0, bean Pe | 
(6) oro RI ow Baad a 


9 








ej i 
| 1+d, 5 1+), 5 + 0,9, n+ 
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Unter den Voraussetzungen: |b,|<1, |g,|<1 sind alle 'w| <1, 
wenn das letzte |w,.,| <1 ist. 
Aus diesem endlichen Kettenbruch entstehe definitionsgemaB der 
(v + 1)te Naherungsbruch des oben genannten unendlichen Kettenbruchs 
durch die Substitution w,,,— 0, so daB die Niherungsbriiche des unend- 
lichen Kettenbruches alle absolut kleiner als 1 sind. 
Die’ Umkehrung der linearen Substitution ergibt 
1 w—b, 1 w.—bd 


CP, Gms oe cee ) a a quilted 
1 @y 1 — bw’ Watt G, 1— bw,’ 


so daB aus |w|<1 auch |w,|< 1 folgt, usw., wenn 1. am Rande des 
Bereiches fiir alle @ die Ungleichheiten erfiillt sind 


| w b 

li—tu| sI%lS1, 
w, — by | - 
}1—b,w,, Sl¢,1<1 


und 2. im Innern des Bereiches g, héchstens da verschwindet, wo w,—b, 
ist. Es ist dann w,,, im Innern sicher regular, auf dem Rande absolut 
kleiner als 1 und also auch im Innern absolut kleiner als 1. 

Bringen wir den Kettenbruch (6) auf die gewéhnliche Form 


(7) w InWnsi th, ae 


80 ist “a der (x + 1)te Naherungsbruch und absolut kleiner als 1. 


Ferner ergeben sich die Rekursionsformeln: 


Jo = Poy Ino = Og, ig = 1, ly = bo Mo, 
In = In-1 Pu H hig 1 On Pas 

h, =h,_1 + 9n-19,, 

k, =k,» +115 


n=—1"n? 


l, — los P, + k, 16, 9,. 
Daraus folgt 


I ekey —~Fiy be AG Ta — gi es) (1 — | 2, *) 
(8) + IT. — |, |?). 


Man kann infolgedessen die Formel (7) fiir w auch schreiben 


he . TL] ea —\d-\*) 


w= i +. k, (k, + 1,,W,+ 1) Wasi: 





Daraus folgt wegen | w|< 1, ne <1, daB stets 
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[on — |b.|*) 
(9) + _—_,—— 
| ki (i+ z W,+1) 


Woi11/ 52 


ist, solange alle b, m and w,,, absolut kleiner oder gleich 1 sind. 
Nun ist k, niemals null. Erstens ist es sicher nicht identisch in den 
@ null (die b halten wir fest), weil nach den Rekursionsformeln k, = 1 
ist, falls alle g =O sind. Sollte nun fiir spezielle m k,—O sein, so 
miibte wegen tb. | 
. jit| <1 


aueh b, verschwinden, das aber kénnte nach Formel (8) nur dann der 
Fall sein, wenn ein 9, = 0 ist. Ist aber g,—0, so ergeben die Re- 
kursionsformeln g, = 1, = 0, k, und h, sicher nicht null, weil sie von g, 
nicht abhingen, dann aber weiter 


9,41 _ hb. Pra. 
hye: = h,, 
Kyat _ k,, 
bas - k,b,., Py4.9 


woraus im Verein mit den weiteren Rekursionsformeln folgt, dab 


Res =k,-x,, Grae ™ h, 7, 


oo _ k, ‘Yao — h,%,, 


wo die y,, x, denselben Rekursionsformeln geniigen wie / und k, nur 
daB andere 6 und » in Frage kommen. Da auch x, = 1 ist, ist x, 
direkt k,, nur mit anderen 6 und gm. Daraus folgt nun, daB & niemals 
verschwindet. Denn x, verschwindet sicher nicht, solange nicht wieder 
ein @ verschwindet, und von da ab setzt wieder derselbe Beweis ein, 30 
daB jedes k als Produkt aus lauter nicht verschwindenden Faktoren er- 
scheint. 


Auch 1 +7 w,,, kann nicht verschwinden. 


Denn aus den Rekursionsformeln folgt 





een | || = lbowol <1 ist, 
ft - 9, 1. sodaB weil ‘ ° 
1+ 5, 2— auch baley ist. 

| | 2 


Da also k,(k, +1,w,,,) im Innern des Bereiches | p,|<1,!w,,,|<1 
nicht verschwindet, kann 
Wari . 


lees + bees) 





Qa. 


Dax a. te 
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sein Maximum nur auf dem Rande des Bereiches, also fir g,|=1, 
= 1 haben. Mithin gibt die Formel (9) 


| HTA-\bl) jo 
| hy (Ry + 1 Wa ss) _ 


w 


an+1 


und also TT er — |! . ; 
tied Ot <2 |g, |. 
tte.) "= IT \9, 
Gehen wir nun von dem unendlichen Kettenbruch aus, so ergibt 
sich, daB sich der nte Naherungsbruch > und ein beliebig héherer nur 


um ein Glied der Form 
[fora — | by 1%) 3 
Fall F hiya) 


" 


unterscheiden kénnen, das absolut kleiner als 2 J/|\q,| ist und also gegen 
0 


null geht, wenn das zuletzt genannte Produkt dies tut. Damit ist die 
erste Hilfte des Satzes erledigt. 

Die zweite Hialfte ist nach der Umkehrung auf Seite 6 leicht nach 
derselben Methode zu zeigen. 

Zum Schlusse méchte ich noch bemerken, daB sich nach unserer 
Methode (konforme Abbildung durch gebrochene lineare Funktionen) auch 
die Konvergenzsiatze von Pringsheim und van Vleck iiber limitirperiodische 
Kettenbriiche sehr leicht beweisen lassen. Ich will darauf an anderer 
Stelle zuriickkommen. 


Aachen, im Februar 1917. 


Mathematische Avnalen. LXXVIII. 19 
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Uber die Beschrankungen analytischer Funktionen durch 
vorgegebene Funktionswerte. 


Von 


Gore Pick in Prag. 


In einem unter ahnlichem Titel in diesen Annalen*) erschienenen 
Aufsatz wurde untersucht, welche Einschrinkung der Wert gewisser ana- 
lytischer Funktionen durch vorgeschriebene Wertzuordnung zu einer end- 
lichen Zahl von Argumentwerten erfaihrt. Eine dort gebliebene Liicke, 
die fiir die verfolgten Zwecke belanglos war, auszufiillen, diirfte immer- 
hin von Interesse sein, und das soll im folgenden unternommen werden. 

Die Funktionsklasse, auf welche sich die Untersuchungen beziehen, 
besteht aus jenen Funktionen w von z, die das Innere eines Kreises der 
z-Ebene auf ein Gebiet abbilden, das einen Teil der w-Ebene freilaBt. 
Ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit darf hier wie schon an der 
zitierten Stelle angenommen werden, daB der ,,Kreis“ der z-Ebene wit 
der sogenannten positiven Halbebene (Halbebene der positiven Imaginir- 
teile) identisch sei, und daB das Bild gleichfalls innerhalb der positiven 
w-Halbebene gelegen sei. 

1. Wir wollen wie a. a QO. ein Wertepaar z,, w, kurz mit p, be- 
zeichnen und sagen: die Funktion w= f(z) von z besitzt p,, wenn 

wa = fe.) 
ist. Es soll ferner 


Ww, a We 


Pap a 
gesetzt, und die Bezeichnung 
D, _ D(»,, Po, ***, ?,) - Pas! (a, B 7 l, 2, “+ey Mt) 
verwendet werden. Vou w= (f(z) wird vorausgesetzt, daB es im Innern 
der positiven z-Halbebene regular ist, und da® dort auch 


J(w) > 0 **) 


5, — % 


*) Math. Ann. 77, S. 7ff. 
**) J(t) bedeutet den Imaginirteil von ¢, dividiert durch i 





n) 


ern 
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ist. Von den vorkommenden Wertepaaren p, wird stets vorausgesetzt, dab 
sowohl J(z,) als J(w,) positiv ist. 

Zuniachst ist a. a. O. gezeigt: Wenn w die Wertepaare p,, P., ---, P 
besitzt, so bestehen die Ungleichungen 

D,>90, D,>9,---, D, =, 
und zwar gilt entweder iiberall das >-Zeichen, oder bis zu einer Stelle 
das >-Zeichen, von da ab stets das =-Zeichen. Als Umkehrung dieses 
Satzes ist bewiesen: Geniigen » Wertepaare p,, p,,---, p, den Bedingungen 
D,>90, D,>9, ---, D,_, >90, D,=9, 

so existieren stets Funktionen, die sie besitzen, und zwar unbegrenzt viele 
im Falle des >-Zeichens, ‘eine einzige im Fall des =-Zeichens. Im letz- 
teren Falle hat die Funktion die Gestalt 


n 


ou C— A, bos Al, A,-1 


z—4a@, zZ—d, 2— Gy, 


(C, a,, +++, 4,_, reell, A,,---, A,_, reell und positiv), oder kann auf 
diese Form durch eine reelle lineare Transformation von z, die stets zu- 
lassig ist, gebracht werden. 

Wenn aber mehr als eine der Bedingungen das Gleichheitszeichen ent- 
halt, also die Voraussetzungen so lauten: 


D,> 09, . D,,>9, D = Q, ex D, = 9, 


m+ 
ist die Frage, ob eine zugehérige Funktion existiert, a. a. O. offen gelassen. 
Wenn die verlangte Funktion existiert, ist sie schon durch p,, py, -- 


wegel: D, > 0, rey dD > 0, D 


m 


’ Pat 
= () 


m+1 
bestimmt, und darf in der Form. 
, A 


w= C—-— 
z—4, 





a 
) 


angeschrieben werden. Es kann sich also nur darum handeln, ob die so 
bestimmte Funktion auch die Wertepaare p,,,,,---, p, besitzt. Bedenkt 
man, daB die Determinante D, = D(»,, - ‘+, p,) sich nicht dndert, wenn 
man die Paare p,,---, p, irgendwie untereinander vertauscht, so kann der 
allgemeinste Fall, der sich zunichst bei der Untersuchung einer solchen 
Determinante darbieten kann, so formuliert werden: Unter den (u—m) 
Wertepaaren p,,,,,°-*, p, simd die ersten r (>1) Wertepaare von w; es 
ist zu priifen, wie es sich damit in bezug auf die folgenden » — m—r 
verhilt. Dazu dient die nihere Untersuchung von D.. 

2. Wir wollen eine etwas allgemeinere Determinante zu grunde legen. 
Wir nehmen an, es sei en 


Pap een 


“a 


ml Ls! 


i9* 
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fiir alle «, 8, die (m+ r) nicht tibersteigen, und p,, also das Paar z,, w, 
gehére der Funktion 


an, solange «<m-+pr ist. Dagegen verstehen wir unter p,, zuniichst 
eine ganz willkiirliche GréBe, wenn mindestens einer der Stellenzeiger 
a, 6 gréBer als m+, ist. Dies vorausgeschickt betrachten wir die Deter- 
minante 

Dz 


Y = |Pop (a, B = 1, 2,---, w), 
fir ein u>m+r. Da fir ciom+r und Biom+r 


Ww, — Ws A, - A 


m 
Pap” | —7T.. 
ci 





tr 


=> ~ = 
(2. — @,) Zs — @;) (¢, — G,,) Es —a,) 


ist, so laBt sich Df als Produkt folgender Matrizen von je (2u — m— 2r) 
Spalten und « Zeilen darstellen (wobei zur Abkiirzung +r =k ge 
setzt ist): 





u —k Spalten 

i. 2 aT oe 

A thing | 
goa" 5, — 4,’ Prir+i: 7 Pru 0, -++, 0} 
A, A | 
a_—-a? °°” aa,’ Pesgts °° "> Pew» 97 °°% 0] 
0 ae 0° > Pegingsy °°: Pesitu 1,--+, 0| 


i —k Zeilen 


0 ee 0 » Pury» **% Daas 0, rey 1 


1 1 
Z—a,’ ? &—a,,’ O, ++, O, Deginy -* "> Pus 
1 1 
%Z—a’  ” ee es ale O, Pesser °°» Pur 
- . ww garitge @ poy OT] 
ae eat ie ee ai ae te wa, le u —k Zeilen 
0 ,-+, 0 ,0,---,1, 0 ,---, O |J 
Lieciiewantal 
u —kSpalten 
Solange 
2u—m—2r<up, 
also 


w<m+2r oder n—k<k—m 


ist, haben diese Matrizen mehr Zeilen als Spalten und ihr Produkt ver- 





—_— «_ ss @& 


Yr) 


'e- 
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schwindet. In diesen Fallen verschwindet also D*, welche Werte immer 
den p,,, die oben unbestimmt gelassen worden sind, erteilt werden. Nun 
wollen wir wieder simtliche vorkommenden p,, in der Form 
w, _— bed 

Pap 24%, 
aunehmen, von den dabei neu verwendeten Paaren p,,,,---, p, aber nicht 
voraussetzen, daB sie der Funktion w angehéren. D* ist also jetzt wieder 
mm D, geworden. Man sieht: wenn von den uw Paaren p,,---, p, die 
ersten k der Funktion w angehéren, so verschwindet D,, jedenfalls, sobald 
p—k<k—m ist. Mit Riicksicht auf die SchluBbemerkung von 1. kann 
man daher sagen: Die Determinante D(p,,---, p,) verschwindet, wenn 
von den verwendeten Paaren die ersten m und mehr als die Halfte der 
folgenden der Funktion 

A A 


Se 
z—@4 z—a,, 
angehéren. 


3. Ist w= m-+ 2r, so sind die beiden Matrizen quadratisch. Aus 
der ersten der somit entstehenden Determinanten laBt sich das Produkt 


) 


herausheben, wodurch sie sich in 


m 


1 i 
t,—4,’ gia 5, — @,,’ Presa, '''s i” 
1 1 
| %— 4,’ <P - 2, — Gy’ Presa ede 
verwandelt. Die zweite Determinante gibt abgesehen vom Vorzeichen 


1 1 


| 
| 7,—a,’ ’ fa? Pixu > Par | 
} 1 . 1 

t- Te js 
| %— a,’ ? Zp — Gy,’ Pe+ize » Pus | 


Geht man wieder von der allgemeineren Determinante Dt zu D, iiber, 
indem man iiberall 


setzt, so werden p,, und p,, konjugiert imaginaér, die beiden Determi- 
nantenfaktoren werden selbst konjugiert, und die Untersuchung, wann D,, 
verschwindet, reduziert sich auf die Frage, wann die erste der obigen 
Determinanten verschwindet. 
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Bezeichnen wir fir 8B >k die Differenz 
A a 
%-0-<5- -_* *) 


mit M,, so gehért p, dann und nur dann der Funktion w an, wenn M, 
‘ ’ ‘ 
verschwindet. Tragen wir nun 


w,=C— a aie ssa - 4n_ 4 M 
i £3 — a, ig a 
iN Pag ein, 80 wird 
A, — — 
Pet G,=a)G—%) | + Qa) Lh 
fir «<k, B>k. Setzt man diese Werte in die Determinante ein, so 
vereinfacht sie sich durch Spaltenkombination und wird bis auf das Vor- 


zeichen gleich 


> 
im 


RE OS Se reer | 


ae Rw! Rode? 

Sie verschwindet dann und nur dann, wenn einer der Faktoren M, oder 
der verbliebene Determinantenfaktor verschwindet. Letzteres ist unmdg- 
lich; denn es wire gleichbedeutend mit der Existenz von k& nicht durch- 
aus verschwindenden Konstanten 4,, ---, 4,, 80 daB die rationale Funktion 


i, hen ra 
- + ese + + 1—i , 


£—4@, s— a, 


dint oo 


5m Ener 


die also nicht identisch verschwindet und deren Zahler héchstens vom 
Grad k — 1 ist, die k Nullstellen s,,---, 2, besitzt. Da also eines der M, 
notwendig gleich Null ist, gehért eines der Paare p, (8 >k) der Funk- 
tion w an. Sind somit von den auf p,, ---, p,, folgenden Paaren von 
D(p,,-**, P,) genau die Hilfte Paare von w, die andere nicht, so ist 
D(»,,+--, ~,,) sicher von Null verschieden. 


4. Es seien nun » Paare p,, p,,---, p, den Bedingungen 
D,>9, D,>9, ---, D,>90, D4, = 9, +++, D, = 9 


gemaB gegeben. Soll eine Funktion existieren, die diese Paare besitzt, so 
mu8 es die durch p,, p,,---, P,,,;, bestimmte rationale Funktion vom an- 
gegebenen Bau sein. Nach den Ermittlungen von 3. besitzt diese Funk- 


tion wegen D anil 
m2 


auch das Paar p,,,,. Hierauf wird nach 2. von selbst D,,., = 0, wie 
immer ),,,,; gewahlt sein mag. Aus D,,,—0 aber folgt, daB die Funk- 
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tion auch: eines der Paare p,,,, oder p,,,, besitzen muB. Diese SchluB- 
weise fiihrt zu folgendem Resultat. Die durch die Paare p,, P.,-+-; Pmos 
bestimmte Funktion besitet von den weiteren Paaren jedenfalls so viele und 
in solcher Anordnung, daB .unter jeden « geschlossen auf »,, folgenden 
mehr als die Hiilfle ihr angehdrt. Das Verhalten zu den iibrigen Paaren 
wird durch die Bedingungen ganz unentschieden gelassen. Die Bedingungen 
sind also zum Beispiel befriedigt, wenn die Funktion die Paare p,, - -- 
und auBerdem p,,.4, Pao» °°: besitzt, u. dgl. m. 

Das minder bestimmte Verhalten in dem hier von uns betrachteten 
Fall gegentiber dem Fall der Bedingungen mit lauter >-Zeichen ist natiir- 
lich bedingt durch die Numerierung der vorgegebenen Wertepaare. Das 
Resultat tibertrigt sich ohne weiteres auch auf den Fall einer unendlichen 
Folge vorgegebener Paare p,, p,,---, welche den Bedingungen 


D,>09, --+, D, >9, Day, =9, Daye =O usw. 


geniigen, und lautet wértlich wie oben.*) 


? P42 


*) Im Sinne dieses Ergebnisses ist die Bemerkung a. a. 0. (Ann. 77) S. 21, vor- 
letzter Absatz zu priizisieren. 
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Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten. 
Von 


Rosert Jentzscu in Charlottenburg. 


Pélya und Hurwitz haben unlangst einen von Fatou vermutungsweise 
ausgesprochenen Satz bewiesen, wonach aus jeder Potenzreihe mit end- 
lichem Konvergenzradius durch Anderung der Vorzeichen der Koeffizienten 
iiber den Konvergenzkreis nicht fortsetzbare Reihen erhalten werden kénnen 
(Acta Math. Bd. 40, S. 179—183, 1916, vgl. Landau, neuere Ergebnisse, 
Berlin 1916, 8. 74—75). Hieran laBt sich die Frage ankniipfen, welche 
Singularitaten die durch Vorzeicheninderung der Koeffizienten aus einer 
gegebenen Reihe hervorgehenden Funktionen tiberhaupt haben kénnen, 
wenn man die Singularititen der durch die gegebene Reihe dargestellten 
Funktion kennt. Bringt man dies in Zusammenhang mit dem Hadamard- 
schen Satz tiber die Multiplikation der Singularitaten (Acta Math. Bd. 22, 
1898), so wird man auf die Untersuchung solcher Reihen gefiihrt, deren 
Koeffizienten saimtlich + 1 sind. 

Einen kleinen Beitrag zu diesen Fragen enthalt das Folgende. Es 
werden hier Reihen betrachtet, von deren Koeffizienten nur endlich viele 
verschieden sind (zu welchen die eben erwahnten Reihen als spezieller 
Fall gehéren), sodann mit derselben Methode ein spezieller Fall des eben 
genannten Problems erértet. Die Untersuchung ergibt Resultate, die den 
von Pélya vor kurzem fiir Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten 
dargelegten entsprechen (Math. Ann. Bd. 77, S. 497—514, 1916). 

Herr G. Pélya, dem ich den Entwurf dieser Arbeit brieflich mitge- 
teilt hatte, fand mit einer anderen Methode z. T. weitergehende Sitze, die 
er gleichfalls hier zu veréffentlichen gedenkt. Die von mir benutzte Me- 
thode scheint mir gleichwohl nicht ohne Interesse zu sein, namentlich er- 
laube ich mir auf die einfachen Sitze des § 3 tiber gewisse Zahlensysteme 
hinzuweisen, die in § 5 noch eine Erginzung erfahren und auf welche ich 
noch in anderem Zusammenhang zuriickzukommen hoffe. 

Herrn Pélya bin ich ftir mehrere kritische Bemerkungen verpflichtet. 
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§ 1. 
Pole. 


Satz |. Hat eine Funktion f(x) = > a,” in ihrer Potenzentwicklung 
0 


nur endlich viele verschiedene Koeffizienten und auf dem Konvergenzkreise 
nur Pole, so ist f(a) eine rationale Funktion mit einfachen Polen, die bei 
Einheitswurszeln liegen. 

Beweis. Der Konvergenzradius ist natiirlich der Einheitskreis. Es 
gibt nach Voraussetzung ein Polynom: 


P(z) =14+b,2+b0, 2° +---+5b,2"*, 
so daB = a,x”- P(x) = - c,2” fir |z| << R (R>1) regulir ist. Nun ist: 
0 0 


(1) Coy = Oy + Gy _ 1d, +--+ + Oy _ 2d, (m>k); 
fiir geniigend groBes m und passend gewiahlies < > 0 ist ferner: 


(2) len! < 


az + rr (m > m(e)). 
Nun kommen unter den Systemen (a, a,,_,,°**, @,-,) von k+1 
Gliedern nur endlich viele verschiedene vor, von denen wieder nur end- 


* lich viele verschiedene unendlich oft; fiir jedes von den letzteren besteht 


mithin wegen (1) und (2) die Gleichung: 
(3) a, + G, 10; +--+ +4,,_,b, = 0. 

Durch diese Gleichung (3) wird a, aus @,_,,---, a,,_, eindeutig 
bestimmt, nimmt man also den Index m so groB, dab spiter nur noch 
unendlich oft wiederkehrende Systeme (a,,, a,,_,,-°*, %,—,) auftreten, so 
folgen sich diese standig in gleicher Reihenfolge; die Reihe fiir f(x) hat 
mithin die Gestalt: 

f(z) = Polynom + 2*[(a)+4,2+-:-+4,2%) + 2¢**(a)+4,2+---+4@,2%)+---], 
woraus die Behauptung des Satzes folgt. 


§ 2. 
Wesentlich singulire Stellen. 


Satz ll. Hat die durch eine Reihe > 42" mit nur endlich vielen ver- 
0 


schiedenen Koeffizienien dargestellie Funktion f(x) eine einzige singulare 
Stelle » und ist in der ganzen Ebene eindeutig, so ist y eine Einheitswurzel 
und f(x) hat bei » einen einfachen Pol. 
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Beweis. Nach einem bekannten, zuerst von Wigert*) vollstindig 
bewiesenen Satze laBt sich unter der angegebenen Voraussetzung schreiben: 
(4) é.= g(v) ‘q~", 
wo g(z) eine ganze Funktion ist, die hichstens dem Minimaltypus der 


Ordnung 1 angehért (vgl A. Pringsheim, Eulersche Reihentransformation, 
Miinchen, 8. B. 1912, 8. 40—45). Es ist mithin: 


|a,!? = 9(v) - 9(v) = A(y), 
wo h(x) eine Funktion derselben Art wie g(x) ist. Unter den Werten |a,|* 
kommen gleichfalls nur endlich viele verschiedene vor. Liegen aber N(r) Wur- 


zeln einer Gleichung G(x)= A im Kreise |z| <r und ist lim Nv) +0, 80 | 


r=oe r 


kann G(x), wenn G(z) nicht die Konstante A ist, nicht einer Bedingung 


|G(xz)| << e*!*! fiir beliebig kleines positives ¢, |z| = R> R(e) geniigen; | 


G(z) kann also nicht vom Minimaltypus der Ordnung 1 sein. Mithin ist 
h(x) eine (positive) Konstante, alle a, sind von gleichem absoluten Be- 
trage und g(x) ist gleichfalls eine Konstante. Es sei etwa: 
g(z) = A-ef?, qmei?. 

Da aber a, nur endlich viele verschiedene Werte hat, gibt es zwei 

méglichst wenig voneinander verschiedene Indizes y, und »,, so dab: 
r+ ei? : e-in® as A; e? : e~tn®? 

wird. Daraus folgt, daB 1 eine Einheitswurzel ist und f(x) die Form hat: 


f(z) — A+ et? 
_ 


=. . W. 2 b. w. 
7 


Satz Ila. Hat die durch cine Reihe > 42 mit nur endlich vielen 


0 
verschiedenen Koeffizienten dargestellte Funktion f(x) eine einzige singuldre 
Stelle » auf dem Einheitskreise und ist sic in irgend einem griferen Kreise 
eindeutig und sonst reguliér, so ist y eine Einheitswurzel und f(x) hat bei 4 
einen einfachen Pol als einzige Singularitat in der ganzen Ebene. 

Beweis. Man kann hier entsprechend dem Satz von Wigert schreiben: 


a, = g(v)- 47” +b,, 
lim "Y[b,| —— <1 


*) Ofversigt af K. Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar, Stockholm 1900. Diese 


Arbeit ist mir nicht zuginglich gewesen; der Satz wird ausfibrlich bei Pringsheim 
behandelt. 
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ist. Man hat sodann: 
|a, * \g(v)|? + ¢, _ h(v) + Cy» 


wo auch: 
lim "V|c¢,| => <1 
‘=e Ce 


ist. Die Reihe mit den Koeffizienten |a,|* definiert eine Funktion mit 
gleichen Kigenschaften wie die urspriingliche (mit y=1). Es gibt nun 
eine algebraische Gleichung: 


(5) P(2) —(@—4,)(@—4)---(2@—2,,) = 2" + A,a"-* +--+ 4A, = 0, 
der alle Koeffizienten |a,|* geniigen. Setzt man hier fiir |a,'* seinen Aus- 
druck ein, so ergeben sich die Gleichungen: 


P(g) + 2, = 9, 
wo wiederum lim ’/|Q,| = ~<1 ist, wahrend P(g(z)) eine ganze 
3 


Funktion héchstens vom Minimaltypus der Ordnung 1 ist. Daher (oder 
auch nach dem Hadamardschen Kompositionssatz) definiert die Reihe 


> P(g)” eine eindeutige Funktion mit der einzigen singuliiren 
vy=0 hed 


Stelle 1; > 92” eine fiir |z|< 9, (0,>1) eindeutige singulire Funk- 
0 


tion. Die Summe beider Reihen ist aber 0; daher kann 1 keine singulire 
Stelle: fiir die erste Reihe sein; es ist mithin: 

P(g(v)) = 0, 
zumindest von einem gewissen vy ab. Aber der Gleichung P(x)=—0 ge- 
niigen nur héchstens m Zahlen, mithin ist g(x) eine dieser Zahlen (vgl. 
den Beweis von II.), d. h. 

g(x) = const. = C. 

Man hat also: 

\a,|* =C+¢,, 

¢, —_ \a,|? se; C, 


da aber lim "/|c,| <1 ist, wahrend der Ausdruck rechts nur endlich viele 


v=@ 


Werte besitzt, hat man (von einem gewissen Index ab): 
c,=0, |a,/*=—C, g(x) = const. 
Es sei etwa: 
g(z) = A-e%, 
a,= 7": A-e +5,. 
Wegen lim b, = 0 folgt daraus: 


lim (a, — A- ef? y-") = 0. 
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Wenn aber 7 keine Einheitswurzel ist, kommt ” fir v >», noch jedem 
Wert vom absoluten Betrage 1 beliebig nahe, wihrend es doch, da a, 
nur endlich vieler Werte fahig ist, in der Nahe von endlich vielen Werten 
bleibt. Mithin ist 7 eine Einheitswurzel. Endlich mu8 dann auch von 
einem gewissen Index ab 6,=0 sein, da ja a,—y-'-A-e'? —b, nur 
endlich vieler Werte fahig ist, wenn y eine Einheitswurzel ist, lim b, 
aber 0 ist. W. z. b. w. o 

Bemerkung. Den Beweis dafiir, dab 4 eine Einheitswurzel sei, kann 
man auch ohne Benutzung des Approximationssatzes fiihren. Sei nim- 
lich & die kleinste Indexdifferenz, welche fiir unendlich viele Indizes er- 
gibt a, —a,,,-+ 0, so sei von den so erhaltenen Indizes eine solche un- 
endliche Folge gewihlt (v,, v,, v,,---), daB: 


5. a, =@ 
a a 
2. a=@,=4, =-:- (a +0) 


ist. Man hat dann nur zu beachten, daB A+0 ist (denn sonst wiire 7 
keine singulire Stelle) und daB aus 


o-sae 
folgt: 
yf = 1. 

Um allgemeinere Fille zu behandeln, bemerken wir, wie schon oben, 
daB es eine algebraische Gleichung gibt, der alle Koeffizienten der ge- 
gebenen Reihe > 4,2" geniigen. Stellt nun die Reihe eine Funktion dar, 

0 
die auf dem Einheitskreise nur isolierte singulire Stellen €, hat und in 


einem gréBeren Kreise eindeutig bleibt, so folgt aus dem fiir diesen Fall 
genau durchfiihrbaren Satz von Hadamard*), daB die Reihe > Pla,)z’ 
0 


wo P(y) ein Polynom i” Grades sei, auf dem Kinheitskreise nur solche 
Punkte 7 zu singulaéren Punkten hat, die sich als Produkt von héchstens 
k gleichen oder verschiedenen £, ergeben und daB alle solehe Punkte wirk- 
lich singulire Stellen sind, sofern nicht dasselbe Produkt mindestens 
zweimal auftritt, daB ferner die Funktion in einem gréBeren Kreise als 
dem Einheitskreise eindeutig bleibt. Daraus erhalten wir hier folgenden 
Hilfssatz: 


*) Man kann sich auch auf den Satz von Wigert berufen (Bemerkung von 
Herrn G. Pélya). 
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Hilfssatz 1. Hat eine Reihe f(x) -> a,x” mit nur endlich vielen 


) 

verschiedenen Koeffizienten nur isolierle singuldre Stellen §, auf dem Ein- 
heitskreise, wihrend f(x) in einem griferen Kreise eindeutig bleibt, so gibt 
es ganze positive Zahlen k,, k,, ---, k,, 80 daB in dem aus allen Produkten 
von je k,, ky, ---, k,, gleichen oder verschiedenen §, bestehenden Systeme jedes 
Produkt mindestens zweimal auftritt. 

Daraus werden wir in § 3 auf rein arithmetischem Wege folgern, dab 
die &, Einheitswurzeln sind. 

Die Zahlen k, sind hierbei die Exponenten der Potenzen von z, die 
in der Gleichung P(x) = 0, der. alle a, gentigen, wirklich auftreten. 


g 3. 
Uber gewisse Systeme von Zahlen. 


Wir fiigen in etwas allgemeinerer Form, als fiir den vorliegenden 
Zweck erforderlich ist, einige Hilfssitze tiber die hier auftretenden Zahlen- 
systeme ein. 

Hilfssatz 2. Aann in einem System von reellen Zahlen: 


a, <a, <a, <::: 


jede Summe a,+ a, auf mindestens zwei Arten dargestellt werden oder ist 
in dem System selbst enthalten, so besteht das System aus allen positiven Viel- 
fachen von a, wnd a, ist positiv oder a, = 0 und a, = (v—1)a,. 

Beweis. Wiire a, negativ, so wire 2a,<a,+a, (i=—1,2,---, 
k=1,2,---, ¢oder k>1), und es ist auch 2a, <a, (¢=1,2,---). Mit- 
hin ist a, >0. Ist a,+0, so muB, wie man sofort sieht, a, = 2a, 
sein usw. Entsprechend schlieBt man, wenn a, = 0 ist, indem man von 
a, ausgeht. 

Hilfssatz 3. Es bestehe ein System aus endlich vielen, positiven wnd 
negativen Potenzen einer Zahl x (x+0). Wenn dann bei Bildung sémt- 
licher Produkte aus je k,, k,,---,k,, GriBen des Systems (mit Wiederholung) 
jedes Resultat entweder eine Einheitswurzel ist oder mindestens sweimal er- 
halten wird, so ist x eine Einheitswurzel oder das System besteht aus einem 
einzigen Gliede 2°, wo dann x natiirlich willkiirlich bleibt. 

Beweis. Der Ausnahmefall liege nicht vor. Das System sei derart 
poet: [415 #5, °° +, 4) = (4%, 2%, ---, an), 
daB a,<a,<---<a, ist. Ferner sei k, <<k,<---<k,,. Ich bilde 
x*n'*m, Tas ist entweder eine Kinheitswurzel, dann ist der Satz bewiesen, 
oder es ist gleich 
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gags... gin, wo A, tag t-:>+4,—k, (v—1 oder 2--- oder m) 
ist. Dies ist aber gleich 24: +%2*2+°": tenn, 
Es ist aber: 


@, A, +. dy ++--+ 4,4, Sa,-k, oa, -k 
und hier kann Gleichheit nur eintreten, wenn: 


=0, i:=mk 


n m 


m 


ae ee | 


a—1 
wiire, was ausgeschlossen ist. Daher ist 
= Oka, a (@,4, a ty A, + sai, «,,4,) >9 

und a@=—1, w.z b. w. — : 
Hilfssatz 4. Es sei ein beliebiges System [2,,2,,---,2,| vorgelegt. 


Unter der gleichen Vorausseteung wie vorhin sind dann alle z, Einheits- 
wurzeln. 

Beweis (durch vollstandige Induktion). Der Satz sei bewiesen, wenn 
alle g, sich als Produkte von positiven und negativen Potenzen von 
(m—1) Zahlen darstellen lassen. Sei jetzt: 


4; = a" x" cee am 


4, = ay" zg": ee ramm 


ein System mit m ,,Grundzahlen“*) z,, z,, ---, %,, 80 denken wir uns das- 
selbe lexikographisch geordnet, derart, daB 2, vor z, steht, wenn a, ,,<«, , 
ist, Oder Zwar og = Oj m5 % m1 = %im—19 °° *s Emo = %i,m—er aber 


Cam—gat < Sia—e—' ist. Nun betrachte ich wieder z*m. ‘Das ist entweder 
eine Einheitswurzel, dann gibt es eine Gleichung: 


a @n,1 ¢. ee “nym vg =a 
4=2, x =1, 


woraus folgt: . 


ao o 


sive gmt ad 


a” a halal = a *™1 
m m 1 m= 


und das System [e, 27, ---, 2%], welches sich derselben Eigenschaften er- 
freut, wie das urspriingliche, ist ein System mit (m— 1) Grundzablen, so 
daB auch 4,, 2,,---, 4, Einheitswurzeln sein miiBten; oder es gibt eine 


Gleichung: gtm == gagh... gin 
” 1 “3 n? 


die auch eine der Grundzahlen fiir ein aus gewissen Potenzen der 2, be- 
stehendes System fortzuschaffen gestattet, wobei wieder (wie bei Hilfs- 
satz 3) auf die lexikographische Anordnung Bezug zu nehmen ist. 

Fir m= 1 ist aber der Satz bewiesen, fiir ein beliebiges System 
[#,, 23,°**, 4] ist aber m héchstens », womit der Beweis fertig ist. 





*) Vgl. auch § 5. 





t. 
S- 





Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten. 283 


§ 4. 
Hauptsatz. 


Satz Ill. Hat eine Reihe > 4,2" nur endlich viel verschiedene Koeffi- 


sienten, die durch sie dargestellte Funktion {(x) auf dem Einheitskreise nur 
endlich viele singulére Punkte und ist f(x) in einem gréferen Kreise ein- 
deutig, so ist f(x) eine rationale Funktion mit lauter einfachen Polen, die 
bei Einheitswurzeln liegen. 

Beweis. Nach § 2 und 3 kann f(x) auf dem Kreise |z| = 1 nur bei 
Einheitswurzeln singulire Stellen haben. Es sei m eine ganze positive Zahl, 
so daB fiir alle singuliiren Stellen &, & — 1 ist; 7 eine primitive m Ein- 
heitswurzel. Dann hat jede der m Funktionen: 


—k 
I.(2) = Iu(™) =“ (f(@) + f(x) + F(x) + ++ + Fg 12) } 
(k=0, 1, 2,---, m—1) 
nur endlich viele verschiedene Koeffizienten und auf dem Einheitskreise 
nur die singulire Stelle 1, wahrend sie in einem gréBeren Kreise eindeutig 
sind. Nach Satz Ila hat daher jede von ihnen die Gestalt 


. z) 
9,(2) = P,(2) + Sale) 


wo die P, und Q, Polynome sind. Da aber 
f(@) = go(u™) + 2g,(a™) + +> + 2"~ "Gy _ (2") 
ist, folgt fiir f(x) die Gestalt Polynom + ae w. z. b. w. 

Als Anwendung seien etwa Reihen erwihnt, deren simtliche Koeffi- 
zienten v® Wurzeln der Einheit sind, deren Komposition, weil sich die 
Gleichung fiir alle Koeffizienten dann auf —’= 1 reduziert, besonders leicht 
zu verfolgen ist. 








§ 5. 

Vorzeicheninderung der Koeffizienten von Potenzreihen. 

Satz IV. Geht die Reihe Sb,x” aus der Reihe Sa,2” durch Vor- 
zeichendinderung von Koeffizienten hervor und haben die durch beide Reihen 
dargesteliten Funktionen auf dem Konvergenzkreise nur isolierte Singulari- 
téten, wihrend sie in cinem groferen Kreise eindeutig bleiben, so ist jede 
der singuldren Stellen auf dem Konvergenskreise der einen Funktion gleich 
einer singuldéren Stelle auf dem Konvergenzkreise der anderen Funktion, mul- 
tipliziert mit einer Einheitswurczel. 

Beweis. Bezeichnet man die genannten singularen Stellen mithin durch: 


Dy Uy, *',y L, bzw. Yi> Yor **> Yur 
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so gibt es fir jedes x, mindestens ein y,, so dab = eine Einheitswurzel 


a 
ist, und zu jedem y, ein z, mit denselben Eigenschaften. — 

Wird irgend ein endliches Zahlensystem (z,, 2,, ---, 2,) vorgelegt, so 
gibt es eine Zah) k, (< ») von der Beschaffenheit, da jedes z, als Pro- 
dukt von endlich vielen ganzen positiven und negativen Potenzen von 
k, Grundzahlen dargestellt werden kann, nicht aber nur mit k, —1 Grund- 
zahlen. Stellt man jetzt die Anzahl der Grundzahlen fest, die fiir jedes 
der Systeme (27, 23',---, 2) (m ganze positive Zahl) nétig ist: k,,, so ist 
k,, <k,. Fir ein bestimmtes m wird zuerst das kleinste k,, erreicht, es 
heiBe k; dann ist deutlich, daB jedes z, als Produkt einer Einheitswurzel 
und endlich vieler positiver oder negativer Potenzen von k GréBen dar- 
gestellt werden kann. Zugleich zeigt sich k > k,—1. Man kann die hier 
bestimmte Anzahl & auch als die kleinste Anzahl von Grundzahlen defi- 
nieren, wenn Einheitswurzeln vernachlissigt werden. *) 

Es werde nun fiir das System (x,, 72, ---, 2,3 1) ¥y)°**, Y,,) eime Basis 
bestimmt, wobei wieder Einheitswurzeln vernachlissigt werden sollen, &,, 
E.,°**, &, 80 daB jedes der Systeme (z,, 2,,---,2%,), (Wy, Ye,°-*>¥y,) im 
der Form: a 

| (Eri --- Beh), veg (fer « grea) | 
dargestellt werden kann, wobei jede der Klammern ein endliches Zahlen- 
system bedeutet, das aus Produkten von Einheitswurzeln und der be- 


treffenden GriBe §'*' ..- &'"* besteht. 


Sei fiir die hierbei auftretenden Einheitswurzeln N der kleinste Ex- 
ponent, zu dem sie alle gehéren, so haben die Reihen: 


~ oo oo 
> @,.n~2” und > b,.w2"; > @yny+12” und > by y4i12" usw. 
0 0 0 


0 
nur solche singuliren Stellen auf dem Konvergenzkreise, welche in dem 
System: 
N N -~N - N] 
I [ eg vos BURN... gterY... ghee | 
bzw. 
e -N N N N) 
Il [ee +» ae pres, Bet +» Bet | 


enthalten sind, waihrend im tibrigen fiir die Reihenpaare die Voraussetzungen 


des Satzes gelten. Da nun a? =}? ist, mu8 fiir die Teilsysteme von | | 


und II: I’ und Il” baw. I, I, die sich auf die N Reihenpaare be- 
ziehen, folgendes gelten: Multipliziert man jede GréBe von I mit irgend 
einer anderen GréBe von I und entsprechend fir II), so tritt jedes Re- 


*) Auf derartige Darstellungen und ihre Anwendung hoffe ich noch zuriickzu- 
kommen. 
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sultat mindestens zweimal auf. Man denke sich jetzt sowohl I“) wie II 
lexikographisch geordnet und benutze den Umstand, daB die £, eine Basis 
von méglichst kleiner Anzah] unter Vernachlissigung der Einheitewurzeln 
bilden: dann tiberzeugt man sich leicht, daB die Systeme I@ und II“ 
identisch sein miissen. Da aber sowohl jede zur Darstellung von I und II 
benutzte GroBe £"---£"* in mindestens einem der Teilsysteme I“ bzw. II 
auftritt und auBerdem jede der singuléren Stellen der beiden Funktionen 
auf dem Konvergenzkreise eine soleche GréSe multipliziert mit einer Ein- 
hei l ist, ergibt sich die angekiindigte Behauptung. 

an kann jetzt noch weitere Schliisse ziehen. Sind die Systeme I‘ 
und II nicht (beide) leer, so ist etwa: 


Ssese He), +: +90) OL + 
arta ho (v) - : ®, + aeom + A@(v) ‘ te 7 
in durchsichtiger Bezeichnung. Daher ist — Ose ™ teat 
g°° =n, also gf — +h, 
9 Ima WD Wy also gh, 


usw., wobei durchgingig das gleiche Zeichen gilt. Es ist mithin: 
a =—+5b Fo + 


nv+a — asr+a 


und allgemein, wenn z, ein bestimmtes, durch den Index « festgelegtes 
Vorzeichen bedeutet: 
Gavia = 7, * Rican — | a + 8°), 
wenn I@ und [I@ nicht leer sind. Sind aber I und II leer, so kann 
fiber die Vorzeicheninderung nichts ausgemacht werden; es ist aber dann: 
a,, +a ™ e(?), 
= §@) = + 2°), 


b 


arv+a 


Daher haben die Reihen: 


yo ->. 2" +o, 2 + + Bnet 


v=0 


y- i ®anp a "** 


@a=1 v=0 
die gleichen Singularitéten auf dem Konvergenzkreise, d. h. unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen laBt sich eine periodische Vorzeichenanderung 
finden, welche dieselben Singularititen auf dem Konvergenzkreise ergibt 
als die vorgelegte. 


und 


Mathematische Annalen. LXXVIIL 20 
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Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen 
Koeffizienten. 


Von 


Grore Pétya in Ziirich. 


1. Ich will in den nachfolgenden Zeilen die funktionentheoretischen 
Resultate der vorangehenden gleichbetitelten Arbeit von Herrn Jentzsch 
auf eine neue Weise begriinden.*) Diese Resultate lassen sich in folgen- 
dem Satze zusammenfassen: 

Ich setze voraus, daB es unter den unendlich vielen Gliedern der Folge 


(1) 3 See eee 


n 
nur endlich viele voneinander verschiedene gibt. 
Ich setze ferner voraus, daf die beiden Potenzreihen 


(2) Gy + 4,2 + a2*+---+a,274+--- 
@) Ayby + a,b, 8 + dydye* + +--+ abe" + >> 
im Einheitskreise |z| << 1 konvergieren und am Kreisrande \2|= 1 nur eine 


endliche Anzahl singuldre Stellen haben, die alle isoliert liegen und in deren 
Umgebung das dargestellte Funktionselement eindeutig bleibt. 
Dann miissen die singuliren Stellen von (3) am Kreisrande 2, = 1 
aus denen von (2) durch Multiplikation mit Einheitswurzeln hervorgehen. 
Zusatz. Wird den beiden schon gemachten Voraussetzungen noch die 
weitere Voraussetzung 
(4) lim Va, =1 
hinzugefiigt, so kann man noch behaupten, daB die Folge (1) von einem ge- 
wissen Gliede an periodisch wird. 


*) Mir hat Herr Jentzsch seine Resultate freundlicherweise brieflich mitgeteilt. 
Leider konnte ich wegen Verkebrsschwierigkeiten weder die Einzelheiten aller Be- 
weise noch die endgiiltige Fassung seiner Arbeit einsehen. Dies soll die etwa un- 
volistindige Art des Zitierens entschuldigen 
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Wenn die Folge (1) von einem gewissen Gliede an periodisch ist, so 

stellt die Potenzreihe 
bo + b2+ be? +---+b 24+. 

offenbar eine rationale Funktion mit nur einfachen Polen dar, die alle in 
Kinheitswurzeln liegen.*) Der ausgesprochene Satz ist also eine gewisse 
Umkehrung des bekannten Hadamardschen Kompositionssatzes.**) Spe- 
zialisiert man die Voraussetzung dahin, daB man fiir die b, nur die beiden 
Werte + 1 und —1 zulaBt, so erhilt man einen Beitrag zu der Frage, 
die durch Herrn Fatou von einer andern Seite her angeschnitten wurde: 
wie andern sich bei Vorzeichenveranderungen der Koeffizienten einer Po- 
tenzreihe die Singularitéten der dargestellten Funktion?***) Spezialisiert 
man andererseits die ), zu beliebigen rationalen Zahlen und setzt man 


a =—4,—a,=—---—-a=-::-=1, 


so fallt man auf einen Spezialfall eines friiher von mir bewiesenen Satzes 
zuriick. +) 

Fiir Einzelheiten iiber diese Folgerungen verweise ich auf die voran- 
gehende Arbeit von Herrn Jentzsch. Ich wende mich zum Beweise, der 
sich hauptsichlich auf einen wichtigen Satz des Herrn Wigert}+) und 
auf die simultane Approximation beliebiger Zahlen durch rationale stiitzt. 

2. Die singuliren Punkte der Reihen 


oe ~ 
) 4 bs ” 
(2) s a2", (3) a,,b,2 
—_—_— 
0 i) 


*) Es gilt auch die Umkehrung: Wenn eine Potenzreihe mit endlich vielen ver- 
schiedenen Koeffizienten eine rationale Funktion darstellt, so mu8 die Koeffizienten- 
folge von einem gewissen Gliede an periodisch werden. Dies ist auch im ausge- 
sprochenen Satze enthalten, aber schon bekannt. Vgl. Landau, Lisung der Aufgabe 
1952 (von Laguerre), Nouvelles Annalee Bd. 3, 4 Folge (1903), S. 383—336, wo die 
Koeffizienten zwar alle = +1 oder 0 oder — 1 vorausgesetzt werden, aber der Be- 
weis allgemein gilt. 

**) Hadamard, Théoréme sur les séries. Acta Math. Bd. 22 (1898), S. 55—64. 

***) Fatou, Séries trigonometriques et séries de Taylor, Acta Math. Bd. 30 (1906) 
Vgl. S. 400. Hurwitz und Pélya. Zwei Beweise eines von Herrn Fatou vermuteten 
Satzes, Acta Math. Bd. 40 (1916), S. 179—183. 
+) Pélya, Uber Potenzreihen mit ganzzabligen Koeffizienten, Math. Ann. 77 
(1916), S. 497—513. 

++) Wigert, Sur les fonctions entiéres, Ofversigt af K. Vetenskaps-Akademiens 
Fiérhandlingar (1900) S. 1001—1011. Fiir die Art des Gebrauches vgl. S. 500 meiner 
vorgenannten Arbeit. Der fragliche Satz wurde iibrigens durch Herrn Faber, in seiner 
Arbeit Uber die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher Reihen, Math. Ann. 57 (1908), 
unabhingig wiedergefunden. 


20* 
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am Einheitskreise sollen bzw. mit 


= cai sil _é 3 il 
e~*%, ef, ..., se, e i, oe '% .. +, € t, 


bezeichnet werden. Dann gibt es kraft des Wigertschen Satzes s + ¢ ganze 
Funktionen 


9:(2), 92(@), --*, 9(%),  —Ay(%), Wy), ---, A(x) 
von erster Ordnung und vom Minimaltypus (d. h. von der EKigenschatt, 
daB bei vorgegebenem « > 0 fiir |z| > r — r(e) 
(5) 9,(2)\ <el*i, |h(a)i cel? 
wird) so beschaffen, dab 


t 
G(2) -»>'9, (x) %*, H(z) = Shae 


wal vy=1 


und 
«,=G(n)—a,, 6, — H(m)—a,b, 
gesetzt, 
(6) lim Vje,{<1, limVip.)<1 
wird. ; : 
Es seien w,, w,,---, w, alle voneinander verschiedenen Werte, deren 


die Glieder der Folge (1) fahig sind. Ich bilde die ganze Funktion von z 
K (a2) = (w, G(x) — H(x))(w, G(x) — H(a)) - - - (w,G (a) — H(x)) 
und ich betrachte die Potenzreihe 


(7) > K(n)s”. 


Man kann iiber das Verhalten der Reihe (7) am Kreisrande jz, = 1 
auf zwei verschiedene Weisen AufschluB erhalten. Einerseits erhilt man 
durch Ausmultiplizieren der | Faktoren, daB K(x) die Form 


K (a) = &*(k,, (a) + ky,(xe***™* +:+-)+ 

+ * (Thy, (©) + heyy (wpe?™m* +--+) + 
hat, wo k,,(x), ky(@), -- +, Ky, (©), Ayg(@), --- (diese Funktionen sind ins- 
gesamt in der Anzahl (s+¢/ vorhanden) Produkte von gewissen / der 
s+t Funktionen g,(z), 9,(x), ---, h,{(z) mit gewissen Konstanten be- 
deuten und folglich selber ganze Funktionen von der Ordnung 1 und 
vom Minimaltypus sind. Die Zahlen n,,, ---, %,,--- sind ganze und die 
Zahlen @,, @,,--- reelle Zahlen, letztere so beschaffen, dab o,—, nicht 
ein ganzzahliges Vielfache von 2% sein kann, wenn j 2k. Fiir ganzzahlige 
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Werte von x nimmt also die Funktion K(x) die nimlichen Werte an, wie 
die Funktion 


K* (x) = A%* (By (&) + yg) + ++) + A *(Kiy, (@) + aga) ++) ++ 
Daher ist, nach dem Satze von Herrn Wigert, die Funktion 


(7) SD Kwer - SEW 


in der ganzen Ebene eindeutig und, ausgenommen eventuell die Punkte in 
endlicher Anzahl s = e~*™:, e~*%, ---, auch regulir. Im Punkte z = oo ist 
sie auch regular und = 0. 

Andererseits ist aber, wenn 


b, = w, 
w,G(n) — H(n) = w,«, — B,. 
Die Ungleichung (5) herangezogen erhilt man also fiir geniigend groBes n 
K(n)| <9" wa, — Bl, 


lim 7| K(n), <1 
folgt. Folglich hat (7) am Kreisrande z|=1 keinen singuliren Punkt. 
Folglich hat (7) tiberhaupt keinen singuléren Punkt, sie ist eine Kon- 
stante, und zwar die Konstante 0, und man hat 
K(0) — K(1) = K(2) =--- = K(n) =---=0. 
Die Funktion K(z) wird aber im allgemeinen nicht identisch ver- 
schwinden. 
3. Ich ziehe heran den folgenden, in einer verwandten Frage von 
wir schon benutzten 
Hilfssatz. Wenn 0<b<e und wenn eine ganze Funktion F(x) so 
beschaffen ist, daB fiir geniigend groes |x| 
F(z)| < b'*', 
so folgt aus den unendlich vielen Gleichungen 
F(0) = F(1) = FQ) =--- = F(n)=---=0, 
daB F(x) identisch verschwindct. 
Dieser Hilfssatz laBt sich leicht aus der bekannten Jensenschen Un- 
gleichung folgern.*) — 


*) Vgl. Polya, Uber ganzwertige ganze Funktionen, Rend. del Circ. Matem. di 
Palermo, Bd. 40 (1915), S. 6. Ein weitergehendes Resultat befindet sich bei Wigert, 
Sur un théoréme concernant les fonctions entitres, Arkiv for Matematik, Astronomi 
och Fysik, Bd. 11 (1916), Nr. 21. 


ausf allt, 


woraus nach (6) 
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. 6 ¢ t. t 
Indem man die Zahlen .',---,—*: —*,..., —! 
2x’ 72a’ 2x’ '2Qa 


Zahlen mit gleichem Nenner approximiert, kann man 1 +s+¢ ganze 
Zahlen 4, P,, Py, * ~~» Ps» Gi» Ger °° *> G, 80 bestimmen, daB die s+ ¢ Un- 
gleichungen 

8 6,, Fe + | t, = 1 
( ) Issn Pu} S sx)? Lr | <3 


al 


durch rationale 


(u = 1,2,---,8; vy = 1,2,---, 2) 


zugleich bestehen (/ ist die Anzahl der verschiedenen Werte, deren die 
Folge b,, b,, b,, --- fahig ist). 
Ich fiihre ein die 2g ganzen Funktionen 


G(x) —_ > G(Qx + reer tA dttirey | 
ual 


t 
H,(x) = > h(gz + rye at, —2aa,)z+ir tr, 


v=1 


(r = 0, 1, 2,---,q—1). 


Aus (5) und (8) folgt, daB man eine Zahl a so bestimmen kann, daB 


1 


0O<a<e' 
und da® fir hinreichend groBes x 
G,(z)|<a'*|, |H(2)\<a" 
wird. Ferner ist, wenn eine ganze Zahl bedeutet, 
G,(m)= Gqn+r), H,(n) = H(qn+r). 

Setze ich also 

K, (x) = (w, G,(a) — H,(x))(w, G, (a) — H,(a)) - - - (w,G,i2) — H,(x)), 
so wird fiir ganzzahliges n 

K,(n) = K(qn+r) =0; 

und da fiir jedes 6, das den Ungleichungen 


a<b<e 
geniigt, bei hinreichend groBem |x 
K,(2)| <b * 


wird, mu8 K,(x) identisch verschwinden, kraft des Hilfssatzes. Daher 
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mu auch ein Faktor von K,(z) identisch verschwinden, und fir ein ge- 
wisses w, wird identisch 
w, G,(z) — H(z) = 0. 
Fir ein ganzzahliges » ergibt dies 
w, G(qn+r)— Hqn+r)—0, 
(9) Wy (Grnert nar) — Syntr Oongr — Benge = 9; 
Bons (Wy —b.0) ‘iis Prose —- Ww; Contr’ 
Das wichtigste an dem Beweise ist hiemit geleistet. Das war das 


Auffinden der Zahl g und der den mod. g verschiedenen Resten 0, 1, 2, ---, 


r,--*,@—1 entsprechenden g Zahlen w,, w,, ---, Wy y+ W, 


4. Man wihle eive Zahl o, die den Ungleichungen 


q-1° 
(10) o<1, e>limy\a,|, e>limV\£,| 

geniigt. Ich definiere eine neue Folge 

(1*) bt, bY, bE, ---, BF... 

durch folgende Festsetzung: 


(11) ++ — b,, wenn a,\> 9"; 


w,, wenn |a,|<e" und =r (mod. g). 


Nach dieser Festsetzung haben die beiden Reihen 


3) Oyby + abe +--+ + a,b,8" + > 
und 
(3*) abt + abe +--+. + a,b" + --- 


am Kreisrande |s;= 1 genau dieselben Singularitéten, da ihre Differenz 
zumindest im Kreise |z <= konvergiert. 


Andererseits folgt aus (9) und (11) auf alle Fille 
1 
(12) a re w, | — gintr Bonsr cea Wj Sonar ‘ 


Die rechte Seite von (12) konvergiert auf Grund von (10) gegen 0 und 
daher auch die linke Seite. Wenn aber eine Folge, deren Glieder nur end- 
lich vieler verschiedener Werte fiahig sind, gegen 0 konvergiert, so sind 
mit Ausnahme von endlich vielen alle ihre Glieder = 0. D. h. die Folge (1*) 
ist vom eimem gewissen Gliede an periodisch mit der Periode q, die Po- 
tenzreihe 

(13) Of + Oke t+ UR 
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stellt eine rationale Funktion dar, deren sémtliche Pole q* Einheitswurzeln 
sind, die singuliren Stellen der Reihe (3*) am Kreisrande |s|=—1 sind 
Produkte aus den singuliren Stellen der Reihe (2) und aus Einheitswurzeln 
(aus den Polen von (13) nach dem Hadamardschen Kompositionssatz*)) und 
endlich gilt dasselbe von den singuliren Stellen der Reihe (3) am Kreis- 
rande |z|= 1, w. z. b. w. 

Bisher habe ich die Bedingung (4) natirlich nicht benutzt. Gilt aber 
(4), so ergibt die Festsetzung (11) von einer gewissen Stelle an b* = b, 
was auch den Zusatz zu dem Hauptsatze dieser Arbeit beweist. 

5. Ich will die von Herrn Jentzsch aufgeworfene interessante Frage- 
stellung noch nach einer anderen Seite hin etwas verfolgen, indem ich 
einen von Herrn Fatou**) herriihrenden Satz, betreffend Potenzreihen mit 
gauzzahligen Koeffizienten, auf Potenzreihen mit endlich vielen verschie- 
denen Koeffizienten iibertrage. 

Wenn die Potenzrcihe 


(14) bo + ba +--- +b" +--- 
nur endlich viele voneimander verschiedene Koeffizienten besitzt und die 
Koeffizienten von keinem Gliede an periodisch werden, so kann (14) keiner 
algebraischen Gleichung und auch keiner linearen Differentialgleichung Fuchs- 
scher Klasse geniigen 

Ich werde etwas mehr beweisen: es ist unmiéglich, daB die Reihe 
(14) bo t+ bet--- +d 24+--- 


am Kreisrande jz|~1 nur endlich viele Singularititen hat und dab, 


wenn « irgend eine dieser Singularitaten bedeutet, fir geeignete Zahlen 
m und ¢« die Funktion 


(2—a)"(by + D2 + dys? +---) 
in dem den beiden Kreisscheiben |s| << 1, |g —a| < ¢ gemeinsamen Gebiete 
beschrankt bleibt. Denn sonst kénnte ein Polynom PO) bestimmt werden, 
so daB fiir |z| <1 

P(2)(by + 0,4 + byt? +--+) = ey + 2 + Oe? + 
beschrinkt bliebe, und folglich die Reihe 

Cyl? + 1 O,/? + ley)? + 

konvergieren wiirde. Unter den Zahlen ¢, ¢,, ¢,--- gibt es aber auch 





*) Oder nach dem Wigertechen Satz. Vgl. die eben ausgefiihrte Rechnung 
unter 2. 
**) Fatou, Sur les séries entitres 4 coefficients entiers, C. R. Bd. 188 (1904, 


1. Sem.), 8. 342—344. Meine Beweisanordnung ergibt zugleich eine Vereinfachung 
der Fatouschen. 
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nur endlich viele verschiedene, und daher miiBte sich > Cat" auf ein Po- 
~o a= 
lynom und > 0 sich auf eine rationale Funktion reduzieren. Eine 
a= 


Potenzreihe mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten, die eine ratio- 
nale Funktion darstellt, hat, nach der oben zitierten Arbeit von Herrn 
Landau, stets eine von einem gewissen Gliede an periodische Koeffizienten- 
folge und hieraus folgt der ausgesprochene Satz. 
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Die Minkowskische Geometrie und die Annaherung an stetige 
Funktionen. 


Dem Andenken an Hermann Minkowski gewidmet. 
Von 


Atrrep Haar in Kolozsvaér (Klausenburg). 


1. Minkowski hat in seiner ,,Geometrie der Zahlen“ die Grundlagen 
einer neuen nicht-Euklidischen Geometrie entworfen. ,,Wie die Bolyai- 
Lobatschefskysche Geometrie“ — schreibt Hilbert in seiner Gedichtnis- 
rede auf Minkowski — ,,in verschiedenen mathematischen Disziplinen, be- 
sonders in der Theorie der analytischen Funktionen mit linearen Trans- 
formationen in sich die fruchtbarste Anwendung findet, so zeigt sich die 
Minkowskische Geometrie besonders ftir die Zahlentheorie von hervor- 
ragender Bedeutung.“ 

Durch die zahlentheoretischen Anwendungen ist aber die Fruchtbar- 
keit der Minkowskischen Geometrie nicht erschépft. Sie findet eine wich- 
tige Anwendung — wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wird — in 
der Theorie der reellen Funktionen, bei Problemen in denen es sich um 
die Anniherung einer stetigen Funktion durch ein System gegebener 
Funktionen handelt; zu diesen Fragen gehdrt insbesondere das vielbehandelte 
Tschebyscheffsche Problem. Deutet man Aufgaben dieser Art geometrisch 
in einem mehrdimensionalen Raum, und weridet dabei Minkowskis Geo- 
metrie an, so erhalten Sitze dieses Gedankenkreises ein anschauliches 
geometrisches Bild. 

Wir werden uns in dieser Note gréBtenteils mit Anniherungen be- 
schaftigen, bei denen als MaB der Annaherung das von Tschebyscheff ein- 
gefiihrte ist*). Dabei werden sich durch rein geometrische Betrachtungen 
die urspriinglichen Tschebyscheffschen Resultate ergeben — die in unserer 


*) Das Tschebyscheffsche Maf der Anniherung wird bekanntlich folgendermafen 
definiert: Ist M eine beliebige beschrinkte abgeschlossene Punktmenge, f(P) und F(P) 
daselbst definierte stetige Funktionen, so wird das Maximum von |/f(P) + F(P)| 
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Zeit von den Herren Kirchberger*) und Borel**) neu begriindet wurden — 
sowie auch die daran anschlieBenden schénen Untersuchungen der Herren 
Tonelli***) und J. W. Young+); man erhilt auf diese Weise auBerdem 
Theoreme von weit gréBerer Allgemeinheit, die ein einheitliches Bild dieser 
Probleme erméglichen. AuBer den von Minkowski geschaffenen Begriffen 
kommt dabei insbesondere ein Satz von Herrn Carathéodory tiber kleinste 
konvexe Bereiche zur Anwendung, mit dessen Untersuchungen iiber posi- 
tive harmonische Funktionen die vorliegende Arbeit manche Beriihrungs- 
punkte aufweist. ++) 


I. Der Eichkérper der Tschebyscheffschen Anniherung. 
Existenz der Lésungen. 


2. Wir legen unseren Untersuchungen irgend eine beschriinkte ab- 
geschlossene Punktmenge Yi eines Raumes von beliebiger Dimensionzahl 
zugrunde, und bezeichnen mit P irgend einen Punkt dieser Menge. Wir 
betrachten ferner » +1 in dieser Punktmenge definierte Funktionen: 


f(P), f(P), ACP), --» ACP) 
und setzen voraus, daB diese Funktionen in Yt stetig und linear unab- 
hingig sind, d. h. daB auBer dem trivialen Wertsystem 


(wobei P irgend einen Punkt von 9% bedeuten kann) als Ma der Approximation der 
Funktion f(P) durch die Funktion — FP) bezeichnet. Sind insbesondere 


fh, (P), h (P), | f,(P) 
n in der Punktmenge 3 definierte stetige Funktionen, und gibt es ein Wertsystem 


a,, 4,,..., @, derart, daB das Maximum von 
[f(P) +2, 4, (P) +--+ +2, f,(P) 
wobei 2z,,..., 2, beliebige reelle Konstanten bedeuten — stets gréBer oder gleich 


dem Maximum von 
f(P) +4, f,(P)+---+4,f,(P) 

ist, so wird die Funktion — (a,/,(P)+----+4,f,(P)) eine Tschebyscheffsche Annihe- 
rung in M der Funktion f(P) durch das Funktionensystem 2, /,(P)+---+ 2,f,(P) 
genannt. 

*) ,Uber Tschebyscheffsche Annitherungsmethoden*. Math. Ann. 57 (1908). 

) ,Legons sur les fonctions de variables réelles“, S.82. Vgl. auch M. Fréchet: 
.Sur l'approximation des fonctions continues ...“. Annales de l’Ecole Normale 
Supérieure. ILI. Bd. 25 (1908). 

***) .I polinomi d’approssimazione di Tchebychev.“ Annali di Matematica. III. 
Bd. XV (1908). 

+) ,General theory of approximation by functions involving a given number 
of arbitrary parameters.“ Trans. of the Am. Math. Society. Bd. 8 (1907). 

++) ,Uber den Variabilititsbereich der Koeffizienten von Potenzreihen, die ge- 
gebene Werte nicht annehmen.“ Math. Ann. 64 (1907), und ,Uber den Variabilitate- 
bereich der Fourierschen Konstanten von positiven harmonischen Funktionen.“ Rend. 
del Cire. Mat. di Palermo. Bd. 82 (1911). 
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i= 2—i—-:-=—7,=—0 
kein anderes Wertsystem 2, z,,2,,..., 2, existiert, fiir das die Funktion 
f(P) + 2f,(P) + mf (P) +--+ 2,4,(P) 
fir jeden Punkt der Menge M- gleich Null ausfallt. 
Unter diesen Voraussetzungen fassen wir diejenigen Wertsysteme 
a, a, as, ° | a, 
ins Auge, fiir die das Maximum der in WM stetigen Funktion 
af(P) + a,f,(P) + 4,4,(P) + +--+ 4,f,(P)| 
kleiner oder gleich 1 ausfallt. Betrachten wir die zugehérigen Punkte 
T= G,%,— 4, 1 — G,°**,%,— 4, 
eines (n+-1)-dimensionalen Raumes, in dem 2, z,,...,2, die gewdhnlichen 
Punktkoordinaten bedeuten, so bildet die Gesamtheit der so erhaltenen 
Punkte einen ganz im Endlichen gelegenen konveren Korper &.*) 
In der Tat, aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen f, /,,.. 


-»f,, folgt unmittelbar, daB die betrachteten Wertsysteme a, a,, ..., a, 
eine abgeschlossene Punktmenge bilden. Sind ferner 


Ge ine® CE Cy Geerade 
irgend zwei Punkte, die & angehéren, fiir die also die Maxima der Funktionen 
|\@f(P)+aifi(P)+--+anf(P)| und |a"f(P)+aifi(P)+---+a07,(P)| 
nicht gréBer als 1 ausfallen, so gehért — sobald @ eine die Ungleichung 
0<é@<s1 
erfillende Zahl bedeutet — der Punkt mit den Koordinaten 
a= 6a + (1—O)a”, a, = 0a; + (1—4) a}, ..., a, = 0a, + (1—4)a, 
ebenfalls dem Kérper & an, denn es besteht die Ungleichung 
laf(P) + afi(P)+--+4.f.(P)|S 9a f(P) + aifi(P) +--+ a0f(P)| 
+(1—9)| a°f(P)+atfi(P)+--+a57,(P)|S1. 
*) Eine abgeschlossene Punktmenge unseres (n-+-1)-dimensionalen Raumes ist 
ein konvexer Kirper, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt: Sind 
De My ncocg My, UA, Wh, Gy, 00 
irgend swei Punkte dieser Punktmenge, so gehirt der Pankt mit den Koordinaten 
2m Oe +(1—O)2", 2, —=O2,'+(1—O)x,”, ..., & = O25 + (1—O)aZ 
— sowie @ irgend eine die Ungleichung 0 <@<1 erfiillende Zahl bedeutet — eben- 
falls dieser Punktmenge an. 
Ein konvexer K6rper ist ,ganz im Endlichen gelegen“, wenn die Koordinaten seiner 
Punkte dem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen Grenze bleiben. 
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Es ertibrigt noch zu zeigen, daB simtliche Koordinaten jedes Punktes 
von & unterhalb einer festen oberen Grenze liegen.*) 
Im entgegengesetzten Falle wiirden unendlich viele Wertsysteme 
a”), a”), ..., af (y= 1,2,...) 
existieren, die alle die Bedingung 
laA(P) + afif,(P) +? + aPf(P)| <1 


fiir jeden Punkt P von ® erfiillen, von der Beschaffenheit, daB die absolut 
gréBte Zahl des »*" Wertsystems mit wachsendem vy iiber alle Grenzen 
wichst. Es sei o”) gleich der gréBten der positiven Zahlen 


lA 


ja), Jaf], ..., \al|; (y= 1,2,...) 


bilden wir fir jedes v die Quotienten 


(") @ (» 
a r) a; fr) — a, 

. — see  € = 
Ws, a"? » “a at”)? 


cl) a 
a 
so ist eine dieser GréBen sicherlich gleich +1, wiihrend alle anderen dem 


Betrage nach nicht gréBer als | ausfallen; es gilt ferner fir jeden Punkt 
P von M die Ungleichung: 

| (P) + F(P) +--+ PF (P SV 
und es ist — 


r‘=@ 


Von den unendlich vielen Wertsystemen 


a, dM, .., GP (y= 1,2,...) 
kénnen wir in maunigfacher Weise eine konvergente Teilreihe heraus- 
greifen; da ferner fiir jedes » mindestens eine der GréBen c®), ..., cf) 


gleich + 1 ist, so kénnen wir diese Auswahl derart vollziehen, dab der 
Limes der betrachteten Teilreihe 


C, C, .. Cay 
mindestens eine Zahl enthilt, die ebenfalls gleich + 1 ist, also von Nall 
verschieden ausfallt. Es wiirde daun dementsprechend fiir jeden Punkt von M 


ef(P) + 4f,(P) +---+4/,(P) =0 
sein, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. 


Damit ist also gezeigt, dab & in der Tat ein ganz im Endlichen ge- 
legener konvexer Kérper ist. 


, 


*) Eine Shnliche Betrachtung wird bei Herrn F. Riesz in seiner Arbeit: ,Sur 
certains systémes singuliers d’équations intégrales“, Annales de l’Ecole Norm. Sup. III. 
Bd. 28 (1911), auf ein analoges Problem angewandt. 
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Die Begrenzung*) dieses kouvexen Kérpers wird durch diejenigen 
Wertsysteme a, a,, ..., a, gebildet, fiir die das Maximum von 


(1) |af(P) + a,f,(P) + --- + 4,4,(P)| 
genau gleich 1 ist. 

Ist nimlich jenes Maximum kleiner als 1, so bleibt — wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen f, f,,..., f, — diese Be- 
dingung erhalten, falls man das zugehérige Wertsystem a, a,, ..., a,, 
zwischen hinreichend engen Grenzen variiert, d. h. der entsprechende Punkt 
ist ein innerer Punkt von &. Wenn aber jenes Maximum gleich 1 ist, so 
gibt es eine Stelle P, in M, so dab 


af(P,) + asf, (Po) + ii + a,f,,( Po) —_ 1 


wird; mindestens eine der Funktionen /, /;, ...,f, muB daher an der Stelle 
P, von Null verschieden sein; ist etwa f(P,) 20, so wird das Maximum von 


\(a+ 6)f(P) + a, f,(P) +---+4,f,(P)|; 


wenn man das Vorzeichen von d passend wihlit, jedenfalls gréBer als | 
ausfallen. Mit andern Worten, der Punkt mit den Koordinaten 


a+d, @,,... 4, . 


liegt auBerhalb des Kérpers &, falls das Vorzeichen von d passend ge 
wahlt ist und es ist also der Punkt a, a,,-..,a, — als Haufungspunkt 
von duBeren Punkten — ein Grenzpunkt von &. 

Der Kérper & ist schlieBlich symmetrisch um den Nullpunkt; d. h. 
mit dem Punkt a, a,,..., a, gehért ihm auch der Punkt mit den Koordi- 
naten —d, —4d,,..., —4,, an. 

Zusammenfassend kénnen wir also sagen, daB diejenigen Punkte un- 
seres (n+ 1) dimensionalen Raumes, deren Koordinaten a, a,,..., a, 80 be- 
schaffen sind, daB das Maximum von (1) nicht griBer als 1 ausfallt, einen 
ganz im Endlichen gelegenen konveren Korper um den Nullpunkt als Sym- 
metriepunkt ausfiillen, dessen Begrenzung aus denjenigen Punkten besteht, fir 
die jenes Maximum genau gleich 1 ist. 

3. Wir betrachten nun diejenige Minkowskische Geometric in der der 
soeben gewonnene konvexe Kérper ® die Rolle des Eichkérpers spielt. 
Diese Geometrie ist also durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert: 
Die Entfernung jedes Punktes des Eichkérpers vom Nullpunkt ist gleich 1; 
um die Entfernung eines beliebigen Punktes vom Nullpunkt zu erhalten, 
konstruiere man diejenigen konvexen Kérper Ry, die aus S vermédge 
*) Die ,Begrenzung* oder ,,Oberfidche* eines konvexen Kérpers wird durch die- 
jenigen Punkte des Koérpers gebildet, die Haufungsstellen von Pankten, die nicht 
dem Kérper angehéren, sind. 
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einer ,,Dilatation* um den Nullpunkt entstehen. Die Koordinaten der 
Punkte von &, ergeben sich also aus den Koordinaten der Punkte von 
&, indem man diese mit der positiven GréBe M multipliziert, d. h. wenn 
a@,4@,,..-,4@, irgend ein Punkt von & ist, so ist Ma, Ma,,..., Ma, ein 
Punkt von Ry. Offenbar ist Ry fiir jeden positiven Wert von M eben- 
falls ein endlicher konvexer Kérper um den Nullpunkt, dessen Begrenzung 
durch diejenigen Wertsysteme a, a,,..., @, gebildet ist, fiir die das 
Maximum der Funktion (1) genau gleich M ausfallt, wiahrend fiir das 
Innere von Ry jenes Maximum kleiner als M ist. Man erkennt auch, dab 
jeder Punkt «, 2,,..., 2, des Raumes auf der Begrenzung desjenigen 
Kérpers dieser einparametrigen Korperschar Ry liegt, dessen Parameter- 
wert M das Maximum von 2f(P)+2,f,(P)+---+2,f,(P)| liefert. Dieser 
Parameterwert mége der ,,Entfernung* des betreffenden Punktes vom Null- 
punkte gleich sein; es besteht also die Begrenzung des konvexen Kér- 
pers §y, aus denjenigen Punkten, deren ,,Entfernung“ vom Nullpunkte 
gleich M ist. 

Das Tschebyscheffsche Problem verlangt nun diejenigen Wertsysteme 
Ty) Ly, .--) % zu bestimmen, fiir die das Maximum von 


f(P) + 2,f,(P) + %f(P) +--+ + 2,f,(P) 


méglichst klein wird; da dieses Maximum in unserer Geometrie die ,,Ent- 


7 ot Innktes 
fernung“ des Punktes e= 1, Si, % +8 


n 


vom Nullpunkte bedeutet, so kommt dies darauf hinaus, diejenigen Punkte 
der » dimensionalen Ebene — 
zu bestimmen, deren .,Entfernung“ vom Nullpunkte méglichst klein ist. 
Diese Punkte erhalten wir durch die folgende Konstruktion: 

Wir konstruieren diejenige Stiitzebene*) unseres Kichkérpers 8, deren 
Gleichung die Form e=ud 


besitzt (¢d>0); dann ist offenbar die Ebene 
z=1 


*) Betrachten wir irgend eine beschrinkte abgeschlossene Punktmenge; sind %, u,, . 
.,u, irgend welche GréBen, die nicht alle gleich Null sind, so hat der Ausdruck 
UL U1, +--+ +U,2,, 

wobei a, z,,..., 2, die Koordinaten irgend eines Punktes der betrachteten Menge sein 
képnen, ein bestimmtes Maximum; ist dies — «d, so wird 
ux+ur,+---+-u2,—d 

eine Stitzebene der zugrunde gelegten abgeschlossenen Punktmenge genannt. Zu jedem 

Wertsystem wu, wu,,...,u, (auBer dem trivialen u—u, —---—u, = 0) gehdrt daher 

eine und nur eine Stiitzebene. (Minkowski: , Volumen und Oberfliiche*, Math. Ann. 57.) 
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eine Stiitzebene desjenigen Kérpers der oben konstruierten Schar %,, fiir den 

1 

M=7 
ist. Diejenigen Punkte dieses konvexen Kérpers &,, die auf der Stiitzebene 

da 

z= 1 liegen, bilden ebenfalls einen endlichen konvexen Bereich von der 
Beschaffenheit, daB die Minkowskische Entfernung jedes dieser Punkte 
vom Nullpunkt -3 ist. Da jeder andere Punkt der Ebene x=—1 auBer- 
halb dieses konvexen Kérpers liegt, so ist seine Minkowskische Ent- 


fernung vom Nullpunkt jedenfalls gréBer als --- Die Punkte des betrach- 


teten Bereiches sind daher diejenigen Punkte der Ebene z= 1, deren Ent | 


fernung vom Nullpunkt méglichst klein ist; daher sind die zagehdrigen | 
Wertsysteme 





By Gip Gee «+ @, 
— und nur diese — die Lésungen des Tschebyscheffschen Problems. 


Wir erkennen also, daB das Tschebyscheffsche Problem unter den ge- 


machten Voraussetzungen (/,/,,...,/, stetig und linear unabhingig in M) 
mindestens eine Lisung zulaBt. Man kann auch leicht zeigen, dab die | 
zweite Annahme unwesentlich ist. In der Tat, wenn eine lineare Ab- | 


— of(P) + of,(P) +--+ + ¢,f,(P) =0 


bestehen wiirde, wo c2 0 wire, so wiirde es ein Wertsystem a,, ..., a, 
geben, fiir das das Maximum von 


If(P) + GAP) + --- + 4,42) 
gleich Null wiire und dieses Wertsystem ist gewiB eine Lisung des Pro- 
lems. Wenn aber in der obigen Relation c= 0 ist, so kénnen wir von 
den Funktionen /,, /,, ..., f, diejenigen fortlassen, die als lineare Kombi- 
nation (mit konstanten Koeffizienten) aus den tibrigbleibenden darstellbar | 
sind. Auf diese Weise gelangen wir zu Funktionen, die linear unabhingig 
sind; wenden wir daher das Ergebnis unserer Untersuchungen auf die 





Funktion f(P) und auf die nun erhaltenen Funktionen an, so ergibt sich 


— in Anbetracht dessen, daB alle Funktionen von der Form 

tf, (P) + +--+ #,f,(P) 
auch als lineares Aggregat (mit konstanten Koeffizienten) unserer neuen 
Funktionen darstellbar sind und umgekehrt — die Lésbarkeit des Tsche- 
byscheffschen Problems fiir die Anniherung der Funktion f(P) durch die 


Funktionen f,(P), f,(P), ..., f,(P). 
Wir erhalten also das folgende Theorem: 
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Sind f(P), f,(P), ---, f,(P) in einer abgeschlossenen Punkimenge MR 
definierte stetige Funktionen, so existiert ein Wertsystem a,, a,,..., @, der- 
art, daB das Maximum der Funktion 


IM(P) + af (P) + --- + 4,f,(P)| 
nicht gréBer ist als das Maximum von 
(f(P) + %A(P) +--+ +4,4(P)/, 


wie auch die reellen Konstanten 2,,..., x, gewahlt sind; das Wertsystem 
a,,.--, @, liefert also das Minimum jencr Mazxima.*) 

Wir werden spiter (III und IV) die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir aufstellen, daB mur ein derartiges Wertsystem existiere. 

Bei den vorangehenden — wie auch bei den folgenden — Unter- 
suchungen bedeutet I irgendeine abgeschlossene Punktmenge des ein- oder 
mehrdimensionalen Raumes. Wir erwahnen nur den interessanten Spezial- 
fall, in dem QM aus einer endlichen Anzahl von Punkten P,, P,,..., P 


es me 


besteht; die Funktionen f, f,, f,,...,f, reprasentieren sodann m Wert- 
wou A(P,), (Pes ~~ fal P,) (v=1,2,...,m) 


und die soeben geléste Aufgabe liefert einen leicht formulierbaren Satz 
iiber die approximative Lisung eines linearen Gleichungssystems 


Il. Die reziproke Polare des Eichkérpers. Andere Anniherungen. 


4. Indem wir nun wieder die lineare Unabbiangigkeit der Funktionen 
f{(P), f,(P), -. ., CP) voraussetzen, kénnen wir den konvexen Korper & 
noch in einer anderen Weise geometrisch interpreticren; zu dieser neven 
geometrischen Deutung, der bei der Weiterfihrung unserer Untersuchungen 
eine entscheidende Rolle zukommt, gelangen wir durch die folgende Uber- 
legung: 

Es sei a,a,,...,4, irgendein Punkt der Begrenzung von 8; fiir 
dieses Wertsystem ist also: 1) fiir jeden Punkt P von M 


—1<af(P) + a,f,(P) + ---+4,f,(P) <1; 


*) Dieser Satz wurde fiir den speziellen Fall, daB die Funktionen /(P), 7, (P),.. 
+ f,(P) in einem Interval! definierte Funktionen einer Verinderlichen sind von 


, 4J.W. Young a.a. 0. unter der weiteren Einschriinkung bewiesen, dai jede der unend- 


lich vielen Funktionen 


2, f,(P) +--+ +2, f,(P) 


(z,,.-., 2, beliebige reelle GréBen, von denen mindestens eine von Null verschieden 
ist) in dem zugrunde gelegten Intervall héchstens » — 1 Nullstellen besitet, wobei eine 
Nullstelle an der kein Zeichenwechsel stattfindet, doppelt zu zéhlen ist. 
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wihrend 2) ein Punkt P, in M existiert, fiir den 
af(P,) + %f,(Po) +--+ + nf, (Po) 


gleich + 1 oder — 1 ausfillt. 


Fassen wir nun die Gesamtheit derjenigen Punkte unseres (# + 1)-dimen- 
sionalen Raumes ins Auge, deren Koordinaten 2, z,,..., 2, durch die 


Gleichungen a=f(P), z,—f,(P), ..., t, =f,(P), 
bzw. 
r= —f(P), a, -—f,(P), ie | r,=—f,(P) 


erklart sind, wobei P die Menge 2% durchliuft. Die auf diese Weise defi- 
nierte Punktmenge ist offenbar abgeschlossen; sie ist ferner symmetrisch 
um den Nullpunkt. Die Ebene 

(2) az+4,%,+---+4,2,=—1 


besitzt die folgenden Eigenschaften: 
1) ist 2@), 2(®,..., 2® ein der Punktmenge § angehérender Punkt, 
io az® + aa) +---+a,28 <1; 
2) es existiert ein Punkt der Punktmenge §, fiir den 
az® + a, x8) Soo | a, 78) = t 


ist. Mit anderen Worten, die betrachtete Ebene ist eine Stiitzebene der 
Punktmenge %. Es sei nun & der kleinste konvexe Kérper, der die Punkt 
menge § enthalt*); dieser Kérper ist offenbar symmetrisch um den Null- 
punkt, da bereits {§ diese Eigenschaft besaB. Unsere Ebene (2) ist sicher- 
lich auch eine Stiitzebene von &. Nun ist aber diese Ebene die Polarebene 
des Punktes a, a,,..., a, in bezug auf die Einheitskugel um den An- 
fangspunkt: 

(3) e+at+---+e2—1 


n” 


und es ergibt sich also, daB die Polarebenen (in bezug auf diese Kugel) 


dey Begrensungspunkte des konvexen Kérper & Stiiteebenen von & sind. 
Man erkennt unmittelbar, daB man auf diese Weise séimtliche Stiitzebenen 


von & erbalt. Sind nimlich u, u,,..., u, irgendwelche GréBen, die nicht 
alle gleich Null sind, so besitzt ® — da der Anfangspunkt ein innerer 


*) Der kleinste konvexe Korper, der eine abgeschlossene Punktmenge enthiilt, 
besteht aus denjenigen Punkten, die allen, die yegebene Punktmenge enthaltenden 
konvexen Kérpern angehéren. Die Stiitzebenen einer abgeschlossenen Punktmenge 
und des kleinsten konvexen Kérpers, der sie enthilt, sind dieselben. Diese Defini- 
tionen riihren ron Minkowski her. (,Volumen und Oberfliche*. Math. Ann. 57 (1903). 
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Punkt dieses Kérpers ist — sicherlich einen Randpunkt a, a,,..., a, 
derart, dab 

u u, u, 

teak Seehhelo 


sei; ist 4 der gemeinschaftliche Wert dieser Briiche, so ist — auf Grund 
des soeben Bewiesenen — 
az+a,%,+---+a,2,=—1, 
oder 
Uur+Ua,+---+Ur—A 
die zugehdrige Stiitzebene von &, die andererseits die Polarebene des 
Punktes a, a,,.-., @, ist. 
Wir zeigen, dab auch umgekehrt die Polarebene jedes Punktes der Be- 
grenzung von R (in bezug auf die Kugel (3)) eine Stiitzebene ron & ist. 
In der Tat, ist @,@,,...,@, irgendein Punkt der Begrenzung von &, so 
liegt dieser sicherlich auf einer Stiitzebene dieses konvexen Kirpers, also 


auf der Polarebene eines Randpunktes von &. Es enthialt daher — auf 
Grund der einfachsten Siitze itiber polare Reziprozitit — die Polarebene 
dieses Punktes @, G@,, ..., @, 

(4) 42+4,4,+---+42,=—1 

jedenfalls denjenigen Punkt von &, dessen Polarebene durch den Punkt 
G,G,,...,@, hindurchgeht. Wenn daher diese letzte Ebene keine Stiitz- 
ebene von & wiire, so hiitte dieser konvexe Kérper eine Stiitzebene, deren 
Gleichung iz+a,2,+---+a2,—d 

ware, wobei d > 1 sein miiBte. Ist nun a, a,,..., a, ein solcher Punkt 


der Begrenzung von §, der dieser Stiitzebene angehért, fiir den also 

aa +a,4,+-:-+a,4,=—d 
ist, so miiBte — nach dem vorher Bewiesenen — 

az+4,%+---+a,2,=1 
ein Stiitzebene von ® sein, d. h. fir jeden Punkt von & miBte die Un- 
pleichung azr+a,a,++--+a,2,<1 
stattfinden. Da dies fir den Punkt @,G@,,..., @, nicht der Fall ist, so 
sind wir zu einem Widerspruch gelangt und (4) ist in der Tat die Glei- 
chung einer Stiitzebene von &; man erkennt auch — wiortlich wie oben —, 
daB man auf diese Weise simtliche Stiitzebenen von & erhiilt. ; 

Die beiden ganz im Endlichen gelegenen konvexen Korper 8 und & sind 
daher polar resiproke Figuren in bezug auf die Kugel 
P+ att+--- +e — 1; 
21° 
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d. h. die Begrenzungspunkte des ecincn Kérpers sind die Pole der Stiitzebenen 
des anderen Kirpers und umgekehrt.*) 
5. Die vorangehenden Uberlegungen gestatten eine analoge Behand- 
lung vieler ahnlicher Probleme, von denen wir einige hier andeuten wollen. 
Betrachten wir etwa einerseits diejenigen Wertsysteme a, a,, ..., 4,, 
fiir die die Ungleichung 


af(P) + 4,f,(P)+---+4,f,(P) <1, 
andrerseits diejenigen Wertsysteme, fiir die die Ungleichung 


af(P) + a,f,(P)+---+4,f,(P)=—1 

fir jeden Punkt P der Menge I statthat, so erkennt man durch eine 
ihnliche Uherlegung, wie wir in 2. angestellt haben, daB die Gesamtheiten 
dieser Wertsysteme im (+ 1)-dimensionalen Raum je einen im Endlichen 
gelegenen konvexen Kérper erfiillen, wenn die in I stetigen Funktionen 
f(P), f,(P), ---, f,(P) so beschaffen sind, daB fiir jedes Wertsystem 
2, %,,..4%, (auber dem trivialen x = 2, —--- = 2, = 0) der Ausdruck 
(5) af(P) + 2 f(P) +--+ 2.6(2) 

eine solche Funktion darstellt, die nicht iiberall in M gréBer oder gleich Null 
ausfallt.**) Die vorangehenden Betrachtungen zeigen auch, dab die polare 
Reziproke in bezug auf die Kugel (3) des ersten der so erhaltenen kon- 
vexen Kérper derjenige kleinste konvexe Kérper ist, der die Punktmenge 


a=f(P), %, =f,(P), --., x, = f,(P) 
enthalt; die polare Reziproke des zweiten konvexen Kérpers ergibt sich 
auf dieselbe Weise aus der Punktmenge: 
= — f(P), _ —f(P), roy Tm — f,(P). 

In aéhnlicher Weise ergibt sich auch, daB die Gesamtheit derjenigen 
Wertsysteme, fiir-die die Schwankung***) in M der Funktion (5) kleiner 
oder gleich 1 ist, wiederum einen im Endlichen gelegenen konvexen Kérper 
erfillen, falls dieser Ausdruck (5) fir kein Werteystem z, z,, ..., 2, (auber 
dem trivialen zr =z, —---=—2z,=0) eine solche Funktion darstellt, die 
in M& konstant ist. Unter derselben Bedingung erfiillen auch diejenigen 


*) Solche konvexe Kirper betrachtet schon Minkowski in seiner posthumen Ab- 
handlung: ,Theorie der konvexen Kérper insbesondere Begriindung ihres Oberflachen- 
begriffe. Gesammelte Abhandlangen (Nachla8), Bd. II, 8. 130; er fihrt daselbst fir 
soleche Kérper den Namen ,polare Kérper“ ein (vgl. 8. 146, 1. c.). 


**) Die Funktionen cosks, sinks (k = 1,2,...,”) 


erfillen im Intervall 0<+s< 2 offenbar diese Bedingung; daraus resultiert ein Satz 
von Carathéodory (I. c.). 

**) Unter der Schwankung einer stetigen Funktion versteht man den absoluten 
Betrag der Differenz ihres gréften und kleinsten Wertes. 








































Qa. ae me hm 


nen 


nd- 
en. 


2°36 


ch 


en 


er 
jer 
lie 
en 


n- 
fiir 


m) 


atz 


en 





Minkowskische Geometrie und Anniherung an stetige Funktionen. 305 


Wertsysteme einen im Endlichen gelegenen konvexen Kérper, fiir die die 
Totalvariation von (5) nicht gréBer als 1 ist. Diesen konvexen Kérpern 
kommt die Rolle des Eichkérpers zu, falls man statt des Tschebyscheffschen 
MaBes der Annaherung die Schwankung oder die Totalvariation als Maf 
der Approximation wihlt. 

Bei diesen Untersuchungen wiirden dann die polaren Reziproken 
dieser Kirper in bezug auf die Kugel (3) wieder eine Rolle spielen. Man 
erkennt z. B. ohne Schwierigkeit, daB die polare Reziproke des ersten 
der jetzt aufgestellten konvexen Kérper derjenige kleinste konvexe Kérper 
ist, der die Punktmenge 


2=f(P)—f(Q), 1=—A(P)—-fA(Q), -- %=A(P)-4F,(9 
enthalt, wobei P und Q unabhingig voneinander die Punktmenge WM 
durchlaufen. 


Il. Die eindeutige Lésbarkeit des Tschebyscheffschen Problems. 
Die aufgestellte Bedingung ist hinreichend. 


6. Anknipfend an die vorangehenden geometrischen Entwicklungen 
werden wir nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir 
aufstellen, daB die Tschebyscheffsche Annaherung jeder in It stetigen Funk- 
tion f(P), die nicht in der Form 


a f,(P) +--+ +-2,f,(P) 
darstelibar ist, durch die Funktionen eindeutig sei; d. h. daB fiir jede 
solche Funktion f(P) ein und nur ein Wertsystem existiere, fiir das das 


Maximum von \f(P) + 2,f,(P) + --- + 2f.(P)| 


seinen kleinsten Wert annimmt. 

Wir werden zunichst eine hinreichende Bedingung hierfiir aufstellen 
und in IV. zeigen, daB diese Bedingung auch notwendig ist. 

Zu diesem Ende kehren wir zu unserem Eichkérper & zuriick, der 
aus denjenigen Punkten a, a,,..., a, besteht, fir die das Maximum der 


stetigen Funktion \af(P) + a,f,(P) +--+ + a,f,(P)| 
nicht gréBer als 1 ausfallt. Wir haben gesehen, daB man die Tscheby- 
scheffsche Annaherung der Funktion f(P) durch die Funktionen z,/,(P) + -- 
‘++ 2,f,(P) erbalt, wenn man diejenigen Punkte des konvexen Kérpers 
bestimmt, die auf derjenigen Sttitzebene liegen, deren Gleichung 

z=d 
ist (d>0). Damit die Tschebyscheffeche Annaherung eindeutig sei, ist also 
notwendig und hinreichend, daB diese Stiitzebene nur einen Punkt des 
Kérpers & enthalte. 
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Wir betrachten nun die polare Reziproke & dieses Kérpers & in be- 
zug auf die Kugel (3). Der Pol der Ebene s=d ist der Punkt A mit 
den Koordinaten : 

== =r, =U 


a d’ © 4 


zx 


der auf der Begrenzung von & liegt. Die Polarebenen derjenigen Punkte 
von 8, die auf der oben betrachteten Stiitzebene liegen, enthalten offenbar 
alle den Punkt A; umgekehrt ist der Pol jeder durch A gehenden Stiitz- 


ebene von & ein gemeinsamer Punkt von & und seiner Stiitzebene z—d. 
Daraus ergibt sich also, daB die Stiitzebene dd dann und nur dann 
nur einen Punkt mit dem Kérper S& gemein hat, wenn durch den Punkt A 
nur eine Stiitzebene des konvexen Kérpers & hindurchgeht. 

Wir werden sehen, daB dies stets der Fall ist, wenn es auer dem 
trivialen Wertsystem xz, = --- = 2, =O kein anderes Wertsystem z,, ---, 2, 
gibt, fiir das die in M stetige Funktion 

2,f,(P) ++ +> + 4, f.(P) 
an mehr als n — 1 Stellen dieser Punktmenge verschwindet, d. h. wenn jede 
dieser unendlichvielen Funktionen hichstens n—1 verschiedene Nullstellen 
in M besitet. 

Bei dem Beweise dieser Behauptung werden wir von einem wichtigen 
Satze von Carathéodory Gebrauch machen, demzufolge die Punkte des 
kleinsten konvexen Kérpers, der eine abgeschlossene Punktmenge enthiilt 
als Schwerpunkte von Massenbelegungen auf dieser Menge gedeutet werden 
kénnen, wobei alle Massen positiv sind und die Gesamtmasse 1 besitzen; 
seine Beweisfiihrung ergibt auch, daB — wenn dieser kleinste konvexe 
Kérper ein »-dimensionaler Kérper ist — jeder innere Punkt des Kérpers 
als Schwerpunkt von hichstens x + 1 positiven Massen, jeder Punkt der 
Begrenzung aber schon als Schwerpunkt von » positiven Massen ange- 
sehen werden kann, die saimtlich in Punkten der in Frage stehenden ab- 
geschlossenen Punktmenge angebracht sind.*) 


Wir legen nun durch den Punkt A (> 0,--:, 0) des konvexen Kér- 


pers & eine Stiitzebene an diesen Kérper. Die gemeinsamen Punkte dieser 
Ebene mit & bilden einen konvexen Kérper &,, dessen Dimensionszahl 
— in unserem Falle — héchstens gleich » ist; dieser Kérper ist — wie 
Carathéodory a.a.O. zeigt — der kleinste konvexe Kirper, der diejenige 
abgeschlossene Punktmenge enthiilt, die aus den gemeinsamen Punkten 
der Punktmenge {§ und der betrachteten Stiitzebene besteht. Der betrach- 
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tete Punkt A ist jedenfalls ein Punkt dieses konvexen Kérpers 8, und 
wir wollen zeigen, daB’ — zufolge unserer Annahme iiber die Funktionen 
f,(P), .--» f,.(P) — A ein innerer Punkt von &, ist, also nicht auf der 
Begrenzung dieses »-dimensionalen konvexen Kérpers liegt. Im entgegen- 
gesetzten Falle naémlich kénnte dieser Punkt A, nach dem oben genannten 
Carathéodoryschen Satze, als Schwerpunkt von v(v<n) positiven Massen 
gedeutet werden, die in Punkten der Punktmenge § angebracht sind. 
Da die Punktmenge aus den Punkten besteht, deren Koordinaten 


a=f(P), =—f,(P), .... 7,=f,(P), 
=a f(P), z, ail AP), eS z,, = fh, (P) 


sind (P beliebiger Punkt in YW), so wiirde es demzufolge m Punkte*) P,, 
P,,..., P, der Punktmenge Mt und » nicht negative Konstanten j,, 
4,,---, 4, von der Summe 1 geben, derart, dab 


baw. 


Tm Ayes f(Py) + Ageef(Ps) +++ + Aataf (By) 
O = A,8f,(P)) + Ay és f, (Ps) +---+4,8,f,(P,) 


0 _ 4, é,f,(P;) + A, és f,(Ps) + pia ¥ A,é,f,(P,) 


wird; in diesen Gleichungen sind die GréBen ¢,, &,..., €, gleich +1 
oder —1, je nachdem der entsprechende Punkt, an dem die positive 
Masse 4, bzw. 4,,..., 4, angebracht wird, dem ersten oder zweiten Teile 
der Panktmenge {§ angehdrt. Aus den letzten » Gleichungen dieses lei- 
chungssystems wiirde man aber auf das Verschwinden der Determinante 


fi (P,) fi(Ps) »-- ACP) 
| fe(P,) fe(Ps) «-- f,(P,) | 


| (BD) t(Pa) «(BD | 


schlieBen, und daraus, daB ein nicht triviales Wertsystem x,, z,,..., 2, 
existiert, fir das die Funktion 


a,f,(P) + %f,(P) + +--+ %f,(P) 
an den # Stellen P,, P,,..., P, der Menge M verschwindet — im Wider- 
sprach mit unserer Annahme. 
Ist nun 
(6) ur+ut, +--+ Uur=—1 


* In dem Falle, daB »<n ist, wihle man die fehlenden » —» Punkte von § 
beliebig und belege diese mit der Masse Null. 
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irgendeine von der betrachteten Stitzebene verschiedene Ebene, die den 
Punkt A enthalt, so kiémnen — da A ein innerer Punkt von &, ist — 
nicht simtliche Punkte von &, auf derselben Seite dieser Ebene liegen. 
Da aber &, ein Teil von & ist, s0 folgt daraus, daB die Ebene (6) auch 
keine Stiitzebene von & sein kann, und wir erhalten daher das Resultat, 
da8 unter den gemachten Voraussetzungen durch den Punkt A nur eine 
Stiitzebene des Kérpers ® hindurchgeht. 

Damit ist also die Eindeutigkeit der Tschebyscheffschen Annaherung 


durch das Funktionensystem /,(P),..., f,(P) fiir jede in M stetige 
Funktion /(P) bewiesen, die nicht in der Form 


#,f,(P) + --- + 2,f,(P) 

darstellbar ist; ist aber f(P) in dieser Form darstellbar, so ist dies — 
wiederum wegen unserer zugrunde gelegten Annahme*) tiber die Funk- 
tionen f,(P),... f,(P) — nur auf eine einzige Art méglich und das 
entsprechende Wertsystem z,, ..., z, liefert die einzige Tschebyscheffsche 
Anniherung in diesem Falle. 

Erfiillen**) daher die Funktionen f,(P), ..., f,(P) die Bedingung, dap 
mit Ausnahme des Wertsystems z, = 2, = ... = 2, =, jede der unendlich 
vielen in M stetigen Funktionen 


rfP did «.f,(P) 
in der Menge It hichstens n — 1 verschiedene Nulistellen besitst (aus dieser 
Bedingung folgt bereits die lineare Unabhangigkeit der betrachteten Funk- 
tionen), so gibt es fiir jede in M stetige Funktion f(P) cin und nur ein 
Wertsystem, fiir das das Maximum der Funktion 
[f(P) + HAP) +--+ + HAP) | 
seinen kleinsten Wert annimmt.***) 





*) Da fir jedes nicht triviale Wertsystem z,, ..., x, die Funktion 


a, h(P)+- - + ©,f,(P) 

in M hdchstens »—1 Nullstellen besitzt, so folgt aus dieser Annahme die lineare 
Independenz dieser Funktionen in M und daher kann /(P) nicht auf zwei verschiedene 
Arten als lineares Aggregat der Funktionen /,(P), ..., f,(P) darstellbar sein. 

**) Unter den in der Anmerkung *) 8. 301 gemachten Voraussetzungen ist ein 
entsprechender Satz von J. W. Young a. a. O. bewiesen worden. 

***) Die Potenzen 1, s, s*, ..., 8"~* erfiillen in jedem Intervall —, die Funktionen 

1, cosks, sinks (k == 1,2,...,%) 

erfillen in dem Intervall 0<s< 22 die Bedingungen unseres Theorems; daraus ergibt 
sich der urspriingliche Satz von Tschebyscheff und der Satz von Fréchet (1. c.). 
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1V. Die aufgestelite Bedingung ist notwendig fir die eindeutige 
Lésbarkeit des Tschehyscheffschen Problems. 


7. Wir zeigen endlich, daB die zuletzt gewonnene hinreichende Be- 
dingung auch notwendig ist, dh. wenn cin Wertsystem a,, Us, ..., @, 
existiert, dessen Gripen nicht alle gleich Null sind, von der Beschaffenheit, 
daB die in M stetige Funktion 


; F,(P) = «,f,(P) + o,f,(P) + --- + «,f,(P) 
in dieser Punktmenge (mindestens) n verschicdene Nullstellen 
Fes Sms & 


Lesiist, so existiert eine in I stetige Funktion f(P), deren T'schebyscheff sche 
Aundherung durch die betrachteten Funktionen nicht cindeutig ist. 

Diese Funktion f(P) konstruieren wir, wie folgt: 

Auf Grund unserer Voraussetzungen besitzt das lineare homogene 
Gileichungssystem 


“ACP + h(P) +--+ 2,f(P,)=9 @=—1,2...m) 
die nicht triviale Lésung 
Z~ uy, Lym Gy,.-- LZ, =-e,;5 
daher besitzt auch das transponierte Gleichungssystem eine Lésung, d. h. 


es existiert ein Wertsystem c,, ¢,,..., ¢, (dessen GréBen nicht alle gleich 
Null sind), das fiir jedes q die Gleichungen 


f,(P,) + of (Ps)+--- +6 f,(P.)=9 (@=1,2,...m) 
befriedigt. Lassen wir aus diesen Gleichungen diejenigen Glieder, fir die 
der entsprechende Koeffizient c gleich Null ist, fort, so erhalten wir — 
indem wir nétigenfalls die Reihenfolge der Punkte P,, P,... P, um- 
ordnen’— ein Wertsystem ¢,, ¢,, ..., ¢,, dessen GréBen simtlich von Null 
verschieden sind und fiir das die Gleichungen 


Of, (P:) + af, (Ps) + --- +46 (P,) = 0 (vy <2») 
bestehen. Da diese homogene Relation fiir jede der Funktionen f,, f,,..., f, 


richtig ist, so gilt sie auch fir jede lineare Kombination dieser Funk- 
tionen mit konstanten Koeffizienten, d. h. es ist 


(7) ¢, F(P,) + qF(R;) + «++ + ¢,F(B,) = 0, 
= F(P) = 2,f,(P) + %fy(P) + +» + %f,(P) 
gesetzt ist. 


Es sei nun f(P) eine willktirliche, in M definierte stetige Funktion, 
die zunichst nur der Bedingung unterworfen wird, an den Stellen 
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P,, Py, -.., P, gleich +1 oder — 1 zu sein, je nachdem die entsprechende 
GréBe c,, bzw. ¢, ..., ¢, positiv oder negativ ist; es ist also fir jedes q 
ef(P,) = |¢,|>0 (q=—1,2...»). 
Man kann nun leicht zeigen, daB in diesem Falle das Maximum der 
Funktion 
(8) [f(P) + AP) + +--+ 2 API, 
wie auch die Konstanten z,, z,, ..., 2, gewahlt sind, gréBer oder gleich 
1 ausfallen muB. Denn im entgegengesetzten Fulle miBte die Funktion 


F(P) = 2,f,(P) + >>: + 4,f,(P) 


an jeder der Stellen P,, P,,..., P, das entgegengesetzte Vorzeichen als 
/(P) besitzen, d. h. es miBte jedes der Produkte 
¢,F(P,), %@F(P,) ..., ¢,F(P,) 


negativ sein, was mit der Relation (7) im Widerspruch steht. 

Unterwerfen wir daher die Funktion /(P) der Einschrinkung in der 
Punktmenge 2% dem absoluten Betrage nach nirgends gréBer als 1 zu 
sein, so erreicht das Maximum von (8) seinen kleinstméglichsten Wert 
(= 1) jedenfalls fiir das Wertsystem 

t= m= ++ = 2, = 0; 

dieses Wertsystem liefert also eine Tschebyscheffsche Anniiherung der 
Funktion f(P) durch die Funktionen 2z,f,(P) + --- + x,f,(P). 

Wir miissen die Funktion /(P) noch einer weiteren Ungleichung 
unterwerfen, damit wir eine zweite Tschebyscheffsche Anniherung erhalten. 
Wir betrachten zu diesem Ende die Funktion 


FP) = 4 f(P) + &A(P) +: + 4,6), 
die an den Stellen P,, P,,... P, der Menge WM gleich Null ist, und 


wir kénnen annehmen, da$ die Konstanten a,, «,,...@,, von denen min- 
destens eine nicht Null ist, so gewahlt sind, daB fir jeden Punkt P in M 
|F,(P)| <1 


sei, was man ja nétigenfalls durch Multiplikation stets erreichen kann. 
Die in M stetige Funktion /(P), deren Werte an den Stellen 
P,, P;, ... P, vorgeschrieben wurden, und die iiberall in M die Un- 
erfillt, wird in derselben Punktmenge 2% noch der Ungleichung 
—1—F,(P) <f(P) s1— FP) 
unterworfen; diese Ungleichung ist mit den obigen beiden Bedingungen 
in Einklang. Da nun fiir jeden Punkt P von Dt 


If(P) + Fo(P)| 1 
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ist (an den Stellen P,, P,,..., P, gilt das Gleichheitszeichen), so folgt — 


wie oben — dab f= @, pe, 8, =e, 
ein zweites — von dem obigen verschiedenes — Wertsystem ist, fiir das 
das Maximum von (8) seinen kleinsten Wert (= 1) annimmt. Mit anderen 
Worten, die Tschebyscheffsche Anniiherung der soeben konstruierten Funk- 
tion f(P) durch die Funktionen f,(P), ...,f,(P) ist nicht eindeutig. 

Wir erhalten also das folgende Theorem: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap zu jeder in M 
stetigen Funktion f(P) ein und nur ein Wertsystem x,, 2,, ..., 2, existiere, 
fiir das das Minimum der Funktion 

\f(P) + eA (P) + AP) +--+ + ef (P)| 
seinen kleinsten Wert annimmt, ist die, dab mit Ausnahme des trivialen, 
Wertsystems x, = 2%, --- = 2, =O fiir kein anderes Wertsystem die in M 
stetige Funktion x,f,(P) + 2, f,(P)+ --- +2,f,(P) in dieser Punktmenge 
mehr als n—1 Nullstellen besitze. 

Ist I ein zweidimensionales Gebiet, so sind die Bedingungen unseres 
Satzes fiir »>2 nie erfillt. In der Tat, man kann in diesem Falle die 
GréBen z,,..., x, derart bestimmen, da8 die Funktion z,/,(P) +---+ 2,f,(P) 
an einer inneren Stelle dieses Gebietes positiv, an einer anderen inneren 
Stelle aber negativ ausfalle; es muB daher diese stetige Funktion an 
unendlich vielen Stellen den Wert Null annehmen. 

Fiir zwei- (und mehr-) dimensionale Gebiete also existiert kein Funk- 


— A(P), fi(P) ++» f.(P) (v2 2) 
von der Beschaffenheit, daB die Tschebyscheffsche Anniherung jeder stetigen 
Funktion in diesem Gebiet durch diese Funktionen eindeutiy sei.*) 


*) DaB die Polynome von zwei Veriinderlichen keine eindeutige Techebyscheffsche 
Ann&herung liefern, hat bereits Tonelli a.a. 0. bewiesen. 
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Uber die Einordnung des Hauptsatzes der Uniformisierung in 
die WeierstraBische Funktionentheorie. 


Von 


Lupwic BresersBacn in Frankfurt am Main. 


Einleitung. 


Der Hauptsatz der Uniformisierung ist zweifellos ein Satz der 
Funktionentheorie. Denn er handelt von der eindeutigen analytischen 
Parameterdarstellung mehrdeutiger analytischer Funktionen. 

Alle bisher bekannten Beweise dieses Satzes benutzen aber Hilfsmittel 
der analysis situs oder Sitze aus der Potentialtheorie. Sie fihren also 
zwiefach aus dem Rahmen der WeierstraBischen Funktionentheorie*) 
heraus. In noch erhéhtem MaBe ist dies bei den auf Au = oder auf 
Variationsmethoden beruhenden Beweisen der Fall. Von ihnen soll aber 
weiter nicht die Rede sein. Hilfsmittel der analysis situs benutzen vor 
allem die Kontinuitatsmethoden, die sich dazu nur auf algebraische Funk- 
tionen beziehen. Hiilfsmittel der analysis situs bilden aber auch einen 
wesentlichen Bestandteil der Koebeschen Methoden. Herr H. A. Schwarz 
hat durch das topologische Mittel der Uberlagerungsfliche den Uniformi- 
sierungssatz auf den Haupteatz der konformen Abbildung zuriickgefiihrt. 
Thr Aufbau geschieht — namentlich Hr. Koebe hat dies Annalen 67 und 
Crelle 139 ausfiihrlich dargelegt — auf Grund eines héchst genauen Ein- 
gehens auf die topologischen Eigenschaften des zu uniformisierenden Ge- 
bildes. An dieser topologischen Grundlage hat bis zu dieser Arbeit nie- 
mand zu rihren gewagt. 


*) Das Hauptkennzeichen derselben sehe ich in dem Vermeiden der topo- 
logischen Betrachtungen und in dem Operieren mit den Vektoren statt mit den 
einzelnen Komponenten. In dem Vermeiden des Integralbegriffes und dem rein 
potenzreihentheoretischen Aufbau der Theorie sehe ich nur eine historisch durch das 
Streben nach Kiirze und Exaktheit bedingte, aber heute unter verinderten Verhilt- 
nissen nicht aufrecht zu erhaltende Begleiterscheinung. Ich will diese Auffassung 
bei anderer Gelegenheit durch Stellen bei WeierstraB selbst belegen. Das vektorielle 
Operieren bedeutet weit mebr als cine Art Kurzschrift. Zablreiche Beispiele lassen 
vielmehr erkennen, dafi darin eine bedentende gedankliche Vereinfachung liegt 
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Der gerade erwihnte Hauptsatz der konformen Abbildang handelt 
von der Abbildung des allgemeinsten (unendlich vielblittrigen) einfach- 
zusammenhangenden Bereiches auf einen Kreis. Dieser Satz wird durch 
einen Grenziibergang aus dem spezielleren auf endlichvielblittrige Bereiche 
sich beziehenden Satz gewonnen. Sowohl dieser spezielle Satz wie der 
Grenziibergang wird mit potentialtheoretischen Mitteln erledigt. Das ist 
die zweite Stelle, wo der erste Koebesche Beweis des Hauptsetzes der 
Uniformisierung den Rahmen funktionentheoretischer Mothodik verliBt. 

Die Vermeidung der potentialtheoretischen Mittel wird zuerst in einer 
Arbeit von Herrn Plemelj*) als Ziel hingestellt. Seine Umgestaltung des 
Koebeschen Konvergenzbeweises nahert sich etwas dem funktionentheo- 
retischen Ideal, ohne es jedoch zu erreichen. 

Mittel zur rein funktionentheoretischen Gestaltung des Konvergenz- 
beweises bietet auch die III. Mitteilung Koebes in den Gétt. Nachr. von 
1908. Indessen wird auch da die dem Grenziibergang zu unterziehende Ab- 
vildung der Naherungsbereiche noch durch potentialtheoretische Mittel 
geleistet. Diese erscheinen bei Koebe zwar in einer Note in den Leipz. 
Ber. von 1914 beseitigt, indessen nur auf Kosten einer verstirkten In- 
anspruchnahme topologischer Hilfsmittel. 

Grundlegende Bedeutung gewann erst Carathéodorys Arbeit in der 
Schwarzfestschrift von 1914. Hier hat Herr Carathéodory die Grund- 
aufgabe, die Kreisabbildung des endlichvielblattrigen einfachzusammen- 
hangenden Bereiches, ohne die Hiilfsmittel der Potentialtheorie erledigt, 
dadurch, da& er einen funktionentheoretischen Ersatz des Schwarzschen 
alternierenden Verfahrens gab. Durch diese Arbeit wird zum ersten Male 
eine rein funktionentheoretische Konstruktion der Naherungsfunktionen 
geleistet. Es lag nahe, nunmehr aufs Neue eine zusammenhingende Be- 
handlung des Hauptsatzes zu geben. Hr. Koebe**) hat denn auch kiirzlich 
eine ausfihrliche Darstellung dieser Dinge veréffentlicht. 

In der nachfolgenden Arbeit ist zuniichst ein etwas anderer und, wie 
ich glaube, kiirzerer Beweis gegeben. Er beruht auf meinen Fiichen- 
inhaltssitzen -iiber Kreisabbildung. Diese sind ja durch Herrn Fabers, 
Herrn Picks und meine eigenen Arbeiten als die eigentliche Wurzel der 
verschiedenen Koebeschen Verzerrungssitze erkannt. Und spezielle solche 
Verzerrungssitze sind es ja, die seit Koebe die Konvergenzbeweise be- 
herrschen. Ich vermeide dieselben und verwende direkt meine Flichen- 


*) J. Plemelj, Die Grenzkreisuniformisierung der analytischen Gebilde. Monateb. 
f. Math. und Phys. Bd. 28 (1912), S. 297—304. 

**) P. Koebe, Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung III, Crelles 
Journal 147 (1917), S. 67—104. 
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sitze und erziele durch dieses Zurfickgehen auf die Wurzel eine betricht- 
liche Vereinfachung. 

Damit ist nun aber ein Nachweis des Hauptsatzes der Uniformisierung 
im Rahmen der WeierstraBischen Funktionentheorie noch nicht geliefert. 
Denn bis jetzt sind ja die topologischen Betrachtungen noch nicht ausge- 
schaltet. Und damit friBt noch immer ein Erziibel am Marke der Funktionen- 
theorie. In der Erkenninis, daB die Hiilfsmittel der analysis situs fiir den Be- 
weis des Hauptsatzes der Uniformisierung villig iiberfliissig sind, ja daB jedes 
Eingehen auf die topologischen Eigenschaften des zu uniformisierenden Gebildes 
ein Abirren vom Ziel bedeutet, in dieser Erkenntnis liegt das Hauptergebnis 
der folgenden Arbeit.*) Diese Erkenntnis ist der SchluBstein zu einer 
Einordnung der Uniformisierung in die WeierstraBische Funktionentheorie. 

Das hier benutzte Verfahren zum Aufbau der Uberlagerungsfliche ist 
eine Modifikation der Methode, mit deren Hilfe WeierstraB das analytische 
Gebilde aus seinen Elementen gewonnen hat. Mit dem stufenweisen Auf- 
bau der Flache schreitet die Uniformisierung des Gebildes Schritt fir 
Schritt vor. Ich bediene mich allerdings statt der WeierstraBischen Zer- 
legung des Gebildes in Elemente, die stiickweise iibereinander greifen, einer 
Zerlegung in gebietsfremde dreieckige Elemente. Unter unmittelbarer 
Verwendung der WeierstraBischen Elemente habe ich den Beweis in einer 
Vorlesung des Wintersemesters 1916/17 vorgetragen. Seitdem habe ich mich 
aber tiberzeugt, daB die Verwendung der erwaihnten von Herrn Wey]! bei 
gestaltlichen Betrachtungen in die Theorie eingefiihrten dreieckigen Ele- 
mente vorzuziehen ist. So erhalt man zugleich Anschlu8 an den Begriff 
der Riemannschen Mannigfaltigkeit.**) Fir diese wird hier zum ersten- 
male ein direkter Beweis des Uniformisierungssatzes gegeben. Das be- 
deutet aber zugleich einen rein funktionentheoretischen***) Beweis des 
Hauptsatzes der Riemannschen Funktionentheorie, wonach jede Riemannsche 
Mannigfaltigkeit als Trager eines analytischen Gebildes aufgefabt werden 
kann. Zagleich liefern meine Betrachtungen einen Beweis des allgemeinen 
Hauptsatzes der konformen Abbildung, wonach jeder beliebige einfach- 


*) Eine Andeutung fiir die vermutungsweise Richtigkeit dieser Tatsache kann 
man schon der (allerdings nur fir den algebraischen Fall durchgefihrten) auf die 
Differentialgleichung Au = e* fihrenden Methode entnehmen. 

**) Auch Hr. Koebe behandelt Crelle 147 die konforme Abbildung Riemannscher 
Mannigfaltigkeiten. Indessen schwenkt er sehr bald wieder zu Kreisscheiben- 
bedeckungen ab. Zwar trigt er dadurch ein neues topologisches Element in die Be- 
trachtung, zwar liSt er damit unndtigerweise die zugrunde gelegte Definition der Rie- 
manpechen Mannigfaltigkeit im Stich, aber er erreicht so immerhin einen engeren 
Anschlu8 an die iuBere Fassung einer von Herrn Carathéodory behandelten Aufgabe- 

***) Ein Beweis also, frei von Potentialtheorie, der sich auf keinerlei gestaltliche 
Bigenschaft der Riemannschen Mannigfaltigkeit stitzt. 
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zasammenhingende Bereich auf einen Kreis abgebildet werden kann. 
Allerdings ist von meinem Standpunkte aus die Méglichkeit dieser Ab- 
bildung selbst als Definition des einfachen Zusammenhanges einer Rie- 
mannschen Mannigfaltigkeit anzusehen. Im Gegensatz zu dem Schwarz- 
sehen Ansatz und der darauf beruhenden Koebeschen Gesamtauffassung, 
aber im Einklang mit der Weylschen Definition des einfach zusammen- 
hingenden Bereiches erscheint so fiir meinen Standpunkt der Hauptsatz der 
Uniformisicrung nicht als Anwendung des allgemeinen Hauptsatzes der kon- 
formen Abbildung, sondern vielmehr als ein weit allgemeinerer Satz, der 
diesen selbst als ganz spesiellen Fall enthiilt. 

Statt ans Ende wird durch diese Arbeit der Hauptsatz der Uniformi- 
sierung an die Spitze der Theorie der mebrdeutigen Funktionen gestellt. 
Wie diese selbst dann auf dieser Grundlage zu entwickeln ist, will ich 
bei anderer Gelegenheit darstellen. 

§ 1. 
Problemstellung. 


Bei dem Hauptproblem der Uniformisierung handelt es sich zuniichst 
um die eindeutige analytische Parameterdarstellung eines beliebig ge- 
gebenen analytischen Gebildes. Um sie zu gewinnen, gehen wir von der 
Tatsache aus, daB durch die WeierstraBische Zerlegung des Gebildes in 
Elemente eine Uniformisierung in gewissem Umfange schon gegeben ist. 
Es ist nimlich damit fir die Umgebung einer jeden Stelle algebraischen 
Charakters in bekannter Weise die Uniformisierung geleistet. Diese Stellen 
des Gebildes sollen innere Stellen heiBen. Es handelt sich weiter darum, 
zu einer tiber das ganze Gebilde hin yiiltigen Parameterdarstellung zu 
gelangen. Es sollen also zwei bis auf Pole in ihrem Existenzbereich 
regulire eindeutige Funktionen ¢(f) und m(¢) gefunden werden, so dab 
die Wertepaare z, @ gerade (ein- oder mehrmals) die inneren Stellen des 
Gebildes erschépfen. 

Ein jedes Funktionselement erscheint durch seinen Parameter t um- 
kehrbar eindeutig auf die Stellen eines schlichten Gebietes der r-Ebene 
abgebildet. Die Stellen des Gebildes, welche in innere Punkte dieses Ge- 
hietes tibergehen, mégen innere Punkte des Elementes heiBen. Eine auf 
dem Gebilde erklirte Funktion heiBt an einer Stelle analytisch, wenn sie 
als Funktion eines der uniformisierenden Parameter*) dieser Stelle ana- 


*) Und damit aller, denn die verschiedenen uniformisierenden Parameter einer 
Stelle gehen durch umkehbrbar eindeutige analytische Substitutionen auseinander 
hervor. Jeder uniformisierende Parameter liefert die Darstellung eines Elementes. 
Diese Elemente gelten nur dann als gleich, wenn sie in ihren inneren Stellen iiber- 
einstimmen. 
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lytisch ist. Eive Abbildung heiBt winkeltreu, wenn sie auf die Ebene 
eines der Parameter iibertragen im iblichen Sinn winkeltreu ist. Man 
kann bekanntlich in mannigfacher Weise abzahlbar viele Elemente heraus- 
greifen, welche das ganze Gebilde erschépfen. Die ausgewihlten Ele- 
mente werden aber im allgemeinen innere Punkte gemeinsam haben. 
Jedoch la8t sich leicht zeigen, dab man die Auswahl so treffen kann, 
daB keine zwei der Elemente innere Punkte gemeinsam haben, und daé 
die inneren Stellen des Gebildes mit der Gesamtheit der inneren und Rand- 
stellen der Elemente genau tibereinstimmen. Am einfachsten ist es, die 
Elemente dreieckig zu wahlen. Der Parameter des Elementes durchliuft 
dann ein krummlinig begrenztes Dreieck seiner Ebene mit nicht ver- 
schwindenden Winkeln. Seine Grenze wird von drei noch in den Ecken 
analytischen Kurvenbogen gebildet. Jeder dieser Randbogen liefert gewisse 
Stellen des Gebildes, die bei genau einem weiteren der Elemente auftreten. 
Die Kanten der verschiedenen Elemente sind also paarweise durch ana- 
lytische Substitutionen umkehrbar eindeutig einander zugeordnet. Das 
analytische Gebilde erscheint so parzelliert, oder wie Hr. Weyl, der bei 
gestaltlichen Betrachtungen die dreieckigen Elemente eingefiihrt hat, sagt: 
trianguliert. Fir die Méglichkeit der Triangulierung hat Hr. Weyl einen 
sehr kurzen Beweis gegeben. Ich verweise auf Seite 32f. seines schénen 
Buches: Die Idee der Riemannschen Fliche. Hier sei nur bemerkt, nicht 
naher ausgefiihrt, daB man ebenso bequem die Triangulierung im un- 
mittelbaren AnschluB an den ProzeS der analytischen Fortsetzung ge- 
winnen kann. Man hat nur dreieckige Elemente analytisch fortsetzend 
aneinanderzureihen. 

Durch diese Triangulation erkennt man das analytische Gebilde als 
Spezialfall der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Darunter versteht man 
den Inbegriff einer Anzahl gleichorientierter Dreiecke, welche von je drei 
noch in den Ecken analytischen Bogen begrenzt sind. Diese sind die Ele- 
mente der Mannigfaltigkeit. Ihre Kanten sind paarweise, gegensinnig, durch 
analytische Substitutionen einander zugeordnet. Zwei zugeordnete Kanten 
gehiren stets verschiedenen Elementen an. Die Kanten, welche eine Ecke 
gemeinsam haben, bilden einen Zyklus. Niemals sollen zwei verschiedene 
Ecken desselben Elementes einem Zyklus angehéren.*) Die an einem 
Zyklus beteiligten Dreiecke machen eine Umgebung jener Ecke aus. Diese 
kann auf die schlichte Umgebung eines Punktes einer komplexen Ebene 


*) Das ist natiirlich in keiner Weise eine Beschrinkung in der Allgemeinheit 
der zur Betrachtung herangezogenen Mannigfaltigkeiten. Das bedeutet vielmebr nur 
eine Beschrinkung der zugelassenen Triangulierung. Diese kann stete der Forderung 
gemaS gew&hit werden. Zwei Mannigfaltigkeiten sehen wir als identisch an, wenn 
sie umkehrbar eindeutig und winkeltreu aufeinander abgebildet werden kénnen. 
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winkeltreu abgebildet werden. Damit ist folgendes gemeint. Es soll 
méglich sein*), durch gewisse Funktionen die an die Ecke anstoBenden 
Dreiecke einzeln ihrer zyklischen Reihenfolge gemaB auf gewisse andere 
Dreiecke einer Ebene abzubilden derart, daB diese die volle Umgebung 
eines Punktes ausmachen und die zugeordneten Kanten der verschiedenen 
Elemente so vereinigt sind, daB je zwei zugeordnete Punkte der betreffenden 
Kanten einen einzigen Punkt liefern. Die verschiedenen benutzten Funk- 
tionen sollen im Innern und auf dem Rand der Elemente regular sein. 
Eine auf der Mannigfaltigkeit erklarte Funktion heiBt dann in jener Ecke 
regulir, wenn sie nach ihrer Verpflanzung in die eben eingefiihrte Ebene 
im tiblichen Sinne regular ist. Eine Abbildung heiBt dort winkeltrenu, 
wenn sie nach ihrer Verpflanzung in jene Ebene im itiblichen Sinne winkel- 
tren ist. Uber diesen im Laufe der Jahrzehnte herauspraparierten hier 
nur angedeuteten Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeit kann man sich 
naher im Weylschen Buche und in der erwihnten Arbeit Koebes orientieren. 

Ich formuliere nun den weiter zu beweisenden Hauptsatz der Uni- 
formisierung gleich fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Ich gebe ihm 
folgende Fassung: 

1. Man kann auf mannigfache Weise die Riemannsche Mannigfaltig- 
keit derart auf einen Bereich einer t-Ebene abbilden, daB alle auf der 
Riemannschen Mannigfaltigkeit (unverzweigten und) bis auf Pole regu- 
laren Funktionen, eindeutige Funktionen von ¢ werden, die in jenem 
ganzen Bereich von rationalem Charakter sind. 

2. Wesentlich nur auf eine Weise ist die Aufgabe liésbar, wenn man 
noch verlangt, daB die Abbildungsfunktion selbst auf der Riemannschen 
Mannigfaltigkeit unverzweigt ist. Der Bereich der ¢Ebene ist dann ein- 
fachzusammenhingend und kann also als Kreis gewahlt werden. Dann 
ist die Abbildungsfunktion bis auf eine lineare Transformation bestimmt. 

Die Abbildung der Riemannschen Mannigfaltigkeit ist natiirlich im 
allgemeinen nicht umkehrbar eindeutig. Ist sie aber umkebrbar eindeutig, 
s0 heiBt die Mannigfaltigkeit einfach zusammenhingend. 


§ 2. 
Ein Konvergenzsatz. 


Dem eigentlichen Beweisgang miissen einige Vorbereitungen voraus- 
geschickt werden. Er wird sich zeigen, daB sie die im Beweise des Haupt- 
satzes auftretende Konvergenzbetrachtung véllig beherrschen. 

Satz. Es sei eine unendliche Folge von schlichten Bereichen B,, B,,,.. 


*) Es la8t sich (vgl. Koebe: Crelle 147) zeigen, daB diese Bedingung eine Folge 
der iibrigen ist. 
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vorgelegt. Sie mégen alle den Nullpunkt ihrer Ebene enthalten. Es soll 
eine in B, eindeutige und regulire Funktion /, geben, fir welche /,(0) = 
und f,(0) = 1. Sie soll das Invere von B, umkehrbar eindeutig auf einen 
Teil von B,,, abbilden. (Am Rande kénnen mehrere Punkte von J, den: 
selben Punkt von B,,, liefern.) Ferner soll es eine Funktion @, geben, die 
in B, regular ist, fir welche p,(0)=0 und g/,(0) —1 ist. Sie soll B, umkebr- 
bar eindeutig auf denKreis |g,|<r, abbilden. Auf Grund jener Beziehung 
zwischen B, und B,,, kénnen alle g-Funktionen von g, , , an als Funktionen 
von , aufgefabt werden; sie sind dann in B, eindeutig und regular. 

Die +, konvergieren gegen einen endlichen oder unendlichen Grenz- 
wert. Die Funktionen go, konvergieren dann gleichmaBig in jedem in- 
neren Teilbereich von B,. ' 

Zusatz 1. Die Grenzfunktion vermittelt eine schlichte Abbildung 
eines jeden Teiles von B.. 

Zusatz 2. Falls G irgend ein innerer Teilbereich des Grenzkreises 
ist, so enthalt bei gentigend hoher Nummer das durch die Grenzfunktion 
vermittelte Bild von B, diesen Bereich G. 

Da B, auf einen Teil von B,,, abbildbar ist, so wachsen wie z. B 
auch aus meinen Extremalsitzen*) folgt, die Radien r, der Kreise, auf 
die die Abbildung erfolgt, stiindig. Der Radius des Grenzkreises kann 
endlich oder unendlich sein. 

Wir trennen im Beweis die beiden Fille eines endlichen und eines unend- 
lichen Grenzkreises. Ich beginne mit dem Fall des endlichen Grenskreises. 

Hier stiitze ich den Beweis auf eine Flacheninhaltsbetrachtung, deren 
funktionentheoretischen Nutzen ich schon bei zwei Gelegenheiten aufge- 
wiesen habe.**) 

Wenn F(z) = 2+ a,2*+.--- im Kreise |z|< R regular ist, so ist 
der Inhalt des Bildbereiches, den man bei Abbildung des Kreises durch 
diese Funktion erhalt, bekanutlich durch 


a(R* + 2\a,/*RA+---+nja,/*?R*+---) 
gegeben. Falls dieser Inhalt nun um weniger als ze? den Inhalt xf 
tbertrifft, so ergibt sich daraus sofort, daB fir |z|<¢ R stets | F(s)—2| < **- 
Diese recht einfache Bemerkung liefert schon unseren Konvergenzsatz 


restlos. Um das einzusehen, nehme ich an, daB r der Radius des Grenz- 
kreises ist. Ich wihle N so groB, dab |r? — r?| < é fir n>N. Dann 


*) Bieberbach: 1. Zur Theorie und Praxis der konformen Abbildung. Pal. Rend. 
Bd. 38 (1914), S.98—112. 2. Uber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen, welche 
eine schlichte Abbildung des Einheitskreises vermitteln. Berl. Sitzgs.-Ber. 1916, 
8. 940—955. 3. Einfiihrung in die konforme Abbildung. Berlin 1915. 
**) Bieberbach a a. 0. 1 u. 3 
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bildet jedenfalls g,,, aufgefaBt als Funktion von g, den Kreis r, (Bild 
von B, durch g,) auf einen Teilbereich eines Kreises vom Radius r,,, 


ab, also jedenfalls auf einen Bereich, dessen Inhalt um weniger als x* 


eo" 


gréBer ist. Daher ergibt sich |g,,, — 9,| <_=—— sobald|y,|<er,. Nun 
sei m eine feste, d. h. von ¢ unabhingige Nummer kleiner als N. Dann 
geht nach dem Schwarzschen Lemma bei der nach unseren Voraus- 
setzungen mdglichen Abbildung des Kreises r,, auf einen Teil von r, der 
Kreis gr,, in einen Teil von gr, tiber. Fasse ich daher alle m-Funktionen 
als Funktionen von g,, auf, so gilt in ganz er, von einem gewissen n 
an flir beliebiges h die Abschitzung |p,,,—9,|<;"*.- Eine analoge 
Abschatzung gilt dann aber auch in dem gr,, entsprechenden Teil von B,. 
Damit ist schon der Satz bewiesen. 

Wir wenden uns zu den beiden Zusiitzen. Der erste Zusatz ist eine 
Folge der bekannten Tatsache, daB eine gleichmiBig konvergente Folge 
schlicht abbildender Funktionen entweder eine schlicht abbildende oder 
eine konstante Grenzfunktion besitzt. Dies kann man wohl am unmittel- 
barsten auf Grund des folgenden bekannten Satzes einsehen: die beiden 
Funktionen f(z) und f(s) + g(#) haben sicher dann in B gleichviel Null- 
stellen, wenn am Rande |g|<|/| bleibt. Denn da die Ableitung der 
Grenzfunktion im Punkte 0 gleich Eins ist, kann die Grenzfunktion nicht 
konatant sein. Sei dann a ein Wert, den die Grenzfunktion @ im Innern 
und nicht am Rande des Bereiches annimmt, so gibt es eine Zahl 3, so 
daB am Rande |m—a|>0@. Sei dann «<4 eine weitere positive Zahl 
und sei * so gewahit, dab am Rande |g — g,| <<, dann nimmt g, den 
Wert a ebenso oft an, wie mg. Also nimmt ihn auch g nur einmal an. 
Die durch » vermittelte Abbildung kann also nur schlicht sein. 

Wir kommen zu Zusatz 2. Er liegt in unserer Konvergenzbetrach- 
tung schon mitbegriindet. Denn wenn wir die Grenzfunktion @ als Funk- 
tion von g, auffassen, so vermittelt sie eine schlichte Abbildung des 
Kreises r,. Daher gilt in gr, die Abschitzung |p — 9, |< 9’ w= 2 
Daher geht bei der Abbildung durch die Grenzfunktion der Rand von 
er, in eine Kurve tiber, die vom Kreis gr, um s0 weniger abweicht, je 
gréBer wir die Nummer » wihlen. Ich wihle nun g und die Nummer NV 
20, daB fiir n > N der Kreis gr, den Bereich G des Zusatzes 2 ganz im 
Innern enthilt. Dann folgt aus der angestellten Betrachtung die Richtig- 
keit von Zusatz 2. 

Ich komme nun zum Fall eines unendlichen Grenskreises. Ich nehme 
zunachst in allen Bereichen die Transformation ¢ — - vor, so daB jeder 
den unendlich fernen Punkt enthalt, und daB alle Funktionen in seiner 

22° 
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Umgebung Entwicklungen der Form ¢ + a + = +--+ besitzen. Aus den 
Bereichen B, mégen die Bereiche B, werden. Aus den Kreisen r, die 
Kreise mit den gegen Null strebenden Radien r. Alle haben den Null- 
punkt zum Mittelpunkt. Die Funktionen der Folge sind wieder mit 9, 
bezeichnet. ¢, sei das Absolutglied der um den unendlichfernen Punkt 
geltenden Entwicklung von g,. Dann setze ich go, = ©, +c, und be- 
weise zunichst die Konvergenz der ®,, alsdann die der c, und damit die 
der g,. Ich will also zunichst folgenden Satz beweisen: Eine Folge 
schlichter Bereiche B,, B,,... enthalte den unendlichfernen Punkt. B, wird 
durch eine Funktion /, auf einen Teil von B,,, abgebildet. B, wird 
durch ®, auf das AuBere eines Kreises vom Radius r’, abgebildet. Alle 
vorkommenden Funktionen (f, und ®,)*) sollen in der Umgebung des un- 
endlichfernen Punktes Entwicklungen der Form z +4 +--- haben. FaBt 
man dann alle Funktionen ®, fiir » >m als Funktionen von ®,, auf, so 
konvergieren sie gleichmaBig in jedem inneren Teilbereich von B,,. 

Der Beweis dieses Satzes ist durchaus analog dem bei endlichem 
Grenzkreis gefiihrten. Statt der dort verwendeten Inhaltsabschitzung hat 
man jetzt eine andere von mir in meiner Arbeit in den Berl. Sitzber. von 
1916 angegebene zu verwenden.**) Wenn nimlich die Funktion 

F(s) =2+2+4--- 
das AuBere eines Kreises vom Radius R auf einen schlichten Bereich ab- 
bildet, so besitzt seine Komplementaérmenge einen auBeren Inhalt, welcher 
kleiner als 1(R* — os = Slat =. Sar ---) ausfallt. Da er wegen 
der Schlichtheit der Abbildung nicht negativ sein kann, so findet man 
daraus P) <R. Daher hat man fiir die Punkte im AuBeren des Kreises 


eR(e>1) die Abschitzung | F(z) —2z| < R Das ist aber eine 
GréBe, die mit R zugleich gegen Null strebt. Daraus folgt wieder der 
Beweis des Konvergenzsatzes. Ich wihle N so groB, dab fiir » > N stets 
r,<e bleibt. Die Funktion ®,,, aufgefaBt als Funktion von ®, bildet 
das AuBere von r’, auf einen Teil des AuBeren von r,,, ab. Daher gilt 
nach unserem Satz fir ® >or, stets | ®,..—@D <s« peort Nun sei 
wieder m eine von ¢ unabhingige feste Nummer kleiner ails ». Wegen 
des Schwarzschen Lemmas und der nach Voraussetzung miglichen Ab- 
bildung von B’, auf einen Teil von B’, geht bei der daraus folgenden 
Abbildung des AuBeren von r, auf einen Teil des AuBeren von 1’, das 


*) Der auf: /, sich beziehende Teil der Annahme bedeutet eine Parallelver- 
schiebung der Bj, ist also auf die Konvergenz ohne Einfiub. 
**) Vgl. auch die einfachere Ableitung des Herrn Pick: Wiener Ber. 1917, 8. 248. 
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AuBere von gr, auf einen Teil des AuBeren von er, tiber. FaSt man 
daher alle ®, als Funktionen von @,, auf, so gilt fir |®,| > er., bei ge- 
niigend groBem n und beliebigem h die Abschitzung | ®, ,, — ®,|<«- i > 
Kine analoge Abschitzung gilt daher auch in dem entsprechenden Teil 
von B. Darin liegt der Beweis des Konvergenzsatzes. 

Unser eigentliches Ziel war ein etwas anderes. Wir hatten die Kon- 
vergenz der Funktionen gy, nachzuweisen, die aus den ®, durch Addition 
der Konstanten c, hervorgehen. Die @, waren so normiert, dab die Ab- 
bildung auf das AuBere von Kreisen mit dem Mittelpunkt Null geschab. 

Zu diesem Ende bleibt noch die Konvergenz der c, zu beweisen. 
Das geht am bequemsten, wenn wir erst die durch die Grenzfunktion der 
®, vermittelte Abbildung untersuchen. DaB sie jeden der Bereiche schlicht 
abbildet, sieht man durch die beim Zusatz 1 vorhin schon befolgte Uber- 
legung ein. Unsere Abschitzung, die zum Konvergenzbeweis fihrte, liefert 
aber nun noch mehr. Zu dem Zweck fassen wir die Grenzfunktion ® 
als Funktion von ®, auf. Dann vermittelt sie eine schlichte Abbildung 


von r,. Daher haben wir in er, die Abschitzung | ®,— OL < ,— - 
Daraus entnimmt man, dab der Kreis gr, in eine Kurve tibergeht, deren 
Durchmesser mit rv, gegen Null strebt. Bei der Abbildung von r, auf 
r.,, entspricht dem Kreis gr, eine Kurve auferhalb er,,,,. Die Bilder, 
welche die Grenzfunktion von diesen Kreisen gr, entwirft, bestehen also 
aus eirer Reihe ineinanderliegender Kurven, deren Durchmesser gegen 
Null konvergiert. Daraus folgt in unserem Falle die Richtigkeit von 
Zusatz 2. 

Da nun aber durch Addition der Konstanten c, der Kreis 7, in einen 
den Nullpunkt umschlieBenden Kreis ‘ibergefiihrt wird, so ist jedenfalls 
—c, ein Punkt aus dem Inneren des Kreises r,. Da diese Kreise aber 
beliebig weéenig von den Bildern abweichen, die die Grenzfunktion von 
ihnen entwirft, und da die Punkte aus dem Inneren dieser Bildkurven 
simtlich gegen einen einzigen Punkt konvergieren, wie wir vorhin sahen, 
so konvergieren also auch die — ¢, gegen einen bestimmten Wert. 

Damit ist nun auch die Konvergenz der g, eingesehen. Gehen wir 
wieder zur reziproken Ebene tiber, so haben wir den in Aussicht ge 
nommenen Konvergenzsatz samt seinen beiden Zusitzen véllig bewiesen. 


§ 3. 
Ein Hiilfssatz tiber Eckenabbildung. 
Wir befassen uns in diesem Paragraphen mit der konformen Ab- 
bildung eines einfach zusammenhiangenden schlichten Bereiches auf einen 
Kreis. Insbesondere mégen an der Begrenzung des Gebietes zwei in einem 
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Punkte zusammenstoBende analytische Kurven beteiligt sein. Die Kurven- 
bogen sollen bis in diese Ecke analytisch sein und da unter von Null 
verschiedenem Winke! zusammentreffen. Durch eine langs eines Stiickes 
der reellen ¢-Achse analytische Funktion wird also der Kurvenbogen auf 
dieses Stiick abgebildet. Wir setzen noch voraus, daB die Ableitung dieser 
Funktion nirgends auf dem Bogen verschwinde. Man kann kurz sagen, es 
liege eine analytische Ecke vor. Uber das Verhalten der Abbildung in 
einer solchen analytischen Ecke haben wir im niichsten Paragraphen 
einen auch sonst wichtigen Satz nétig. Wir wollen ihn jetzt ableiten. 
Der Satz lautet: 


Bei der Abbildung einer analytischen Ecke auf eine andere analy- 
tische Ecke wird ein geniigend kleiner die Ecke enthaltender Winkelraum 
beliebig groBer Winkeléffnung auf ein Gebiet abgebildet, dessen einziger 
Windungspunkt in dem Bild der Ecke liegt. Durch eine passende nur in 
der Ecke verzweigte Wurzeloperation kann also der ganze Winkelraum 
schlicht abgebildet werden.*) 


Zam Beweise fiihre ich zunichst eine in der Umgebung der Ecke 
winkeltreue und schlichte Hiilfsabbildung aus. Dieselbe sei so gewihlt, 
daB die eine Begrenzungskurve der Ecke in eine gerade Linie ibergelit. 
Wegen des analytischen Charakters der Ecke ist dies méglich. 


Nun spiegele ich die Ecke an ihrer geradlinigen Begrenzung. Dann 
mache ich wieder durch eine winkeltreue Hiilfsabbildung die eine Grenze 
geradlinig und spiegele wieder. So abwechselnd fahre ich fort. Nun wird 
schon jeder Leser tibersehen, wie ich zunichst einen an die Ecke an- 
schlieBenden Winkelraum beliebig groBer Offaung erhalten kann. Ich 
kann nun noch durch einen dritten Kurvenbogen von diesem Winkelraum 
einen Bereich B mit Ecke abschneiden, der selbst durch die beschriebenen 


*) Herr Painlevé (C. R. 112) und Herr Lichtenstein (Crelle 140) haben noch dic 
Winkelproportionalitat der Eckenabbildung erkaunt. Unsere Uberlegung wiirde die 
Winkelproportionalitat auf unsere anstoSenden Winkelraume iibertragen. Der so ent- 
stehende Satz spielt meines Erachtens eine wichtige Rolle in der Mittag-Lefflerschen 
Theorie der analytischen Fortsetzung. Denn er ermdglicht erst in allgemeinen Fallen 
die Anwendung eines von Herrn M. Riesz (Pal. Rend. 30 (1910), 8. 839—345) ange- 
gebenen Hiilfseatzes. Herr Riesz selbst hat nur bei einer speziellen erzeugenden Figur 
seinen Satz angewandt. Herr Mittag-Leffler selbst bemerkt gelegentlich (Minch. Ber- 
1915, S. 142), die Anwendbarkeit des Rieszechen Satzes sei auf spitzwinklige stern- 
erzeugende Figuren beschrankt. Bei dieser Sachlage glaube ich, daB die genannten 
Herren die Rolle tibersehen haben, die der hier angegebene Sats als Bindeglied spielt. 
Er verlangt nur analytischen Charakter der die Ecke bildenden Kurven. Also kénnen 
sogar gewisse nicht schlichte sternerzeugende Figuren in Betracht gezogen werden. 
Damit werden zum ersten Male mehrbliattrige Sterne in die Mittag-Lefflereche Theorie 
eingefiihrt. 
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Prozesse aus einem an den Ausgangswinkel anschlieBenden Bereich hervor- 
geht und der auch wie der Winkelraum héchstens in dem Scheitel der Ecke 
einen Windungspunkt besitzt. Den Bereich B bilde ich nun auf das Innere 
eines Kreises ab. Wenn ich annehme, da8 ich vorhin im ganzen » mal ge- 
spiegelt habe, so zerfallt nun dieser Kreis in 2" durch Spiegelungen aus 
einander hervorgehende Kreisbogendreiecke, die im Bildpunkt der Ecke eine 
Ecke gemeinsam haben. Eines dieser Dreiecke entspricht nun der Ecke 
von deren Abbildung wir ausgingen. Bilden wir dieses nun noch auf einen 
Kreis ab, so werden dabei bekanntlich in jener Ecke alle Winkel auf das 
2"-fache vergréBert. So erkennt man die Richtigkeit des Satzes zuniichst 
fiir die Abbildung der speziellen an die Ecke anstoBenden Bereiche, welche 
wir benutzten. Aber bekanntlich ist damit schon das Verhalten der Ab- 
bildung irgendwelcher anderer Bereiche in der Umgebung jener Ecke be- 
stimmt, so daB unser Satz voll bewiesen ist. 

Mit Riicksicht auf den folgenden Paragraphen wollen wir nun von 
diesem Satze eine Anwendung machen. Aus zwei Kreisen mige auf die 
bei den Riemannschen Mannigfaltigkeiten im ersten Paragraphen beschrie- 
bene Weise ein neuer Bereich entstehen. Es mége nimlich durch eine 
umkehrbar eindeutige analytische Beziehung mit nirgends verschwinden- 
der Ableitung ein Bogen AB des einen Kreises K einem Bogen 4, B, 
des anderen K, zugeordnet sein. Wir machen iiber diese Randerzuorduung 
noch folgende Voraussetzung. Es soll méglich sein, die Umgebung des 
Punktes A, soweit sie dem Kreis K angehért, auf ein schlichtes von 
analytischen Kurven begrenztes Dreieck einer ¢-Ebene abzubilden. Das 
Gleiche soll von der Umgebung von A, gelten, soweit sie dem Kreis K, 
angehért. Es soll méglich sein, dabei diese Abbildungen so zu wihlen, 
daB die an der Abbildung beteiligten einander zugeordneten Punkte der 
Bogen AB und A,B, in identische Punkte tibergehen. (Das ist eine Be- 
dingung analog der, die wir im § 1 bei den Ecken der Riemannschen 
Mannigfaltigkeiten antrafen.) Das Gleiche soll bei den Punkten B und 
B, gelten. 

Dann gibt es einen an den Bogen A,B, anstoBenden Teilbereich G, 
des Kreises, welcher auch sonst von analytischen Kurvenbogen begrenzt 
ist und welcher bei A, und B, nichtverschwindende Eckenwinkel auf- 
weist und welcher durch die Rianderzuordnung auf einen an den Bogen 
AB angrenzenden nur bei A und B verzweigten Bereich G abgebildet 
wird. Durch eine passende Wurzeloperation kann somit der aus K und 
G zusammengesetzte Bereich auf einen einfach zusammenhingenden schlich- 
ten Bereich und im weiteren Verlauf also wieder auf einen Kreis abgebildet 
werden. 

Der Beweis flieBt leicht aus unserem Satz tiber Eckenabbildung. Die 
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beiden Dreiecke der ¢-Ebene seien etwa D und D, entsprechend den 
Kreisen K und X,. Dann wird nach unserem Satz iiber Eckenabbildung 
bei der Abbildung von D auf K die volle D, angehérende Umgebung 
des Punktes A, auf ein nur bei A gewundenes Gebiet abgebildet. Ebenso 
schlieBt man bei B. Nun bleiben noch die inneren Punkte des Bogens AB 
zu betrachten. Da wird aber ohne weiteres wegen der Eigenschaften der 
Randerzuordnung ein angrenzender Streifen auf einen schlichten an AB 
angrenzenden Streifen abgebildet. Dies zusammengenommen beweist schon 
unsere Folgerung aus dem Satz iiber Eckenabbildung. 


g 4. . 
Die beiden Grundaufgaben.*) 


Wir haben uns weiterhin in dieser Arbeit mit der konformen Ab- 
bildung Riemannscher Mannigfaltigkeiten auf gewdhnliche Bereiche zu be- 
fassen. Wir suchen also Funktionen zu bestimmen, die in den einzelnen 
Elementen der Mannigfaltigkeit und auf deren Rand abgesehen von den 
Ecken im gewdhnlichen Sinne regular sind, und die in den Ecken der 
Mannigfaltigkeit in dem im ersten Paragraphen auseinandergesetzten Sinne 
sich regular verhalten. Wenn dann das Argument einer solchen Funktion 
eine Mannigfaltigkeit durchliuft, werden die Funktionswerte einen gewissen 
Bereich durchlaufen, der dann analog wie die Mannigfaltigkeit parzelliert 
erscheint und uns so ein getreues Bild der Landerverteilung auf der 
Mannigfaltigkeit liefert. Die damit bezeichnete Aufgabe fiihrt naturgema8 
auf die nachstehend zu behandelnden Grundaufgaben: 

Erste Grundaufgabe: Zwischen zwei Bereichen, deren jeder umkebrbar 
eindeutig und winkeltreu auf einen Kreis abbildbar ist, sei dadurch eine 
Verbindung hergestellt, daB ein analytisches Randstiick des einen um- 
kehrbar eindeutig und analytisch auf ein analytisches Randstiick des an- 
deren bezogen ist. Dann soll der aus diesen beiden Stiicken zusammen- 
gesetzte Bereich umkehrbar eindeutig und winkeltreu auf das Innere eines 
Kreises abgebildet werden. In den als verschieden vorausgesetzten End- 
punkten der Bogen soll dabei die im vorigen Paragraphen bei der Folge- 
rung angegebene Bedingung als erfiillt angenommen werden. 

Nach dieser Folgerung kann dann sofort die Grundaufgabe auf die 





*) Auch Herr Koebe Jést in seiner mehrerwihnten Arbeit unsere beiden Grund- 
aufgaben. Er bebandelt sie aber als Anwendung des Hauptsatzes der konformen 
Abbildung. Daher kommt seine Lésung fir uns nicht in Betracht. Unsere Lésung 
der ersten Grundanfgabe verdient auch deshalb vor der Koebeschen den Vorzug, 
weil sie keinen Konvergenzbeweis nétig hat, sondern in endlich vielen Schritten zum 
Ziele fabrt. 


Hauptsatz der Uniformisierung. 325 


folgende Aufgabe zuriickgefiihrt werden: Zwischen zwei Kreisen ist eine 
Verbindung dadurch hergestelJt, daB ein Teilbereich des einen umkehrbar 
eindeutig auf einen Teilbereich des anderen abgebildet ist.*) Diese Bereiche 
sind wie folgt begrenzt: Einmal durch einen Kreisbogen mit zwei ver- 
schiedenen Endpunkten und dann durch je einen aus analytischen Kurven- 
stiicken bestehenden Linienzug. Mindestens einer derselben trifft seinen 
Kreis unter von Null und z verschiedenen Winkeln. Der vermége dieser 
Beziehung aus beiden Kreisen zusammengesetzte Bereich soll umkehrbar 
eindeutig und winkeltreu auf einen Kreis abgebildet werden. Das ist aber 
genau die von Herrn Carathéodory in seinem Beitrag zur Schwarzfest- 
schrift geléste Aufgabe. Mit dieser ist also auch unsere erste Grundauf- 
gabe gelést. Ich komme zur sweiten Grundaufgabe: 

Aus einem Kreis entsteht dadurch ein neuer Bereich, daB zwei in 
einem Punkte zusammenstoBende Kreisbogen analytisch umkehrbar ein- 
deutig einander zugeordnet sind. Dann ist auch dieser neue Bereich auf 
einen endlichen Kreis oder die Vollebene mit Ausschlu8 zweier Punkte 
abbildbar. Bei Anniherung an die Endpunkte der Kreisbogen bleibt die 
Abbildung stetig. 

Der Fall der Vollebene wird, wie zu vermuten ist, nur dann ein- 
treten, wenn die beiden bezogenen Kreisbogen zusammen den ganzen 
Kreisrand erschépfen. Daher wollen wir vorliutig diesen Fall zuriick- 
stellen und erst den anderen behandeln. Wir denken uns den abzubil- 
denden Bereich in unendlich vielen Exemplaren. An den einen der beiden 
zugeordneten Kreisbogen denken wir uns vermége der vorliegenden Rander- 
zuordnung ein zweites Exemplar des Bereiches angehingt. Den so ent- 
standenen Bereich kann man nach der ersten Grundaufgabe wieder auf 
einen endlichen Kreis abbilden. Dieser Kreis weist nun zwei getrennte 
Bogen auf. An jeden ist durch analytische Randerzuordnung ein neues 
Exemplar des abzubildenden Bereiches anzuheften. So fahre ich in infi- 
nitum fort. Nun wende ich den allgemeinen Konvergenzsatz des Para- 
graphen 2 an und schlieBe daraus, daB die verwendeten Funktionen im 
Inneren des abzubildenden Bereiches und im Inneren der zugeordneten 
Randkarven gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. Ich habe 
mir dazu alle Abbildungsfunktionen so normiert zu denken, daB sie in 
einem festen Punkt verschwinden und dort die Ableitang Eins haben. 
Die Grenzfunktion bildet dann den Bereich auf einen schlichten Bereich 
ab, der dem Inneren eines Kreises angehért. Dieser ist vollstaindig be- 


*) Um diesen Teilbereich ist also im Sinne der Schlu®folgerung von § 3 der 
eine der beiden Kreise aus der ersten Formulierung der Grundaufgabe erweitert 
worden. 
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deckt mit den Bildern, die dieselbe Grenzfunktion von den nacheinander 
angehingten tibrigen Bereichexemplaren vermittelt. Der Kreis hat, wie 
leicht zn sehen, einen endlichen Radius. Das kann man entweder mit 
Koebe (a. a. 0. S. 100) aus der Tatsache folgern, daB sonst die reziproke 
Funktion bei Annaherung an die nicht bezogenen Seiten der Ecke gleich- 
miaBig gegen Null konvergierte und also durchweg Null sein miBte. Man 
kann es aber auch aus der Bemerkung schlieBen, dab der Grenzkreis einen 
kleineren Radius haben muB, als der, welchen man bei Abbildung eines 
etwas vergréBerten Bereiches erhalten wiirde. 

Der Grenzkreis zerfallt nun in unendlich viele Bereiche, die aus ein- 
ander durch umkehrbar eindeutige winkeltreue Abbildung hervorgehen. 
Die Abbildung aber, welche einen Bereich in seinen Nachbarbereich tber- 
fihrt, ist durch den ganzen Kreis erklirt und fihrt jeden der Bereiche 
in seinen Nachbarbereich fiber. Sie ist umkehrbar eindeutig und also not- 
wendig linear. Sie ist entweder parabolisch oder hyperbolisch, da ja innere 
Punkte bei der Abbildung nicht festbleiben kénnen. Durch eine geeignete 
Exponentialfunktion gelingt so die Abbildung des Bereiches auf einen 
Kreisring. Geht man niimlich vom Kreis zur oberen Halbebene iiber, so 
kann die Abbildung in der Form §=—2z-+ a oder {=az mit reellem a 
angenommen werden. Die Abbildung auf den Kreisring wird dann durch 


8ix 3in 

e* * oder e™@* *” geleistet. DaB non der innere Begrenzungskreis, 
welcher dem Eckpunkt entspricht, sich auf einen Punkt reduzieren mab, 
schlieBen wir abweichend von Koebe (a. a. 0. 8. 100), dem wir bisher gefolgt 
sind, und wesentlich kiirzer als er*) daraus, dab sonst die Umkehrungs- 
funktion, welche den Ring auf die Ecke abbildet, in einem an den inneren 
Begrenzungskreis anstoBenden Giirtel von nicht verschwindender Breite 
beliebig wenig von dem Koordinatenwert der Ecke abwiche, also bei An- 
néherung an den Kreis gleichmaBig in jenen Wert tiberginge. Sie wire 
also konstant. 

Den noch zuriickgestellten Fall, daB die beiden bezogenen Kreisbogen 
die Gesamtperipherie ausmachen, kann man durch eine ganz analoge Uber- 
legung behandeln. Man kann aber auch so schlieBen. Man zeichne im ge- 
gebenen Kreis zwei konzentrische Kreise A und B. A sei der kleinere. Der 
durch B begrenzte Bereich und der durch A bestimmte Randgiirtel haben den 
durch A und B begrenzten Kreisring gemeinsam. Man bilde nun zunichst 
den Giirtel auf einen Kreis ab. Zu dem Zwecke verwandele man ihn erst 
durch Aufschneiden in einen einfachzusammenhingenden Bereich mit be- 
zogenen Randern. Durch zweimalige Anwendung des gerade eben be- 
schriebenen Verfahrens leistet man diese Abbildung. Alsdann ist noch 


*) Herr Koebe hat an dieser Stelle gute Griinde zu griferer Weitliufigkeit. 
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die Aufgabe der giirtelférmigen Verschmelzung zu lésen Das geht genau 
nach dem von Herrn Carathéodory bei seiner Aufgabe angegebenen Ver- 
fahren. Allerdings wird dabei noch ein Grenziibergang vorkommen. Er 
wird durch meinen Konvergenzsatz beherrscht. Ich habe also zwei Kreise 
mit aufeinander abbildbaren Randgiirteln. K, und Ky, seien die Rander, 
K, und K,’ ihre Bilder in den beiden Kreisen. Ich zeichne in K, den 
kleinsten XK,’ umschlieBenden Kreis K,. Ihm entspreche die Kurve K,’ 
in K,. Den durch K,’ allein begrenzten Teil von K, bilde ich auf einen 
Kreis ab. Nun spiegele ich den durch K, und K, begrenzten Kreisring 
an seinem inneren Kreis K,. Dem entspricht die Spiegelung des ent- 
sprechenden Giirtels an dem Bildkreis von K,’. Den so erweiterten Be- 
reich bilde ich ab. So fahre ich in infinitum weiter. Die benutzten Funk- 
tionen konvergieren gleichmaBig. Die Grenzfunktion bildet den zusammen- 
gesetzten Bereich auf die Ebene mit AusschluB des unendlich fernen 
Punktes ab, der in stetiger Weise dem Mittelpunkt von XK, entpricht. 
Die Abbildungsfunktion hat dort einen einfachen Pol. Das ergibt sich 
alles sofort aus dem Riemannschen Satz tiber hebbare Unstetigkeiten. 


§ 5. 
Der erste Teil des Hauptsatzes. 


Wir gehen nun wieder auf die zu uniformisierende Riemannsche 
Mannigfaltigkeit zuriick. Jedes ihrer Elemente, die wir durchlaufend 
aumeriert denken, nehmen wir in abzahlbar vielen Exemplaren, die wir 
durch den Nummern angefiigte Indizes unterscheiden. Aus diesen Exem- 
plaren soll nun eine neue Mannigfaltigkeit aufgebaut werden. Die Kanten- 
zuordnungen sollen dieselben sein, wie sie durch die gegebene Mannig- 
faltigkeit festgelegt sind. Aber es sollen nun nicht mehr stets zwei 
zugeordnete Kanten als eine Kante der Mannigfaltigkeit gelten. Das soll 
nun nur noch unter gewissen Umstinden der Fall sein. Wenn es ge- 
schieht, so wollen wir sagen, wir vereimigen die beiden Elemente, welche 
die zugeordneten Kanten besitzen, in dieser Kante. Die weitere Beschreibung 
wird dies noch deutlicher hervortreten lassen. Ich gehe von irgendeinem 
Element, etwa 1, aus. Ich bilde es auf einen Kreis ab, derart, daB ein 
Punkt 0 desselben in den Mittelpunkt des Kreises tibergeht. Dies ist der 
erste Schritt, der zu einem auf einen Kreis abbildbaren Bereich B, fihrt. 
Nun fasse ich eine Kante des Bereiches B,, d.h. also eine Kante des 
Elementes 1, ins Auge. Mége ihr etwa eine Kante des Elementes 2 zu- 
geordnet sein. Dann nehme ich das Exemplar 2, dieses Elementes und 
vereinige es der Zaordnung entsprechend mit dem Element 1,. So erhalte 
ich einen Bereich, welcher nach der ersten Grundaufgabe auf einen Kreis 
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abbildbar ist. Nun sehe ich zu, ob er etwa zugeordnete freie Kanten be- 
sitzt, welche in einer Ecke zusammenstoBen. Wenn dies der Fall ist, ver- 
einige ich beide Kanten. Den neu entstandenen Bereich kann ich nach 
der zweiten Grundaufgabe wieder auf einen Kreis abbilden.*) Alle so 
méglichen Vereinigungen fiihre ich aus und erhalte so einen Bereich B,. 
Ich sehe nun zuniichst zu, ob er noch von B, herriihrende freie Kanten 
besitzt. Eine solche Kante, und nur wenn es keine solche mehr gibt, eine 
andere fasse ich ins Auge und vereinige in ihr mit B, ein neues Element, 
etwa 3,. Dieser Vereinigung kann ich mit der Kreisabbildung wieder nach- 
kommen. Alsdann vereinige ich wieder alle zugeordneten in einer Ecke 
zusammenstoBenden freien Kanten. Auch dem kann ich mit der Kreis- 
abbildung nachkommen. So erhalte ich B,. By oder B, kénnen vielleicht 
schon auf eine Vollebene abgebildet erscheinen. Dann hat das Verfahren 
sein natiirliches Ende erreicht. Anderenfalls gibt es noch freie Kanten. 
Ich nehme eine vor, die am lingsten frei ist, d.h. eine von B, her- 
riihrende, oder wenn die nicht mehr frei sind, eine von B, herrihrende, 
und nur wenn auch diese alle nicht mehr frei sind, eine bei der Ent- 
stehung von B, aus B, neu hinzugekommene. An sie setze ich ein neues 
Element an und fabre so in infinitum weiter. Alle vorgenommenen Kreis- 
abbildungen kann ich so einrichten, dab stets der Punkt 0 des Elementes 1, 
Mittelpunkt des Bildkreises wird. Diese Abbildungsfunktionen konvergieren 
in jedem Elemente der neuen Mannigfaltigkeit gleithmaBig. Jede der ein- 
gefihrten Teilmannigfaltigkeiten wird durch die Grenzfunktion auf einen 
schlichten Bereich abgebildet. So erscheint denn auch die ganze neue 
Mannigfaltigkeit umkehrbar eindeutig und winkeltreu auf einen endlichen 
oder unendlichen Kreis abgebildet. Alle auf der urspriinglichen Mannig- 
faltigkeit unverzweigte Funktionen gehen durch diese Abbildung in ein- 
deutige bis auf Pole regulire Funktionen der Bildebene tiber. Im all- 
gemeinen aber werden auch gewisse auf der Mannigfaltigkeit verzweigte 
Funktionen mituniformisiert werden. Denn wir haben nicht Sorge ge- 
tragen, daB in den Ecken das Verhalten der urspriinglichen und der neuen 
Mannigfaltigkeit tibereinstimmt. Es ist bei unserem ProzeB sehr wohl 
méglich, daB die neue Mannigfaltigkeit relativ zur alten verzweigt ist. 
Woollen wir dies vermeiden und so die im zweiten Teil unseres Hauptsatzes 
formulierte gewéhnliche Form des Grenzkreistheorems beweisen, so miissen 
wir diesem Punkte noch unsere Aufmerksamkeit zuwenden. 


*) In der Ecke, in welcher die beiden Kanten zusammenstoBen, ist die Abbil- 
dungsfunktion dann in dem in § 1 angegebenen Sinn auf der Mannigfaltigkeit regular 
und winkeltreu. Denn sie ist jedenfalls zunichst in einer Umgebung der Ecke mit 
Ausnahme der Ecke selbst reguliir und beschrankt. Daraus folgt nach dem Satz 
ber hebbare Unstetigkeiten die Richtigkeit unserer Behauptung. 
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§ 6. 
Der zweite Teil des Hauptsatzes. 


Das hier einzuschlagende Verfahren ist zuniichst ganz analog wie das 
im vorigen Paragraphen auseinandergesetzte angelegt. Wir miissen aber 
nun weiterhin nach jeder Angliederung eines neuen Elementes, nach jeder 
Vereinigung freier Kanten priifen, ob nun etwa in einer Ecke Elemente 
zusammenstoBen, welche die gleiche Nummer tragen. Wenn dies in einer 
Ecke der Fall ist, dann lassen wir zunachst ein an die Ecke anstoBendes 
Randelement weg. Dann priifen wir die Ecke aufs neue und lassen even- 
tuell wieder ein Randelement weg. Dies Verfahren wird so oft wieder- 
holt, bis nur noch ein voller Zyklus von Elementen in der Ecke zusammen- 
stéBt. Alsdann werden die nun ia der Ecke zusammenstoBenden freien 
Kanten vereinigt. Es kann sehr wohl der Fall eintreten, daB durch dies 
Weglassen die Mannigfaltigkeit zerfallt. Daher miissen wir den Sach- 
bestand noch niher priifen. Wenn durch das Weglassen eines Rand- 
elementes eine auf einen ‘Kreis abbildbare Mannigfaltigkeit nicht zerfallt, 
so ist die nea entstandene auch auf einen Kreis abbildbar. Denn die 
Kreisabbildung ist bekanntlich auf den freien Kanten noch analytisch und 
in den Ecken stetig. Der Parzellierung der Mannigfaltigkeit entspricht 
also eine Zerlegung des Kreises in Elemente. Ein Randelement steht in 
einem aus ein oder zwei Kanten bestehenden Linienzug mit den tbrigen 
Elementen in Verbindung; durch diesen Querschnitt wird daher der Kreis 
in zwei oder drei einfach zusammenhingende Bereiche zerlegt, deren einer 
eben das Randelement ist. Derjenige der beiden anderen Bereiche, welcher 
unsere Ecke besitzt, werde wieder auf einen Kreis abgebildet und die 
Ecke aufs neue untersucht. So werde fortgefahren, bis der ProzeB sein 
Ende erreicht hat. Dann werden die in der Ecke zusammenstoBenden 
freien Kanten vereinigt. Die wiahrend dieses Prozesses abgeschnittenen 
Bereiche oder Elemente werden nun in ihre einzelnen Elemente zerlegt. 
Wir nehmen zuniichst die vorhin als weggelassen bezeichneten Elemente 
und schreiben ihre Zeichen auf die nunmehr an ihre Stelle getretenen 
anderen Elemente noch anf. Dabei beginnen wir mit dem zuletzt weg- 
gelassenen Element. Es war in einer nach jener Ecke ziehenden Kante 
mit einem nun noch vorhandenen Element vereinigt. Mit diesem ist nun 
in dieser Kante ein anderes Element vereinigt, auf dieses schreiben wir 
das Zeichen des weggelassenen auf. Daran hingen wir nun wieder in 
einer Kante das vorletzt weggelassene Element an, indem wir sein Zeichen 
auf das nunmehr an jene Kante anstoBende Element schreiben. So han gen 
wir nacheinander die weggelassenen Elemente an, indem wir sie mit an- 
deren identifizieren. Alsdann kommen die anderen noch beiseite gebliebenen 
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Elemente heran. Und zwar zuniichst die, welche an die schon neu an- 
geschriebenen Nummern anhingen. Kommen wir so zu Elementen der 
Mannigfaltigkeit selbst, so schreiben wir ihnen einfach die betreffenden 
Nummern noch auf. Es kann auch der Fall eintreten, daB wir dabei das 
bis jetzt auf einen Kreis abgebildete Gebiet verlassen. Dann soll ein 
solehes neues Element jedesmal in eimer freien Kante angehingt. werden 
an ein Element, an das es seiner Nummer entsprechend friiher schon 
anstieB. Ist das geschehen, so sollen wieder nun erst die Ecken gepriift 
und frei susammenstoBende Kanten eventuell vereinigt werden. Erst 
wenn dies alles beendigt ist, wird ein weiteres friher weggefallenes Ele- 
ment in einer Kante vorgenommen und dieselbe Priifung wiederholt. Dies 
Verfahren muB nach endlich vielen Schritten abbrechen. Denn jede wirk- 
lich suszufihrende Eckenvereinigung fibhrt mit Notwendigkeit zu einer 
Mannigfaltigkeit, welche aus weniger verschiedenen Elementen aufgebaut 
ist. Auf die bei dem Verfahren entstehende neue Mannigfaltigkeit ist die 
vorher vorhandene durch das Entsprechen gleichbezeichneter Elemente 
konform abgebildet. Diese Abbildung ist in det Umgebung jeder inneren 
Ecke der alten Mannigfaltigkeit umkehrbar eindeutig. Denn sonst waren, 
wie man leicht sieht, noch unvereinigte freie Kanten bei der neuen Mannig- 
faltigkeit anzutreffen. Nach dieser Beschreibung sind nun die einzelnen 
auszufihrenden Schritte die folgenden. Erster Schritt: Das Ausgangsele- 
ment. Zweiter Schritt: Anhingen eines neuen Elementes in einer freien 
Kante. Vereinigung zusammenstoBender freier Kanten, falls sie einander 
zugeordnet sind. So entsteht Mannigfaltigkeit B,. Dritter Schritt: An- 
hingen eines neuen Elementes in einer méglichst lange freien Kante. 
Eckenpriffung und Vereinigung. Vereinigung freier Kanten. So erhilt 
man B,. So fahrt man in infinitum weiter. 

Die so entstehenden Mannigfaltigkeiten sind alle relativ zur zu uni- 
formisierenden unverzweigt. 

Zur Reprisentation der einzelnen Mannigfaltigkeiten wollen wir nun 
die parzellierten Kreisbilder verwenden und gleichfalis mit B, bezeichnen. 
Jeder dieser Bereiche erscheint durch Zuordnung gleichnumerierter Par- 
zellen auf alle folgenden konform aber nicht notwendig umkehrbar ein- 
deutig bezogen. So erscheine z. B. der Bereich B,, auf einen Teil von B,,, 
abgebildet. Dieser Teil erscheint wieder auf einen Teil von B,,, ab- 
gebildet und so fort. Nur endlich viele dieser Abbildungen sind nicht 
umkehrbar eindeutig aus einem schon vorhin angegebenen Grund. Von 
einer gewissen an sind alle umkehrbar eindeutig einschlieBlich des Randes. 
Mige dies etwa von der Abbildung auf B,,, an der Fail sein. Dann 
geht also B, in einen gewissen Teilbereich von B,,, Uber. Seine diuBere 
Randkurve bestimmt einen gewissen einfachzusammenhingenden parzellierten 
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Teil von B,,,,- Diesen wollen wir an Stelle des seitherigen B,, nun als B,, 
wahlen. Auf analoge Weise ersetzen wir alle unsere Bereiche durch 
andere. Und erhalten so eine Folge von Mannigfaltigkeiten, deren jede 
umkehrbar eindeutig auf einen Kreis abbildbar ist. Jede geht aus der vor- 
hergehenden durch Anfiigen weiterer Elemente hervor. Wenn wir nun noch 
verabreden, daB wir gleiche Mannigfaltigkeiten nur einmal zablen wollen, 
so haben wir eine Folge von Mannigfaltigkeiten, bei der jede alle vorher- 
gehenden enthalt. Wir bilden sie nun alle wieder auf Kreise ab. Die Ab- 
bildung wiahlen wir so, daB ein bestimmter Punkt stets in den Mittel- 
punkt des Kreises tibergeht. Ihn wollen wir als Nullpunkt seiner Ebene 
wihlen. Die Kreise haben stets wachsende Radien. Diese streben also 
einem Grenzwert zu. Die Anwendung unseres Konvergenzsatzes liefert 
also eine in allen Mannigfaltigkeiten erklirte Grenzfunktion, welche die 
Abbildung der Grenzmaunigfaltigkeit auf einen schlichten Kreis leistet. 
Diese Abbildung list zugleich die Uniformisierungsaufgabe. Denn die 
verwendete Funktion ist, wie die einzelnen Mannigfaltigkeiteu, relativ zur 
gegebenen unverzweigt. 

Zugleich sieht man, daB die Aufgabe, abgesehen von einer linearen 
Transformation, nur eine Lésung besitzt. Denn jede weitere Abbildungs- 
funktion ist eindeutig durch jede andere darstellbar. So werden wir zu 
einer umkehrbar eindeutigen Abbildung der verschiedenen Bildkreise auf- 
einander gefiihrt; diese werden aber durch lineare Funktionen vermittelt 
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Zur Theorie der Differentialgleichungen mit festen kritischen 
Punkten. 


Von 
Witaetm Gross in Wien. 


1. Zoretti hat m seinem Buche*) einen wichtigen Satz ausgesprochen, 
den ich folgendermaBen formuliere: 

Ist eine analytische Funktion w = f(z) auf einer Riemannschen Fléche 
R iiber der 2-Ebene, die ein Kontinuum**) K von Werten unbedeckt lift, 
eindeutig definiert und konvergiert f(2) auf jedem Einschnitt der Riemann- 
schen Fiche, der gegen einen Punkt strebt, gegen Null, so verschwindet f(z) 
identisch. 

Unter Einschnitt verstehe ich einen Jordanweg auf der Riemannschen 
Flache [0 < ¢ <1], falls die Punktmengen FE, die den Werten s<t<1 
entsprechen, fiir t-—»1 keinen Hiaufungspunkt auf der Riemannschen 
Fiache (die aus lauter Innenpunkten besteht) besitzen. Besitzen die Pro- 
jektionen der E, iv der abgeschlossenen z-Ebene-einen einzigen Haufungs- 
punkt, so sagen wir, der Einschnitt strebt gegen einen Punkt (der R 
nicht angehért). 

Zoretti hat einen Beweis hiefiir angegeben, der jedoch nicht stich- 
haltig ist, da er — auBer anderem — nicht den Umstand beriicksichtigt, 
daB einem Einschnitt der der Umkehrungsfunktion entsprechenden Rie- 
mannschen Fliche tiber der w-Ebene ein Einschnitt entsprechen kann, der 
gegen keinen Punkt strebt. Betrachten wir z. B. die universelle unver- 
zweigte Wherlagerungsfliche, die zur zweiblittrigen Riemannschen Flache 
vom Geschlechte zwei gehért, und ist w — f(s) die Grenzkreisuniformisie- 
rende, so konvergiert kein Einschnitt der Uberlagerungsflache gegen einen 
Punkt, und trotzdem ist der Existenzbereich von w ein Kreis. In diesem 
Fall laBt die Dberlagerungsfliche allerdings kein Kontinuum der s-Ebene 


*) Zoretti, Lecons sur le prolongement analytique. Gauthier Villars, 1911, S. 73. 
**) Einen einzelnen Punkt rechnen wir nicht als Kontinuum. 
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unbedeckt. Aber von vorneherein laBt sich nicht sagen, ob nicht auf 
ahnliche Weise der Umstand erméglicht wird, daB die — obendrein die 
w-Ebene méglicherweise unendlich oft iiberdeckende — Riemannsche 
Flache der Umkehrungsfanktion nur einen beschrinkten Teil der w-Ebene 
bedeckt. 


2. Doch kénnen wir den Beweis folgendermaBen fihren: 

Wir setzen, wie Zoretti, zuerst voraus, daB f(¢) beschrankt sei. 

Ist R selbst nicht einfach zusammenhingend, so bilden wir zuerst 
die universelle unverzweigte Uberlagerungsfliche R, auf der f(s) ebenfalls 
als eindeutige Funktion definiert werden kann. Die Fliche R, die eben- 
falls das Kontinuum K unbedeckt laBt, bilden wir nun auf den Einheits- 
kreis der §-Ebene konform ab. Nach einem Fatouschen Satze*) kon- 
vergiert die Abbildungsfunktion z= ({) fiir alle Punkte des Linheits- 
kreises héchstens mit Ausnahme einer Nullmenge fiir jeden Weg, der aus 
dem Innern des Einheitskreises gegen einen dieser Punkte strebt, ohne 
den Einheitskreis im weiteren Sinne zu beriihren.**) Einem solchen 
Jordanweg entspricht daher ein Einschnitt von R, der gegen einen be- 
stimmten Punkt konvergiert. Wir betrachten nun die Funktion f(z) auf 
R. Sie konvergiert auf jedem Einschnitt von R, der gegen einen Punkt 
strebt, gegen Null. Denn jedem Einschnitt von R entspricht ein Weg auf 
R, auf dem f(z) die gleichen Werte annimmt und den ich einfach durch 
Projektion auf R erhalte. Dieser Weg kann sich allerdings iiberschneiden, 
doch konvergiert er gegen einen Punkt, der R nicht angehért. Wiirde 
daher f(s) auf jenem Einschnitte von R und daher auf dem entsprechen- 
den Wege von R nicht gegen Null gehen, so liebe sich, wie leicht ein- 
zusehen ist***), ein Einschnitt von R konstruieren, der gegen einen Punkt 
konvergiert, und auf dem f(z) gegen unsere Voraussetzung nicht gegen 
Null gehen wiirde. Die eindeutige Funktion F(£), die durch Ubertragung 
bei der konformen Abbildung von R auf den Einheitskreis der £-Ebene 
aus f(z) entsteht, ist im Einheitskreis holomorph und konvergiert in allen 
Punkten des Einheitskreises héchstens mit Ausnahme einer Nullmenge 
gegen Null fiir jeden Weg, der aus dem Innern des Einheitskreises gegen 
einen dieser Punkte strebt, ohne den Einheitskreis im weiteren Sinne zu 
beriihren. Da F(€) beschriinkt vorausgesetzt ist, so muB, da 





*) Fatou, Sur les lignes singulitres des fonctions analytiques, Bull. de la soc. 
math. de France Bd. 41 (1913), S. 113. 

*) D. h. es 148¢ sich ein an den Punkt stoBender, dem Einheitskreis ange- 
hérender Winkelraum angeben, dessen Schenkel den Einheitskreis nicht bertihren, in 
dem von einer bestimmten Stelle der Weg liegt. 

**) Wenn man will, kann man, natiirlich mit entsprechenden Abi&inderungen 
&bhnlich wie im Abschnitte 3 vorgehen. 
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2a F(s) — lim J F(ee'*)eeag _ f im F (oe'#)e¥ dp 


e=1 ec?—t eve ? 


F(€) identisch verschwinden.*) 


3. Den Fall, daB f(z) auf R nicht beschrinkt sei, fihren wir mit 
Benutzung eines Gedankens Zorettis auf den vorhergehenden Fall zuriick. 


Ich nehme einen Punkt P, in der Entfernung ‘s von K**), iiber dem 


Punkte von R liegen, und betrachte jene Teile von R, fiir die |z— P,| < gp. 
Sie zerfallen méglicherweise in eine abzihlbare Anzahl zusammenhingen- 
der Teile. Ist in einem dieser Teile |f(2)|< M, so bin ich mit dem 
ersten Schritt zo Ende. Im gegenteiligen Falle nehme ich einen dieser 
Teile 7, her. 7, la8t ersichtlich ein im Kreise &,|z— P,| < e, gelegenes 
Kontinuum***) K, unbedeckt, das einen Teil von K enthilt. In 7’, lege 
ich einen Punkt Q, fest, fir den |f(s)|> M. Ich nehme dann einen 
Punkt P,, tiber dem Punkte von 7, liegen, und der vom Rande des 
Kreises &, sowie von Q, einen Abstand gréBer als das passend bestimmte 


0; <% besitzt, wahrend sein Abstand von K, gleich 2 ist, Ich betrachte 


jetzt jene Teile von 7,, fir die |s— P,|<,. Ist in einem der 2u- 
sammenhingenden Teile |/(¢)|< M, so bin ich wieder fertig. Sonst 
nehme ich einen der Teile 7,, lege einen Punkt Q, auf 7, fest, fiir den 
\f(2)|> M. T, \aBt dann ein, Teile von KX, enthaltendes Kontinuum K, 
unbedeckt, das im Kreise , |z— P,|< 9, gelegen ist. Ich verbinde Q, und Q, 
innerhalb 7, durch einen Jordanweg W,, der 7, nicht zerlegt. Der in 7, ge- 
legene Teil von W, hat von K, einen von Null verschiedenen Abstand o,. Bei 


der weiteren Konstruktion, die wie friiher verliuft, wahlen wir <5 % 


und kleiner ; @,- Dadurch erreichen wir, daB der Weg W, in den Teil 


7, nicht eintritt und daB wir daher einen Q, und Q, verbindenden Jordan- 
weg innerhalb 7, legen kiénnen, der mit W, nur den Punkt Q, gemein 
hat und 7 nicht zerlegt. Nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
miissen wir zu einer zusammenhingenden Riemannschen Flache 7’, kommen, 
fiir die |f(z)|< MM. Denn lieBe sich das Verfahren unendlich oft fortsetzen, 
so wirde W, + W,+W,+--- einen Einschnitt der Riemannschen Filache 


*) Wilh. Gro8, Uber die Singularitiiten analytischer Funktionen. 
**) K ist hierbei als gréStmigliches Kontinuum dieser Eigenschaft aufgefabt, 
d. h. in jeder Nahe der Randpunkte von K gibt es Punkte iiber denen Punkte von 
R liegen. 
***) D. h. hier eine zusammenhingende, beziiglich des Kreises |z — P,|< @, ab- 
geschlossene Menge. 
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darstellen, der gegen einen Punkt konvergiert, denn er ist ein Jordanweg, da 
nach Konstruktion jeder der Teile W, + W,+---+ W, ein Jordanweg ist, 
ferner ist die Projektion von W,,,+W,,,+--: im Kreise 8, |z— P,|<e, 


enthalten, und da &,,, in &, liegt, 9, aber mit gegen Null geht, so 


konvergiert der Weg gegen einen Punkt. Da die untere Grenze der an 
Q, anschlieBenden Strecken, die auf den durch Q, gehenden Halb- 


strahlen von R auf R liegen, kleiner ist als 29, ,, also mit ; gegen 


Null geht, so kann dieser Punkt nicht R angehéren, d. h. wir haben einen 
Kinschnitt vor uns, auf dem aber gegen unsere Voraussetzung, da in den 
Q |f(2)| > M, fle) nicht gegen Null gehen wiirde. 


4. Ich nehme jetzt einen Punkt a von K,,, her, sodann den beziig- 
lich &, spiegelbildlichen Punkt 6, bilde mir die zweiblittrige Riemann- 
sche Fliche mit den einzigen Verzweigungspunkten a und } und bilde 
den Teil dieser Fliche, der tber &, liegt, konform auf den Einheitskreis 
der £-Ebene ab. Dann geht 7, in eine Riemannsche Fliche 7* iiber, die ein 
ganzes Gebiet G des Einheitskreises unbedeckt laBt. Ich nehme nun einen 
reguliren Punkt J7 auf 7*, dessen Entfernung (in der Projektion ge- 
messen) vom Einheitskreis gréBer als die Entfernung von G ist. Es laBt 
sich daher eine GréBe rt so angeben, daB der Kreis &*|{—2|=—+ ganz inner- 
halb des Einheitskreises liegt und mit dem Gebiete G ein Stiick gemein hat. 


Besitzt dieses Stiick eine Linge < “=, so bilden wir die Funktion 


(6) = wo(6) 91(6) «> - Ma1(6)- 
9 (€) ist dabei das zu J7 gehérige regulire Funktionselement der aus f(z) 
durch Ubertragung in die ¢-Ebene entstandenen Funktion, also ,(£) 
= $(€—€,), wenn der Stelle 77 €, entspricht. ,(€) ist dann gegeben 
2xth 

durch ${({—£)e * }. Wenn ich nun die — von der Konstanten 
Null verschieden vorausgesetzte — Funktion (€) analytisch fortsetze 
und die zugehérige Riemannsche Fliche ® bilde, so ist deren Pro- 
jektion ganz im Innern des Kreises &* gelegen. Liegt nimlich ein 
Punkt g von & tiber dem Kreise &*, so verbinde ich ihn auf R mit dem 
Mittelpunkte p des Funktionselementes g,(€) durch einen aus endlich 
vielen Strecken bestehenden Jordanweg, der aus lauter reguliren Punkten 
besteht. Man kann nun ohne weiteres diesen Weg w in ein Bischel 
gleichbeschaffener Wege einbetten, die denselben Anfangs- und Endpunkt, 
p und gq, haben, deren zwei aber sonst keinen Punkt gemein haben. Ver- 
folge ich auf diesen Wegen von p aus die Funktionen g,(£), 9, (6), - 

7,.,(€), 80 komme ich stets zu einem Punkt vor g, bis zu dem alle 

23° 
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diese Funktionen*) bestehen, und der so beschaffen ist, daB eine der 
Funktionen ©,(£) gegen Null geht, wenn wir gegen diesen Punkt gehen. 
Da die » beschrinkt sind, sobald wir uns auf den Kreis | — 1| <r 
beschrinken, miiBte daher (£) ebenfalls gegen Null gehen, er miibte 
also, da er als reguliare Stelle von (£) vorausgesetzt war, eine Nullstelle 
von (£) sein. Wir kamen so zu unendlich vielen Nullstellen von (6), 
die mindestens einen reguliren Punkt von (£) (z. B. auf w) als Haufungs- 
punkt hitten, was natiirlich unméglich ist, wenn (£) nicht identisch ver- 
schwindet. Daher gilt also fiir R unsere obige Behauptung und da ersicht- 
lich auf jedem gegen einen Punkt konvergierenden Einschnitt von R (£) 
gegen Null geht, so muB 9(£) und daher auch (£) identisch verschwin- 
den nach dem Ergebnis der eben angestellten Untersuchung. Daraus folgt 
aber, daB f(z) identisch verschwindet, womit der eingangs aufgestellte Satz 
volistandig erwiesen ist. 


5. Wir kénnen jetzt sofort folgenden Satz aussprechen: 

Lat sich von einer Riemannschen Flache R iiher der 2z-Ebene durch 
einen Querschnitt oder ein System von Querschnitten Q ein Teil T' so abtrennen, 
daB T em Kontinuwum der z-Ebene unbedeckt lapt, dessen Randpunkte — 
hierbei ist x als griBtmigliches Kontinuwm dieser Beschaffenheit voraus- 
gesetat — nicht simtlich in der Punktmenge M enthalien sind, die wir er- 
halien, wenn wir die Projektion von Q abgeschlossen machen, und konver- 
giert die auf R eindeutige analytische Funktion f(z) auf jedem Einschniti 
gegen Null, der gegen einen nicht in M enthaltenen Punkt konvergiert, so 
ist f(#) identisch Null. 

Dies wird durch die Methode von 3. und 4. nachgewiesen, in dem wir den 
Punkt P, so wahlen, da8 der Abstand von P, und M gréBer ist als das passend 
gewahlte g,. Hierbei ist x wieder als gréBtmégliches Kontinuum angenommen, 
das von 7 unbedeckt bleibt, d. h. in jeder Nahe der Randpunkte von x gibt 
es Punkte, tiber denen Punkte von 7 liegen. Und ein solcher Punkt ist P,. 

Aus dieser Fassung folgt weiter: Wenn die auf einer Riemannschen 
Fliche R, die ein Kontinuum x von Werten unbedeckt lapt, eindeutige ana- 
lytische Funktion f(s) auf jedem gegen einen von den endlich vielen Punkten 
G:, --- q, verschiedenen Punkt konvergierenden Einschnitt von R gegen Null 
konvergiert, so ist sie identisch Null. 

Ist p ein Randpankt von x, das wieder im friiheren Sinne als groBt 
méglich angenommen wird, so dab |p—g,|>e+0 (¢—1,...), 80 
kann ich irgend einen der zusammenbiangenden Teile von R, die von 
jenen Punkten gebildet werden, fir die |s—p|< ge, als Bereich 7 des 
vorigen Satzes auffassen. 


~*) Jetzt nicht mehr blo als Funktionselemente betrachtet. 
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6. Der eben bewiesene Hilfssatz ermiglicht es uns, folgendes Theorem 
aufzustellen: 

Keine von einer Konstanten verschiedene analytische Lisung einer der 
Differentialgleichungen : 

(1) pol(z)¥” + 71(z) 9 + Po(z)y = 0 
(2) po(z)y” + ri (z)y’ + Pa(z)y = Ps (2) 
3) y '+(= toa ts—)¥ - Gy teat a) 
—1 x a® z—1 

+ Ue eat d +e C=O + ate =0 
kann ein Kontinuum von Werten Shinien tind selzen wir p(x), 
P,(Z), P_e(X), py(x) als teilerfremde Polynome voraus. a, b,c, d sind Kon- 
stante, die nicht sdmilich gleich Null sind.*) 

Zu diesem Behufe betrachten wir die zu einer Lisung y = Y(x) ge- 
hérige Umkehrungsfunktion z= X(y) und zeigen, daB die zu X(y) ge- 
hérige Riemannsche Fliache iiber der y-Ebene kein Kontinuum unbedeckt 
lassen kann. Betrachten wir, fiir den Fall der Differentialgleichung (1) 
und (2), irgend einen Einschnitt der Riemannschen Fliche, der gegen 
einen Punkt im endlichen konvergiert. Ich behaupte nun, daB — mit 
einer Ausnahme —, wenn y diesen Einschnitt durchliuft, X(y) gegen 
einen der Nullwerte von p,(x), bzw. wenn unendlich eine singulare Stelle 
der Differentialgleichung ist, — und dies kénnen wir ohne Schaden der 
Aligemeinheit annehmen — gegen unendlich konvergiert.**) Wire dies 
nicht der Fall, sco kénnten wir eine Folge von regularen Punkten auf 
dem Einschnitt [0 < ¢< 1] herausgreifen: P,, P,,... P,, ..., deren Para- 











*) Ebenso gilt dieser Satz sowie der Satz von 11 fiir die iibrigen Typen der 
Differentialgleichungen mit festen kritischen Punkten, die Painlevé aufgestellt hat 
(C. R. 148, S. 1111—1117, 1906) 

I. y’ =6y'+ 2, 
Il, y= 2y’+2y+a, 


mp Oy HE yy 


V. ym Ye 4 ots ary? + 2(¢*—a)y + f 
2y 2 y 7 
me 1 ¥ , Y o=0" (, 8) ry, .¥gt) 
v=(54+54)""-S+ «y+ ©) +224 a8 
Bei IIL. und V. diirfen nicht fiir obige a alle Konstanten a, B, y, 2 gleichzeitig 
verschwinden; doch folgen dann die Sitze — bzw. noch mehr — aus der expliziten 


2 
Gestalt der Lésung y = ba‘, bzw. y= (52+ ;) , in der b, c Konstanten sind. 


**) Bei fanktionentheoretischen Untersuchungen betrachten wir die Ebene als 
abgeschlossen und das Unendlichferne als Punkt:- 
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meterwerte gegen 1 gehen und in denen X(y) Werte z,,... x, annimmt, 
die gegen einen endlichen Wert Z konvergieren, fir den p,(z) nicht ver- 
schwindet, der also eine regulire Stelle der Differentialgleichung ist. 
Dabei konvergiert die Projektion des Einschnittes gegen 7, so daB von 


P,, an auf dem Einschnitt |y—9|<,, wobei oe, mit * gegen Null geht. 
Wir greifen nun eine Teilfolge P|, P,,... P.,... heraus, so dab 
in ihnen die Funktion 2 = i X(y) gegen einen bestimmten Wert 2’ kon- 


vergiert. Wir wollen zuerst annehmen, dafS der Wert # endlich ist. 
X(y) ist nun eine analytische Lésung der Differentialgleichung 





(4) 2” —az* (22) — a *y (2B) = 0, baw. 
© a) 9 RE) -- 


Aus dem Cauchyschen Existenztheorem folgt, da’, wenn |z,—Z|\<@, 
l¥—9|<e, |\xo —2'|<e, wo @ eine passend bestimmte GriBe ist, eine 
und nur eine regulir-analytische Lisung mit den Anfangswerten z,, y,, 2, 
besteht, und dab diese im Kreise | y — y,| < o* regulir ist, wo o* eine 
nur von Z, 9, Z,@ abhingige GriéBe ist. Wir brauchen hierzu 2¢@ nur 
kleiner zu wiahlen als die Entfernung von Z von der nichsten Nullstelle von 
P,(z). Ist dann M gréBer als |7'|+ 0 und griBer als die Werte, die 


|=" Gee) + #°4 (ie) | Pew. |G) +29 (Ria) — 2") 


fir |4—Z%|< 29, |y—¥9|< 20, |x —2Z |< 20 annimnt, so kénnen 


wir fiir o* die kleinere der Gréfien 9 und i nehmen. Ist nun P* so be- 
schaffen, daB die dort angenommenen Werte von X(y), in den Unglei- 


chungen gentigen: |z, — Z|<o, |%, —Z%|<e, e,< c, so stimmt X(y) 
mit der durch die Anfangswerte y,, z,, x, gegebenen reguliren Lésung 
iberein und ist daher im Kreise | y — y,|< 9* regulir im Widersprach 
mit der Tatsache, daB die Projektion des Einschnittes von P, ab im In- 
nern dieses Kreises enthalten ist. 


7. Nehmen wir jetzt an, daB die Werte von zx’ in den Punkten P; 
gegen unendlich konvergieren. Dann betrachten wir vorerst die regulire 
Lésung ¥(x) der Differentialgleichung (1), bzw. (2), die die Anfangs- 
werte 7,97, 7 —O0 besitzt. Wir wiahlen dann r so, daB in dem Kreise 
|e — Z| <2r kein Nullwert von p,(x) liegt, daB ferner auf und in dem 
Kreise |z — Z| =r, abgesehen vom Mittelpunkte 9)(z) — # von Null ver- 
schieden ist. Dies ist stets méglich, wenn wir vorerst annehmen, dab 





a, eo hUctlCc 
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Y(x)—¥ nicht identisch Null ist. Dann stellt die Umkehrungsfunktion 
von ¥)(x) fir |a—Z|<~r eine Funktion dar, deren Riemannsche Fiche 
im Punkte 7 verzweigt ist und die die Vaguung ly—¥|<t genau m mal 
bedeckt, wenn | %)(x) — 7! auf dem ee R: |e—Z|—r gréBer x ist. 


Dies folgt unmittelbar aus dem Integral ani qose. das uns angibt, 


wie oft ¥(x) in R den Wert y annimmt. "sls Funktion der Anfangs- 
werte ZH, Yo, Yo ist Y(t; Xp, Yo, Yo) fiir |a—Z\<e, |y—¥l<e |%|<e@, 
|a— |< 26<r analytisch, wenn g <r angenommen wird und 26 die 
kleinere der GréBen 9 und < ist, wobei J/ gréBer als g und gréBer als 
P, (x)y’ + ps(ey} baw, | 2 @)y +m (@y — Pe (@) 
Po(#) Po (2) 

jz —#\<e, |y—9|<e, \y'|<o annimmt. Auf dem Kreise R:'4—Z|=6 
sei das Minimum von |9%(z; #,7,0)—¥{| gréBer als 2e*. Ich wihle 
nun @ so klein, dab auf S* fiir alle |z,— Z| <0, |y,-9,<e, |y!<e 
die Ungleichung gilt |2(2; 2, 4, ¥5) —¥% |<". Dann bedeckt die zur 
Umkehrungsfunktion von ¥)(z; 2, ¥, y) fir |~—Z|< 6 gehérige Rie- 
mannsche Fiiache die Umgebung | y— y,| < 9* genau m mal, wie wiederum 
unmittelbar aus der Betrachtung des obigen Integrales folgt. 


Nehmen wir nun P* so an, daB die dort geltenden Werte von X(y), 
c 


die Werte ist, die fiir 





iy den Ungleichungen geniigen | 7, — |< 9, |z,| = iz > .) en < 
so stimmt X(y) mit der Umkehrungsfunktion der durch die teateiiin 
Lay Un» ¥,, gegebenen regularen Lésung von (1), bzw. (2) tiberein. Dazu der ein 
die Umgebung y—y,|<o* genau mmal bedeckendes Stiick der Rie- 
mannschen Fliche gehirt, so miiBte von P’, an der Einschnitt ganz im 
Innern dieses Stiickes liegen, was der Definition des Einschnittes wider- 
spricht. 

Die Differentialgleichung (1) besitzt als einzige Lésung die einer 
Konstanten gleich ist, die Lésung y = 0 — es sei denn, daB p,(x) = 0 —, 
wahrend die Differentialgleichung (2) nur dann eine Konstante zur Lésung 
besitzt, wenn p,(x) = Cp,(x), und zwar besitzt sie dann die Lésung y= C. 
Wenn also im Falle (1) p,(z) nicht identisch Null und 7 +0, bzw. im 
Falle (2) y+ C, so kann es nicht eintreten, daB ¥)(~) — ¥ identisch ver- 
schwindet. 

Ist aber im Falle (1) p,(x) identisch Null, so ist die Lésung gegeben 

Pi (x 
durch y = wi +c, und da diese Funktion, wenn c, +0, jeden 
Wert falls sie algebraisch ist, genau mal, sonst aber mit Ausnahme 
héchstens der Werte c, und oo unendlich oft annimmt, so kémen wir 
diesen Fall fiir erledigt betrachten und daher im folgenden voraussetzen, 
daB p,(z) nicht identisch verschwindet. 
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8. Auf irgend einem Einschnitt der Riemannschen Flache, der nicht 
im Falle (1) gegen Null, bzw. ev. im Falle (2) gegen C konvergiert, kon- 
vergiert daher X(y) gegen einen der Nullwerte von p,(x), bzw. gegen 
unendlich. Sei nun a ein Wert, fiir den p,(x) nicht verschwindet, und 
seien a,,...,a, die Werte, die den Nullstellen von p,(z) bei der Transfor- 


mation § = ex a) entsprechen. Die Funktion, die aus §(E—a,)...(E—«,) 


, : 1 
entsteht, wenn ich & gleich ss 
schnitt der Riemannschen Fliche, der nicht im Fall (1) gegen Null, bzw. 
méglicherweise im Falle (2) gegen C konvergiert, gegen Null gehen. 
Dies ist aber, wenn die Riemannsche Fliche ein Kontinuum unbedeckt 
laBt, nach den oben bewiesenen Hilfssitzen nicht méglich. 


setze, miiBte daher auf jedem Ein- 


9. Genau den gleichen Vorgang kénnen wir bei der Differential- 
gleichung (3) einschlagen. Die Stelle der Nullwerte von p(x) spielen 
hier die Werte z=0,1, co und y. Wir betrachten weiter nur solche 
Einsehbnitte, die in keinem der Punkte y = 0, 1, oo enden. Die Differen- 
tialgleichung fir die Umkehrungsfunktionen der Lésungen hat die Gestali 


© #-(behteriGt hth 





x 2—1 y¥—, y y—l1 y—<= 
y(y— 1) (y¥— 2) x (a — 1) 2(@—1)) +3 
ae —1)* [a +b yet Goa t 4G |e? 0, 


so daB der Fall, daB x, nicht gegen unendlich konvergiert, wie in 6. er- | 
ledigt wird, wihrend der Fall, dab 2, gegen unendlich geht, durch eine | 


Untersuchung gleich der in 7. zu Ende gefiihrt wird. Dazu sei bemerkt, 
daB, wenn — wie ja vorausgesetzt — nicht alle Konstanten a, b,c, d 
gleich Null sind, fiir die Differentialgleichung (3) keine Lésung besteht, 
die einen konstanten von Null und Eins verschiedenen Wert besitzt. 


10. Es sei nebenbei bemerkt, dab der aufgestellte Satz auch fiir den | 
Fall gilt, daB p.(x), p,(x), pe(x), ps(x) ganze algebraische Funktionen sind, | 


. P,(z) p,(@) (2) , , oo. 
bzw. noch allgemeiner, wenn poz)’ pte)’ plz) Funktionen sind, die fiir 


jedes x hichstens m Werte annehmen und fiir die nur endlich viel Werte x 


existieren, 30 dap sie auf gegen diese Punkte konvergierenden Wegen un- | 
endlich werden oder iiber diese Punkte nicht fortgesetet werden kinnen. Der | 


Beweis ist dem obigen ganz entsprechend. 


11. Wir kénnen aber unsern Satz noch verschiarfen, indem wir zeigen, 
daB, falls die — nicht konstante — Liswng Y(xz) einen Wert y mindestens 


w-mal annimmt, kein Kontinuum von Werten existiert, deren jeder von | 
Y(z) weniger als n-mal angenommen wird. Wir betrachten wieder die zur | 
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Umkebrfunktion X(y) gehérige Riemannsche Fliche R und K sei wieder 
ein gréBtmégliches Kontinuum, dessen Punkte von R héchstens (n — 1)- 
mal iiberdeckt werden, d. h. in jeder Nahe der Randpunkte von K gibt es 
Punkte, tiber denen mindestens m Punkte von R liegen. Eine m—1-fache 
Verzweigungsstelle zihlen wir bei der Betrachtung als m Punkte. Wir 
nehmen nun einen Randpunkt P von K her, fiber dem von den Rand- 
punkten von K die gréBtmégliche Anzahl von Punkten von R liegt, die 
natiirlich kleiner als » ist. Da wenn iiber einem Randpunkt von K die gréBt- 
mégliche Anzahl von Punkten von R liegt, iiber jedem Punkt von K, der 
in einer gewissen Umgebung dieses Punktes liegt, ebenfalls die gréBt- 
mégliche Anzahl / von Punkten von R liegt, so kénnen wir es so ein- 
richten, daB P mit keinem der von vorneherein festgelegten Punkte 
P,, ... P,*) zusammenfillt. Ist dann P* eine tiber P liegende Stelle von 
R, so laBt sich dazu ein eg; so bestimmen, dab fiir |_y— P| <9, die Um- 
gebung von P* auf R aus dem schlichten Kreis oder den iiber dem Kreis 
liegenden Stiick einer in P* verzweigten m-fachen Windungsfliche be- 
steht, je nachdem P* eine einfache oder eine m-fache Stelle der Riemann- 
schen Fliche ist. [ch wihle nun g kleiner als die g, und die kleinste Ent- 
fernung, die P von den Punkten P,,... P, besitzt. Ich betrachte nun 
die einzelnen zusammenhingenden Teile von R, fiir die |y— P| <g. 
Dazu gehéren einmal die Umgebungen der Stellen P‘. Da aber durch 
die Gesamtheit U dieser der Kreis R |y — P| < @ gerade l-mal iiberdeckt 
wird, in jeder Nahe von P aber Punkte liegen, tiber denen mindestens 
n Stellen von R liegen, so muB es mindestens einen weiteren Teil 7 von 
R geben, fir den |y— P|<. Dieser léBt den in & liegenden Teil von 
K unbedeckt, da dieser bereits durch U /mal bedeckt ist, und da er von 
R durch ein System von Querschnitten Q abgetrennt wird, fiir das 
_y— P|=—o, wihrend das von 7 unbedeckte Kontinuum sicher Rand- 
punkte enthilt, fiir die |y— P| < @ — ich brauche einen Punkt, iiber dem 
Stellen von JT liegen, nur mit P zu verbinden, so liegt auf dieser Strecke 
sicher ein soleher — so kénnen wir jetzt mit Hilfe des am Anfange von 
5. ausgesprochenen Satzes, indem wir das 7’ dort mit dem jetzigen T 
iibereinstimmen lassen, auf Grund der SchluBweise von 8. und 9. einen 
Widerspruch herstellen, so daB sich also der eingangs aufgestellte Satz 
als richtig erweist. 

Da die Menge der Punkte, die von R héchstens n-mal iiberdeckt 
wird, abgeschlossen ist, und die Vereinigungsmenge von abzihlbarvielen 
kontinuumfreien abgeschlossenen Mengen ebenfalls kontinuumfrei ist, also 
kein Kontinuum bilden kann, so folgt: 


*) Fir uns kommen die Werte 0,«, bzw. C, , bzw. 0, 1, 0 in Betracht. 
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Nimmt die nicht konstante Lisung y(x) einen Wert n-mal (unendlich oft) 
an, so ist die Menge der Werte, die von y(x) hichstens (n — 1)-mal (end- 
lich oft) angenommen werden , kontinuumfrei. 

Vorliegende Sitze bieten fiir die betrachteten Differentialgleichungen 
in gewissem Sinne einen Ersatz fiir den allerdings viel priiziseren Satz 
von Painlevé*): 

Ist die Funktion F(y',y,x) in y',y,x algebraisch, so hat die Gleichung 

y(z)-A=0 
fiir jede nicht konstante Lisung y(x) der Differentialgleichung F(y', y, x) = 0, 
deren Umkehrungsfunktion keine n-deutige Funktion ist, unendlich viel Li- 
sungen, sobald A von endlich vielen aus der Differentialgleichung ersicht- 
lichen Werten verschieden ist. 

12. Die Betrachtungen des vorstehenden Abschnittes zeigen, daB es 
in den Sitzen von 1. bzw. von 5. geniigt, vorauszusetzen, daB die Rie- 
mannsche Fiiiche R, bew. T, die einen Punkt n-mal (unendlich oft) tiber- 
deckt, ein Kontinuum von Werten nur hochstens (n — 1)mal (endlich oft) 
bedeckt. Hierzu sei erwahnt, dab wenn R ein Kontinuum nur endlich oft 
bedeckt, eine Zahl N besteht, so daB R ein Teilkontinuum héchstens 
N-mal bedeckt. 





*) Painlevé, Lecons sur la theorie analytique des equations differentielles professée 
a Stockholm 1895. Hermann, Paris 1897, 8. 234. 
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Uber Matrizen- und Differentialkomplexe. II. 
Von 


Aurrep Loewy in Freiburg i. Br. 


Ankniipfend an den unter gleichem Titel in diesen Annalen*) ver- 
éffentlichten Aufsatz, den ich im folgenden mit I zitiere, werde ich eine 
neue Zerlegung der Matrizenkomplexe oder, was das gleiche ist, der Dif- 
ferentialkomplexe behandeln. Die zu untersuchende Zerlegung soll als die 
hintere Zerlegung eines Matrizenkomplexes in seine aufeinanderfolgenden 
gréBten volistindig reduziblen Teilkomplexe bezeichnet werden; auch im 
Spezialfall der Gruppen linearer homogener Substitutionen ist in der 
Literatur auf diese Zerlegung noch nicht hingewiesen worden. Die friher 
in I, §7 studierte Zerlegung in gréBte vollstindig reduzible Teilkomplexe, 
die zu dem Satze f) fiihrte, soll zum Unterschied von der hier behandel- 
ten kiinftig die vordere Zerlegung eines Matrizenkomplexes in seine auf- 
einanderfolgenden gréBien vollstindig reduziblen Teilkomplexe genannt 
werden. AuSerdem beschiftigt sich dieser Aufsatz noch mit dem zu einem 
Matrizenkomplex adjungierten Matrizenkonwlex sowie mit dem Begriff der- 
selben Art bei Matrizenkomplexen ungleichen Grades; dieser laBt sich 
noch in einer von der I, § 10 gegebenen Definition verschiedenen, Zweiten 
Weise einfihren. 


§ 1. 
Die zu einem Matrizenkomplex gehérigen aufeinanderfolgenden 
hinteren gréBten volistindig reduziblen Teilkomplexe. 


Der Matrizenkomplex & vom mn" Grade sei mit einem Matrizen- 
komplex £ von derselben Art; hierbei habe Z die Form 


z: Sa ° 
Ey, Ty 
und £,,, £,, £, bedeuten Matrizenkomplexe mit p Zeilen und p Spalten, 


*) Dieser Band, S. 1. 
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bzw. p Zeilen und » —p Spalten, bzw. n — p Zeilen und n — p Spalten (p>1). 
Ist Z,, fir sich betrachtet ein vollstindig reduzibler Matrizenkomplex und 
existiert kein Matrizenkomplex, der mit & von derselben Art ist und die 
Form 


%, 0 0 
Ty ty 0 
Z,, 0 %,, 


besitzt, wobei t,, einen quadratischen Matrizenkomplex g‘” Grades (q > 1) 
bedeutet, so sage ich von dem Matrizenkomplex U, daB er unter Hervor- 
hebung seines ersten hinteren gripten vollstindig reduziblen Bestandteiles I,, 
oder seines ersten hinteren griften volistiindig redusiblen Teilkomplexes &,, 
in den Matrizenkomplex XZ iibergefiihri ist.*) Bei der obigen Definition 
kann t,, von Anfang an als irreduzibler Matrizenkomplex angenommen 
werden’, ohne daB hierdurch eine neue Voraussetzung eingefiihrt wiirde. 
Wire nimlich t,, ein reduzibler Matrizenkomplex, so kénnte man t,, der- 
art weiter transformieren, daB einer seiner irreduziblen Teilkomplexe in 
Evidenz treten wiirde, und sich alsdann auf diesen beschriinken. 
Offenbar laBt sich jeder Matrizenkomplex W% in einen Matrizenkomplex 
E derselben Art transformieren, so daB bei Z der erste hintere gréBte 
volistandig reduzible Teilkomplex &,, hervorgehoben erscheint. Ist der 
Matrizenkomplex &% unter Hervorhebung .seines ersten hinteren gréBten 
volistandig reduziblen Teilkomplexes T,, in die Form & iibergefiihrt, sc 
kann man dann derart weiter transformieren, daB der erste hintere gréBte 
volistandig reduzible Teilkomplex von T,, hervortritt. Durch Fortfiihrung 
dieses Verfahrens gewinnt man einen Matrizenkomplex, den wir mit 2 
bezeichnen wollen und der die folgenden Eigenschaften besitzt: Er ist mit 


&W von derselben Art und hat die Form: 
MN, 0 0 -- 0 0 
Ms, Ris nt 0 cb tebe 0 0 
M ®,_:, Ms n—1 RM s.-2 -0 0 
M;, Ms wos Ms .-2 ’ eo M,. 0 
RM, . M, n-1 Mis --> RM, M,. 


Dabei stellt M,, den ersten hinteren gréBten vollstandig reduziblen Teil- 





*) In dem besonderen Falle, da8S E und £,, identisch sind, also den gleichen 
Grad n= p: haben, ist & ein vollstandig redusibler Matrizenkomplex; bei einem 
solchen sind der erste hintere griéBte vollstandig reduzible Teilkomplex und der erste 
vordere gréBte vollstindig reduzible Teilkomplex identisch. 
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komplex von IM vor. Die gleiche Bedeutung hat Mt,, fiir den Matrizen- 
komplex 


M,, 0 --+0 
M1, Ma syw as ie 
My, My 1 ‘tars Mss, 


der aus Mt durch Streichen seiner in der letzten Zeile und in der letzten 
Spalte stehenden Matrizenkomplexe hervorgeht. WW,, soll der erste hintere 
gréBte vollstindig reduzible Teilkomplex des Matrizenkomplexes 


N,, 0 oo 
a Resins ws 0 
M, , Ms 1 fain M;; 


sein. Auf diese Weise soll es fortgehen. Hat man einen Matrizenkomplex 
% in einen Matrizenkomplex Mt derselben Art von der soeben beschriebenen 
Bildungsweise tibergeftihrt, so da8 alle in der Diagonale stehenden Matrizen- 
komplexe M,,, M,., ---, M,,, gréBte vollstindig reduzible Teilkomplexe 
der aufeinanderfolgend aus 9 durch die vom hinten beginnenden Strei- 
chungen gewonnenen Matrizenkomplexe sind, so sagen wir, daB der 
Matrizenkomplex % unter Hervorhebung seiner aufeinanderfolgenden hinteren 
gréBten volistiindig redusiblen Teilkomplexe in einen Matriszenkompler M 
derselben Art iibergefiihrt sei. Die in der Diagonale stehenden vollstindig 
uw» nennen wir in der hin- 
geschriebenen Reihenfolge den ersten hinteren, den sweiten hinteren usw. 
schlieBlich den u* hinteren griften vollstindig reduziblen Teilkomplex, der 
sich bei der Uberfiihrung des Matrizenkomplexes U in dic Form M ergibt. 
Die zu den vollstindig reduziblen Teilkomplexen M,; (i =1,2,-:-,m) zu- 
gehérigen Differentialkomplexe sollen entsprechend als der ersie hintere, 
der sweite hintere usw., schlieBlich der u“ hintere cripte volistiindig reducible 
Teildifferentialkomplex beseichnet werden. 

DaB die Zerlegungen eines Matrizenkomplexes in seine hinteren und 
seine vorderen gréBten vollstandig reduziblen Teilkomplexe wesentlich von- 
einander verschieden sind, mége das folgende Beispiel zeigen: © sei ein 
Matrizenkomplex vierten Grades, dessen Matrizen simtlich die Form 


¢, 09 O0 O 

0 @ 0 0 
: 

G 9 Gs My 


Cy 9 Sy %& 
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haben. Jede der von Null verschiedenen GréBen c¢,, soll alle méglichen 
Werte aus einem willkiirlich gewahlten Rationalititsbereiche 2 annehmen. 
Alsdann lautet der erste vordere gréBte vollstindig reduzible Teilkomplex 








0 | T 1 
von @: | he | und der zweite || ||; hingegen erhilt man fiir 
O Gs 1 ep aa || 
den ersten hinteren gréBten vollstindig reduziblen Teilkomplex von © den 
lltp O O 








Komplex dritten Grades lo cy und fiir den zweiten hinteren 


HO ey Cag! 
gréBten vollstindig reduziblen Teilkomplex den Komplex ersten Grades 
Iles. 

Ehe wir den Eindeutigkeitssatz fiir die Zerlegung eines Matrizen- 
komplexes in seine aufeinanderfolgenden hinteren gréBten vollstandig redu- 
ziblen Teilkomplexe beweisen, beschiftigen wir uns mit dem zu einem 
Matrizenkomplex adjungierten Matrizenkomplex. 


§ 2. 
Der zu einem Matrizenkomplex adjungierte Matrizenkomplex. 
Ist & irgend ein Matrizenkomplex, so soll der zu U adjungierte 


Matrizenkomplex mit @ bezeichnet werden. Man erhilt q, indem man 
jeder Matrix von & diejenige zuordnet, die sich dadurch ergibt, daB man 
stets den Koeffizienten af? der i* Zeile und k*” Spalte durch — af), also 
den mit entgegengesetztem Vorzeichen genommenen Koeffizienten der 
k* Zeile und i" Spalte ersetzt. Jeder Matrix wird also die ihr trans- 
ponierte zugeordnet, nachdem noch vorher. alle Koeffizienten mit — 1 
multipliziert sind.*) 

Der adjungierte Matrizenkomplex von @ ist offenbar der urspriingliche; 
das Verhiltnis des Adjungiertseins ist also ein gegenseitiges. 

Wir beweisen nunmehr die folgenden Siatze: 

Satz L Sind UA wnd B zwei Matrizenkomplexe gleichen Grades der- 


selben Art, so sind es auch ihre adjungierten Matrizenkomplexe % und B. 
Da & und 8 Matrizenkomplexe derselben Art sind, existiert eine 
Matrix P von nicht verschwindender Determinante, so dab 8 P + P’ = PY 
ist (vgl. Gleichung (2) in I, § 2). Hierbei ist P’ die aus P durch 
Differentiation der Koeffizienten hervorgehende Matrix. Die transponierte 


*) Im Falle, daB der Komplex aus einer einzigen Matrix besteht oder daS man 
ein einzelnes Differentialsystem hat, findet sich der Begriff des adjungierten Differen- 
tialsystems bereits bei Jacobi. Vgl. C. G. J. Jacobi, ges. Werke, Bd. IV, 8. 404, 
Berlin 1886. 
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Matrix einer beliebigen Matrix P soll immer mit ,P bezeichnet werden, 
da das sonst tibliche P’ bei uns bereits eine andere Bedeutung hat. Sind 
P und R beliebige Matrizen gleichen Grades, so gilt bekanntlich fir 
ihre transponierten (PR)=—,R,P. Mithin ergibt sich aus der Relation 
® P+ P’— PU durch Ubergang zu den transponierten Matrizen ,P,B + ,P’ 
= &%.P. Hieraus folgt durch Multiplikation mit —1, wenn man noch 


— 8% durch B und — M durch @ ersetzt, daB 
PS- Pp’ =G,P oder &,P+,P’— PB 


wird. Die letzte Relation besagt, da8 @ und B von derselben Art sind. 

Satz Il. Ist M,, eim i* hinterer grifter vollstindig redusibler Teil- 
komplez eines Matrisenkomplezes U, so ist der zu M,, adjungierte Matrizen- 
komplex N,, ein i” vorderer gripter vollstindig redusibler Teilkomplex des 
zu U adjungierten Komplexes . 

UW sei unter Hervorhebung seiner aufeinanderfolgenden hinteren gréBten 
volistandig reduziblen Teilkomplexe in die Form I des § 1 gebracht, so 
daB M,,, Dt, ---, Mt,,, die aufeinanderfolgenden hinteren gréBten voll- 
stindig reduziblen Teilkomplexé von & sind. 

Bildet man den zu QM adjungierten Matrizenkomplex, so ist M von 
der Form: 


My De M2, ; My, a 

0 | Meus inte M, ps RM, nus 
M: 0 0 Ms u— le M, 2 Ms -2 

0 0 . Tr, T,, 

0 0 0 0 M,,, 


und nach Satz I ist M mit @ von derselben Art. Nun ist jeder Matrizen- 
komplex M,, (= 1,2,---,w) seiner Definition nach vollstindig reduzibel, 
d. h. mit einem in lauter irreduzible Bestandteile zerfallenden Matrizen- 
komplexe ¥,, (i=1,2,---,) von derselben Art. Folglich ist auch der zu M,, 
adjungierte Matrizenkomplex §,, vollstindig reduzibel; denn nach Satz I 
ist R,, mit dem zu %;; adjungierten Komplex &;, von derselben Art und 
ersichtlich zerfallt letzterer ebenso wie %,, in lauter irreduzible Bestand- 
teile. 


Es ist noch weiter zu zeigen, dab M, (¢=1,2,---, mw) der ** vordere 
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gréBte volistindig reduzible Teilkomplex von @ ist, wenn man @& in die 


Form M transformiert. Offenbar 148t sich M auch schreiben: 
—e. Se 138 | 
MN,» TM,» 0 --+0 
M:, Ms. Ms, “e'2 M, » 


denn dies kommt nur darauf hinaus, in dem zu M zugehorigen Differen-| 
tialkomplex eine Anderung der Variablenbezeichnung vorzunehmen. Ware 


nun M,, nicht der erste vordere gréBte volistandig reduzible Teilkomplex 
von RM, so wiirde M mit einem Matrizenkomplex § von derselben Art 


sein, der die Form 


TN, 0 O 
0 Ny, 0 | 
Ns, Mss Ns 


hiitte; hierbei wire N,, ein Matrizenkomplex von mindestens erstem Grade. 


Alsdann wiirde M nach Satz I mit einem Matrizenkomplex R von der- 
selben Art sein, der die Form 


mM, oO Ns; 
0 Riv Rss 
0 0 R; 


hatte. Dieser lieBe sich aber auch 


RN, 0 O 
Ns Ry 0 
N, O ®M, 


schreiben. Da & mit dem zuletzt hingeschriebenen Matrizenkomplex von} 
derselben Art wire, wiirde M,, im Gegensatz zur Voraussetzung nicht 
der erste hintere gréBte vollstindig reduzible Teilkomplex von % sein 
Folglich ist unsere Annahme widerlegt, und es ist bewiesen, daB der zu 
M,, adjungierte Komplex M,, der erste vordere gréBte vollstandig redu- 


zible Teilkomplex von & ist. 
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die| In analoger Weise zeigt man, dab Mey zweiter vorderer groBter voll- 


stiindig reduzibler Teilkomplex von @ ist. Denn ware Ps nicht der zweite 
vordere gréBte vollstindig reduzible Teilkomplex des Komplexes 


Pe - Book 
Tis Meo 0 -++Q@ 
Mis M;; M,;. -++@ 


ren- M: , Ms, Ms, eis. Mn, 
ti > 
are mit dem @ von derselben Art war, so wiirde sich der angegebene Kom. 
ole) plex in einen von derselben Art transformieren lassen, der die Form 
Ant RT 0 oO 0 
Ti Mr 0 0 
Sy, Se Sy Su 


hiitte, wobei ©,, mindestens vom ersten Grade ware. Alsdann miiBte M 


“ und folglich auch & nach Satz I mit dem Komplex 
Mm, M, Sr Sa 
0 M,, 0 Sie 
0 0 Ge Ss 
0 0 0 S& 
| von derselben Art sein. Schriebe man den letzten Komplex in der Form 
Su 0 0 0 
Su Ey 0 0 
Sus 0 Meo 0 
| Sur Sy Me Mu, 
von | 


icht| 5° kOnnte man dieser Darstellung im Widerspruch zur Voraussetzung 
. | entnehmen, daB M,, nicht weiter hinterer gréBter vollstindig reduzibler 


al Teilkomplex von % ware. Mithin ist die Annahme falsch, und es ist 
,du-| Bachgewiesen, daB Mes zweiter vorderer gréBter volisténdig reduzibler 


Teilkomplex von @ ist. Auf diesem Wege fortechreitend, findet man 
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schlieBlich, daB T,,,. uw vorderer gréBter vollstindig reduzibler Teil'tom- 
plex von @ ist. 

Da der Begriff des Adjungiertseins ein gegenseitiger ist, so erbilt 
man den mit Satz Il gleichwertigen Satz Il’: Ist 2, cim i* vorderer 
groter volistindig reduzibler Teilkompler eines Matrizenkomplexes %, so ist 


der su &,; adjungierte Matrizenkomplex Qi, ein i” hinterer gréBter voll- 
stiindig redusibler Teilkompler des zu U adjungierten Komplexes W. 


g 3. 


Der fiir die Zerlegung eines Matrizenkomplexes in seine 
aufeinanderfolgenden hinteren gréBten volistindig reduziblen 
Teilkomplexe giiltige Satz y). 


Den in | bewiesenen Eindeutigkeitssiitzen a) und §) schlieBt sich 
der folgende neue Eindeutigkeitssatz y) an: 

Satz y). Wie auch immer ein Matrizenkomplex unter Hervorheoung 
seiner aufeinanderfolgenden hinteren yriften vollstindig reduziblen Teilkom- 
plexe in einen Matrizenkomplex derselben Art tibergefiihrt wird, so sind die 
groplen vollstindig reduziblen Teilkomplexe, die sich bei irgend einer der- 
artigen Darstellung ergeben, den griften vollstindig reduziblen Teilkomplezen, 
die sich bei irgend einer anderen solchen Darstellung ergeben, der Reihe 
nach derart sugeordnet, daB zwei sugeordnete Matrizenkompleze stets von 
derselben Art sind. 

Zum Beweise mége WU auBer mit dem in § | charakterisierten Matrizen- 
komplexe 2 noch mit einem Matrizenkomplexe 0 von derselben Art sein; 
dabei habe © die Form 


Q.,. v) Q or ae 0 
QD: du, -i,a . a ail 0 vee 0 
D, a Q, ao—i D, e-g °° ° Dis Rise 


und ©,,, O.3, ---, 2,, bedeuten aufeinanderfolgende hintere gréBte voll- 
stindig reduzible Matrizenkomplexe. Bildet man den zu UW adjungierten 
Matrizenkomplex G, so hat dieser nach Satz II des § 2 sowohl M,; als O,, 
zu #" vorderen gréBten vollstindig reduziblen Teilkomplexen; denn M,, 
und ©,, sind nach Voraussetzung i* hintere gréBte vollstindig reduzible 
Teilkomplexe von &. Nach dem in I bewiesenen Satze 8) sind demnach 
M,; und H,, als * vordere gréBte vollstindig reduzible Bestandteile von 


W von derselben Art, und es ist 1 =o Mithin sind nach Satz I im § 2 
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auch M,, und ©, stets vou derselben Art (i—1,2,---,~—0). Hiermit 
ist unser Satz y) bewiesen. 

Wir leiten noch weiter das folgende Resultat ab: 

Jede Matrix von nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten 
aus 2, die zwei Matrizenkompleze T und © von derselben Art ineinander 
iiberfiihrt, ist, wenn bei TM und O thre hinteren griBten vollstindig redu- 
ziblen Teilkomplexe hervorgehoben erscheinen, von der Form: 


i < 0 »@ 

a ice aut 0 “2+ @ 
R: ae oe ee R, es n-s - 0 

Ry Rs Ry ys sis R,,, 


so dap die Matrix R den Matrizenkomplexen M und © entsprechend aus- 
schaut. 

Da M und O von derselben Art sind, ist OR + R’'= RM. Hieraus 
ergibt sich durch Ubergang zu den adjungierten Matrizenkomplexen 


MR +.R —.RO 


(vgl. Satz I des § 2). Da M und O nach Satz I des § 2 Matrizenkomplexe 
derselben Art sind, bei denen die ersten vorderen gréBten vollstandig 
reduziblen Teilkomplexe hervorgehoben worden sind, hat ,R (vgl. I, §7 


Gleichung (43)) eine zu MN: 


MN, “ R,1.. ®.., : M,, 
0 =a 1 | vate a 
0 0 MM, ani M, ns 
0 0 0 - Mr 


analoge Form; also besitzt die zu ,R transponierte Matrix R die oben 
angegebene Form. 

Um noch die Bedeutung des Satzes y) klar zu legen, betrachten wir 
folgendes Beispiel: Aus dem oben auf Seite 345 beschriebenen Matrizen- 
komplex © vierten Grades sei ein zweiter abgeleitet, indem man jeder 
Matrix von © diejenige zuordnet, die aus ihr dadurch hervorgeht, daf 
man immer das in der ersten Zeile, ersten Spalte stehende Element mit 
dem in der zweiten Zeile, zweiten Spalte stehenden Element vertauscht. 
Bei dem so entstehenden Matrizenkomplexe, der mit ©, bezeichnet sei, 

2° 
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ll Cos 0 0 0 
0 «, 0 O| 
G,: 0 , 
| Sst Css ua! 
Ca 0 %& Cu! 
ist der erste vordere griBte vollstiindig reduzible Teilkomplex 2 . | 
G 
von derselben Art mit dem ersten vorderen gréBten vollstandig reduziblen 
I | 
Teilkomplex 4 ° | von G, die zweiten vorderen gréBten vollstandig 


Or 
reduzibjen Teilkomplere von © und 6, sind sogar identisch. Hingegen 
sind die ersten hinteren gréBten vollstindig reduziblen Teilkomplexe von 
© und G,, namlich: / 





c% 9 O| |‘ 0 0 
|9 ey cul und |0 a on 
lo Co Cah lo Cn Cy 

nicht von derselben Art; das gleiche gilt fiir die zweiten hinteren gréBten 
volistandig reduziblen Teilkomplexe von © und @,, namlich |\c,, || und |j¢,,}, 
wenn man ¢,,+¢,, wablt. Folglich sind € und ©,, wie aus Satz y) tate 
nicht von derselben Art. 








g 4. 
Die zu einem Matrizenkomplex gehérigen aufeinanderfolgenden 
hinteren gréBten subordinierten Matrizenkomplexe und der fir 
sie giltige Eindeutigkeitssatz. 


Hat man einen Matrizenkomplex % unter Hervorhebung seiner auf- 
einanderfolgenden hinteren gréBten vollstandig reduziblen Teilkomplexe in 


die Form M des § 1 tibergefwhrt, so kann man den Matrizenkomplex M,, | 


betrachten, zweitens den Matrizenkomplex 


M,, 0 
’ . Mr, My, 
drittens den Matrizenkomplex 
M,, 0 0 
M,, WM, O 
Mm, M, My, 
usw. schlieBlich als u*" und letzten den Matrizenkomplex 
M 0 0 --+0 


-0 
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Die zuletzt hingeschriebenen Matrizenkomplere sollen mit Ricksicht auf 
eme noch spiter zu gebende Definition (§ 5) als der erste, der sweite, der 
dritte usw. bis der u* hintere grifte subordinierte Matrisenkomplen be- 
zeichnet werden, die sich bei der. Wbérfihrung des Matrizenkomplexes & 
in die Form M ergeben. Die friher in I, § 8 eingefihrten gréBten sub- 
ordinierten Matrizenkomplexe sollen zum Unterschiede als die vorderen 
gréBten subordinierten Matrizenkomplexe bezeichnet werden. Fur die hin- 
teren gréBten subordinierten Matrizenkomplexe gilt der folgende 

Eindeutigkeitssatz: Bestimmt man fiir einen Matrizenkomplex % 
seine aufeinanderfolgenden hinteren griften subordinierten Matrizenkompleze 
auf verschiedene Weisen, so sind die auf eine Weise gefundenen hinteren 
griBten subordinierten Matrizenkomplexe den auf eine andere Weise gefundenen 
der Reihe nach derart sugeordnet, daB zwei zugeordnete Matrizenkomplere stets 
denselben Grad haben und von derselben Art sind. Betrachtet man also 
Matrizenkomplexe, die von derselben Art sind, als nichi verschieden, so kann 
man von dem ersten, dem eweiten usw. bis u™ hinteren gréBlen subordinierten 
Matrizenkomplex sprechen, der 2u U gehirt. 

Der Beweis ergibt sich entweder direkt aus der Form der Substitu- 
tion R, die im vorigen Paragraphen bestimmt wurde, oder aus der Tat- 
sache, daB beim Ubergang zu dem mit Y% adjungierten Matrizenkomplex 


% die hinteren gréBten subordinierten Matrizenkomplexe von & in die 
ebenso zu numerierenden vorderen gréBten subordinierten Matrizenkomplexe 


von & fibergehen und fiir diese der Eindeutigkeitssatz in I, § 8 be- 
wiesen ist. 

Verwendet man die aufeinanderfolgenden hinteren gréBten vollstindiy 
reduziblen Teilkomplexe, so lassen sich die irreduziblen Tcilkomplexe eines 
beliebigen Matrizenkomplexes noch auf eine sweite, von der in I, § 9 ver- 
schiedene Weise in Serien einteilen, so dab folgender Satz gilt: 

Sieht man Matrizenkompleze derselben Art als nicht verschieden am, so 
gehort zu jedem ne” ve UW eine erste Serie von irredusiblen Matrizen- 
komplexen di}, df}, ---, d{02,, bestehend aus den 1, irreduziblen Teilkomplexen 
des 2u U sugehirigen ame hinteren griBten volistindig redusiblen Teil- 
— ferner eine eweite Serie von irredusiblen Matrisenkomplexen d')), d$3 

-, D.,, destehend aus den 1, irredusiblen Teilkomplexen des zu U suge- 
hirigen sweiten hinteren griften vollstindig redusiblen Teilkompleres usw., 
schlieplich eine u* Serie von Matrizenkomplezen di), di’, - - -, vf tes bestehendd 
aus den i, irredusiblen Teilkompleren des su G zugehirigen pw" hinteren 
gréften vollstiindig reduziblen Teilkomplezes. In diesen Serien. treten nur 
die irredusiblen Teilkomplexe des urspriinglichen Matrizenkomplexes U auf. 
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und jeder irredusible Teilkomplex von U gehirt einer und nur einer dieser 
Serien an. Man kann also, wenn Matrizenkompleze derselben Art als nicht 
verschieden gelien, die irredusiblen Teilkomplexe von U in p Serien einteilen; 
dabei kimnen die irreduziblen Teilkomplexe der i" Serie auch als solche 
charakterisiert werden, die zu den bereits vorhandenen irredusiblen Teil- 
komplexen hinzukommen, wenn man von dem (i—1) hinteren griBten sub- 
ordinierten Matrizenkomplex su dem i’ iibergeht. 

Hieraus ergibt sich: 

Damit zwei Matrizenkomplere M und N von derselben Art sind, ist 
nolwendig, dap, wenn man nach hinteren griften vollstiindig redusziblen 
Teilkompleren serlegt, die irredusiblen Teilkompleze der ersten Serie von TM 
den irredusiblen Teilkomplexen der ersten Serie von Nt in gewisser Reihen- 








folge eindeutig umkehrbar derart suordnungs{ahig sind, daB zwei eugcordnete | 


Matrizenkomplexe immer von derselben Art sind, daB das gleiche fiir die | 
trreduziblen Teilkompleze der sweiten Serie usw. bis su der letzten gilt und | 


daB im besonderen die Anzahl der Serien fiir TM und N dieselbe ist. 


g 5. 
Der Arthegriff bei Matrizenkomplexen verschiedenen Grades. Der 


Matrizenkomplex niedrigeren Grades ist hinterer Bestandteil in der 
durch den Matrizenkomplex héheren Grades bestimmten Art, 


Sind & und 8 Matrizenkomplexe gleichen Grades, so nannten wir sie 
von derselben Art, wenn entweder BP+P’= PU oder AU +U'=—US 
war, wobei P und U zwei feste Matrizen mit Koeffizienten aus 2 von 
nicht verschwindender Determinante bedeuten. Jede dieser zwei Relationen 
ist eine Folge der anderen; man kann einfach U — P-' setzen (vgl. die 
Gleichungen (2) und (6) in I, §2). In I, § 10 betrachteten wir zwei Matrizen- 
komplexe 8 und & von den Graden m bzw. n, wobei m<n war. Wir 
sagten von‘dem Matrizenkomplex 8 m‘* Grades, daB er in der durch den 
Matrizenkomplex &% n*" Grades bestimmten Art enthalten ist, wenn die 
dort definierte Relation : 

(45) B,P, + P, = Pt 
besteht. Charakteristisch fiir das Bestehen der Relation (45) erweist sich, 
daB der Matrizenkomplex & mit einem Matrizenkomplex der Form 


8 0 
: 
Gu Ses 
von derselben Art ist. Ist 8 auf die soeben beschriebene Weise in der 


durch & bestimmten Art enthalten, so soll kiinftig gesagt werden, dab 8 
im der durch U bestimmten Art als vorderer Bestandteil enthalten ist. 
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Entsprechend der fiir Matrizenkomplexe gleichen Grades giiltigen 
Relation AU + VU’ = UB kann man den Artbegriff bei Matrizenkomplexen 
ungleichen Grades noch auf die folgende, von der obigen abweichende, 
sweite Weise definieren: 

Der quadratische Matrizenkomplex 8 m'* Grades soll in der durch 
den Matrizenkomplex U n* Grades (m <n) bestimmten Art enthalten heifen, 
wenn es eine feste Matrix U mit n Zeilen und m Spalten: 


| Hy Uy °° 
j| gy Uge ~*~ Uy, | 
U: it - - 
Uns Ung gro Um } 
vom Range m mit Koeffizienten u,, (i—1,2,---,n; k—=1,2,---,m) aus 


dem Rationalitdtsbereiche X gibt, so daB die Gleichung zwischen quadratischen 
Matrizen w’** Grades 


(45*) AU, + U, = U,B, 
besteht, dabei bedeutet B, den aus B durch Zufiigen von Nullen abgeleiteten 
Matrizenkomplez n** Grades: 


Moa 000 


im 


(9 (¢) 0) 
Jor Oe «0 0--- OF 
be 
® ” ' o° i b”, Pa ae ( ) 0 eats 0 
10 0 ---0 00---0} 
} . 
! = \ 
lo 0 ---0 0 0---01 


und U, die durch Zufiigen von Nullen aus U hervorgehende Matriz n'" Grades 


106), Uy 0 0---0! 


|p, Ugg «Mee 0 @.-..@ 


Cw 0 0---0| 


hed 2 wm 
Hiaingen die beiden Matrizenkomplexe & und B auf Grund der Re- 
lation (45*) zusammen, so sagen wir, daB B in der durch U bestimmten 
Art als hinterer Bestandteil enthalten ist. 
Es gilt nun folgender Satz: 
Ist ein Matrizenkomplex 8 des m‘** Grades in der durch einen Matrizen- 
komplexr U des n'™ Grades bestimmien Art auf Grund der Relation (45*), 
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also als hinterer Bestandteil enthalien, so ist U von derselben Art mit einem 
Matrisenkomplezr G, der die Form hat 


6, 0 
G,, B. 


Zum Beweise erginzen wir die rechteckige Matrix U auf irgend 
welche Weise durch Koeffizienten u,, (i=1, 2,---,»; k—m-+1, m+2,---,n) 
aus dem Rationalitétsbereiche 2 zu einer quadratischen Matrix U, des 
n° Grades u,, (i,k = 1,2,---,) von nicht verschwindender Determinante. 
Da U den Rang m hat, ist dies stets méglich. Aus dem Matrizenkomplex 
& bilden wir mit Hilfe von U, den neuen Matrizenkomplex 


r= U,-*U, + U,-'*4U,, 
der mit & von derselben Art ist (vgl. I, Gleichung (6)). Aus der sym- 


bolischen Gleichung U,f =U,’ + UU, schlieBt man infolge der eindeutigen 
Bestimmtheit von f und des Bestehens der Relation (45*), daB [ die 


Form 4, hat. Das Beweisverfahren ist analog wie in I, § 10 bei dem 
22 
entsprechenden Satz. Der zuletzt hingeschriebene Matrizenkomplex ist 


offenbar von derselben Art mit Vas wt denn dies kommt nur darauf hin- 


13 

aus, in dem zugehérigen Differentialkomplex die verwendeten Funktionen 
anders anzuordnen. Hiermit hat man aber einen Matrizenkomplex der 
Form 6. 

Um zu zeigen, dab die Darstellbarkeit in der Form © die charakte- 
ristische Bedingung dafir ist, daB 8 und W durch die Relation (45*) 
verkniipft sind, ist noch die Umkehrung des letzten Satzes zu beweisen: 

Ist der Matrizenkompler U von derselben Art mit einem Matrizen- 
komplex @ gleichen Grades, der die Form hat: 

G,, 0 

6;, 8, 

so sind die Matrizenkomplexe U und B durch eine Relation der Form (45*) 
verkniipft, d. h. B ist in der durch U% bestimmten Art als hinterer Bestand- 
teil enthalten. 

Der Matrizenkomplex © ist offenbar mit dem Matrizenkomplex 

B G,, 
0 G,, ’ 


der mit f bezeichnet sei, von derselben Art; folglich sind &% und f von 
derselben Art. Es gibt also eine Matrix U, von nicht verschwindender 


6: 





wo 
wi 


uni 


ire 


zeke & 


‘, 


er 
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Determinante, so dab U,f — U,’ + UU, wird. Wir schreiben die Matrix U, 
in einer dem Matrizenkomplex [ entsprechenden Weise, also 

Uy Oss 

Un Us, 


wobei U,, soviel Spalten und Zeilen wie 8 haben soll. Aledann bilden 
wir die Matrix U, von der Form 


U;: 


U;, N 
U,: 11 12 
Uy Ny 

und den Matrizenkomplex 
R BR, 


») 0 Ns, 
so daB U, und ®, quadratisch vom Grade m sind und N,,, Nyy, Ris, Res 
nur aus Nullen bestehen. In der Relation U,f = U,’+ AU, ist die Re- 
lation U,B, = U,'+ UU, unmittelbar enthalten. Da weiter infolge des 


Nichtverschwindens der Determinante von U, die Matrix einen mit 
a1 | 

ihrer Spaltenzahl m iibereinstimmenden Rang haben muB, ist bewiesen, 

daB B in der durch & bestimmten Art als hinterer Bestandteil ent- 

halten ist. 

Aus dem Voraufgehenden geht hervor, daB man auch bei Zugrunde- 
legang der Relatioa (45*) den Begriff derselben Art nur fiir Matrizen- 
komplexe gleichen Grades ecinsufiihren braucht, also in dem Fall, daB die 
Beziehung eine gegenseitige ist und daB man den Fall ungleichen Grades 
hierauf zuriickfiihren kann. Ist 8 in der durch & bestimmten Art als 
hinterer Bestandteil enthalten und ist der Grad m von $ niedriger als 
der Grad » von &, so soll der Matrizenkomplex 8 dem Matrizenkomplex % 
als hinterer Bestandteil subordiniert heiBen. Aus dem Voraufgehenden folgt 
unmittelbar: Zu einem Matrizenkomplexe U existieren dann und nur dann 
von hinten wirklich subordinierte Matrizenkomplexe, wenn % reduzibel ist. Ist 

G,, 9 

G,, B 
irgend ein Matrizenkomplex, der mit U gegenseitig von derselben Art ist, una 
besitet B einen niedrigeren Grad als U, so ist der Matrizenkomplex 8 dem 
Matrizenkomplex % als hinterer Bestandteil subordiniert, und man findet 
stimtliche dem Matrizenkomplex % als hintere Bestandteile subordinierten 
Matrizenkomplexe, indem man % auf alle miglichen Weisen in die Form © 
itberfiihrt und thr B entnimmt. 

Entweder direkt aus der Relation (45*) oder aus der Darstellbarkeit 
von & in der Form © entnimmt man folgendes Theorem: 


GY: 
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Ist der Matrizenkompler 8 in der durch U bestimmten Art als hinterer 
Bestandleil enthalien, so ist der su B adjungicrte Matrizenkompler ® als 
vorderer Bestandteil in der durch den Matrizenkomplex U hestimmten Art 


enthalien. % ist der ew % adjungierte Matrizenkomplez. 

Wir vermerken noch die folgenden Theoreme, die den analogen in 
I, § 10 entsprechen: 

Ist der Matrizenkomplexr 8 in der durch den Matrizenkomplex U be- 
stimmten Art als hinterer Bestandteil, weiter der Matrizenkomplex © in der 
durch den Matrisenkomplex 8 bestimmten Ari ebenfalls als hinterer Be 
standteil enthalien, so ist © hinterer Bestandteil in der durch U bestimmten Art. 

Ist U irgend ein Matrizenkompler und betrachtet man einen Matrizer- 
komplex EZ; mit folgenden drei Eigenschaften: erstens in der durch U he- 
stimmten Art als hinterer Bestandieil enthalten zu sein, zweitens bei seiner 
hinteren Zerlegung genau i aufeinanderfolgende yrifie vollstindig redusible 
Teilkomplexe su besitzen und dritiens der Matrizenkomplex hichsten Grades 
su sein, der den swei ersten Bedingungen geniigt, so ist Z, mit dem in 
§ 4 definierten i hinteren griften subordinierten Matrizenkomplexr von U 
von derselben Art. Sieht man also Matrizenkomplexe von derselben Art als 
nicht verschieden an, so ist T; durch U eindeutig bestimmt. 


Freiburg i. Br., 1. Juni 1916. 
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Uber Matrizen- und Differentialkomplexe. III. 
Von 


Aurrep Loewy in Freiburg i. Br. 


In einem in diesen Annalen Band 78, Seite 343 unter dem gleichen 
‘Titel verdffentlichten Aufsatz II*) habe ich neben die schon friiher von mir 
gelehrte Zerlegung eines Matrizenkomplexes in seine aufeinanderfolgenden 
vorderen groBten volistindig reduziblen Teilkomplexe eine neue Zerlegung, 
nimlich die in aufeinanderfolgende hintere gréBte vollstindig reduzible 
Teilkomplexe gestellt. Die Verschiedenheit dieser zwei Zerlegungen habe 
ich an einem Beispiel gezeigt; bei diesem ergab sich, daB die Anzahl der 
aufeinanderfolgenden vorderen gréBten vollstaindig reduziblen Teilkomplexe 
und der aufeinanderfolgenden hinteren gréBten vollstindig reduziblen Teil- 
komplexe gleich war. (II, § 1, Math. Annalen 78, Seite 343.) Diese Tat- 
sache trifft nun, wie ich hier beweisen will, allgemein zu. Es gilt nim 
lich das folgende Theorem: 

Transformiert man einen Matrizenkomplex YU erstens unter Hervor- 
hebung seiner aufeinanderfolgenden vorderen gripten vollstindig redusiblen 
Teilkomplexe in cinen Matrizenkomplex (vgl. 1, § 7, Math. Annalen Bd. 78, 


=: Rs, Rs, Rss -- @ 


Ra, Rig Ry +> R,, 
und zweitens unter Hervorhebung seiner aufeinanderfolgenden hinteren 
gréBten vollstiindig reduziblen Teilkompleze in cinen Matrizenkomplex (vg). 
IL, § 1, Math. Annalen Bd. 78, Seite 344): 


M,, 0 0 0 0 
Mantis Mnkent © ++ 0 
M: M,s, Ms 0-1 RM, -o,-2 see 0 
M,, Ms —s M, -2 +" Mss 0 
a M My as M, 2 . Mis MN, 


*) Obgleich der Aufsatz II einige Monate friiher abgefa8t wurde, stehen II und III 
infolge der Zeitumstinde unmittelbar hintereinander in diesem Heft 
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so ist A=, d.h. die Anzahl der vorderen und der hinteren griBien voll- 
stéindig redusiblen Teilkomplexe ist dieselbe. Ferner ist M,, in der durch} ein 
den (von mir sogenannten ersteren vorderen griBten subordinierten) Matrizen- 
komplez ®,, (vgl. I, § 8, Math. Annalen Bd. 78, Seite 39) bestimmien Art 
als vorderer Bestandteil (vgl. 1, § 10, Math. Annalen Bd. 78, Seite 43) 


enthalien; allgemein ist immer der Matrizenkomplex Y 
MN, , 0 0 ie t.. ae 
Wi, Meir-1 9 ee en a 

Sa oo 2a ee Be 

MR, -ssr2 RM, cone s tgs Ri cate—ses ein 

(§ = 1, 2,---@) det 

im der durch den (vom mir sogenannten i* vorderen griBten subordinierten) | %t 

Matrizenkomplex (vgl. 1, § 8, Math. Annalen Bd. 78, Seite 39) Ma 

R,0 0 ---0 


R, R,O --- 0 


R,, Ris Ris i R, ; 

(¢ = 1,2,---,m) | 

bestimmten Art als vorderer Bestandteil (vgl. I, § 10, Math. Annalen Bd. 78, | wo 
S. 43) enthalten. 

Weiter ist der Matrizenkomplex R,, in der durch den (von mir so- 
genannten ersten hinteren griBten subordinierten) Matrizenkomplex TR,, (vgl. | tb 
Il, § 4, Math. Annalen Bd. 78, Seite 353) bestimmten Art als hinterer Be- | de 
standteil (vgl. Il, § 5, Math. Annalen Bd. 78, Seite 355) enthalten; all- Mi 
gemein ist immer der. Matrizenkomplex 





7 
2 


Matrizenkomplex (vgl. Il, § 4, Math. Annalen Bd. 78, Seite 353) 


Riis42,2-441 0 0 - + + O 

Se +1 a 0 - + + 0 | 
. . . . . . . . ° . . . . . ° f un 

Ra s-sgs re Ra aie ee R, 
(¢ = 1, 2,... a) 

in der durch den (vom mir sogenannten i** hinteren griBten subordinierten) 

M,, 0 0 aoe | 
Msi | 0 “++ 0 st 
MN, RM, 1 M, ss a MN, . 
bestimmten Art als hinterer Bestandteil (vgl. Il, § 5, Math. Annalen Bd. 78, r 
Seite 355) enthalten. ) 


/ 








' a 


“ 
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Zum Beweise transformieren wir den gegebenen Matrizenkomplex in 
einen Matrizenkomplex N* von derselben Art, der die Form hat: 


Mz, 0 0 ---0 0 
Me le Me _ iat 0 ate 0 0 
Mr: Mt “ Me _ 2.a-1 1 F208 -++ 0 0 
Re, mt, mt, - ME 0 
Ry, My 1 Mes ‘ M*, M*,. 


Bei M* sollen die Diagonalmatrizenkomplexe ebenso wie bei WM aut: 
einanderfolgende hintere gréBte vollstindig reduzible Teilkomplexe be- 
deuten, bei M* soll aber in den Diagonalmatrizenkomplexen die voll- 
stindige Reduzibilitét noch unmittelbar hervortreten. Es ist also M* ein 
Matrizenkomplex des Typue 

m0 O--- 0 

0 mQo.--- 0 
Me: aa? oa Th ae 
0 0 O--- mo, 

C = 1,2, : #), 

wobei m‘\), mf, - --, m(O, irreduzible akrioenkouplaxe sind. 

Da sowohl bei M'als auch bei M* die hinteren gréBten vollstindig 
reduziblen Teilkomplexe hervorgehoben erscheinen, hat auch die M in M* 
tiberfihrende Matrix das entsprechende Aussehen wie I und M* (vgl. 
den Satz in Ll, § 3, Math. Annalen Bd. 78, Seite 351): mithin sind die 


Matrizenkomplexe 
MN, 0 0 ++ @ 
RM, _ 1a mt, l,ae—t 0 adie 0 
M,_ i+t me M_. i+i,a—i RM, crse—s het _ nee 
und 
M,*, 0 0 -» 0 
0 - 0 


MP1, re 


MF iste MP ce rea Mo caty—e +s MPsssy ies 
(i= 1,2,-- +p) 
stets von derselben Art. 

R, M und folglich auch M* mégen den Grad m haben. Aus Pi* 
bilden wir mit unbestimmten Funktionen 4,, 4,,---,4, den Differential- 
komplex (<’) + M*(z) und aus R mit unbestimmten Funktionen y,, yy, ---,¥, 
den Differentialkomplex (y’)+ R(y). Da M mit R und M* von der- 
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selben Art ist, sind auch R und M* von derselben Art, und es gibt eine 
lineare homogene Substitution (¢)=— P(y) von nicht verschwindender 
Determinante, die den Differentialkomplex (s’) + M*(z) in den Differential- 
komplex (y’) + R(y) transformiert. Der Teilkomplex ¥,, von R sei vom 
Grade f, so daB in dem Differentialkomplex (y’) + R(y) die ersten f Funk- 
tionen ¥,, ¥3,°--,y, bei dem Teildifferentialkomplex (y’) + 8,,(y) auftreten. 
Der Matrizenkomplex I¥,; sei g*" Grades und bei dem in (¢’) + M*(z) 
enthaltenen Teildifferentialkomplex (s’) + I*,(s) seien die Funktionen 
4,, #y, ***, 2, verwendet. Da My, ein evident vollstindig reduzibler Matrizen- 
komplex ist, verteilen sich die Funktionen ¢,, 2,,---,#, derart in Klassen, 
daB eine jede Klasse einem irreduziblen Bestandteil von 2t*, entspricht 
und nur bei diesem auftritt. Jede Funktion einer solchen Klasse mub 
daher bei der Substitution (¢)— P(y) notwendig eine lineare homogene 
Funktion von y,, ¥,,---, y, allein, nicht aber von y,,5, Yi9) °° "> Ue 
sein; denn sonst kénnte man an Stelle von ®,, einen gréBeren ersten 
vorderen volistindig reduziblen Teilkomplex von ® finden, was dem 
Charakter von §f,,, erster gréBter vorderer vollstindig reduzibler Teil- 
komplex von ® zu sein, widersprechen wiirde. (Vgl. das analoge eus- 
fihrlich durchgefiihrte SchluBverfabren in I, § 6, Math. Annalen Bd. 78, 





Seite 31 und 32.) Da 4,,4,,---,42, in lauter Klassen der eben beschrie- 
benen Art zerfallen, sind simtliche Funktionen £,, 2y°**, #, lineare homogene | | 
Funktionen von y,,¥,,-:,y, Fibrt man nun in den Teildifferentialkomples | 


(y’) + R,, (y) statt y,, yo, ---,y, die g Funktionen z,,2,,---,4,, die linear und| 
homogen von y,, ¥,,---, y, abhingen, sowie f—g weitere eee 
Linearfunktionen von y,,¥,,°*-,¥, ein, so wird, da sich 4, 4,---, 4, auf| 


den Differentialkomplex (2’)+ It*,,(z) beziehen, der esionbenaien Ma | 
von derselben Art mit einem Matrizenkomplex 

M*,, O 

5 &; 
hierbei ist  ¢in Matrizenkomplex mit f—g zeiligen und g spaltigen 
Matrizen und & bedeutet einen Matrizenkomplex mit f —g zeiligen und 
f—g spaltigen Matrizen. Mithin ist nach dem Satze in |, § 10 (Math. | 
Annalen Bd. 78, Seite 46) der Matrizenkomplex D¥*,, als vorderer Bestand-| 
teil in der dureh R,, bestimmten Art enthalten. Da Mt*, und M,, von! 
derselben Art sind, ist auch Mt, , als vorderer Bestandteil in der durch Ri, 
bestimmten Art enthalten. Hiermit ist bereits ein Teil unseres Satzes| 
bewiesen. 

Wir betrachten weiter den Teilmatrizenkomplex yon Wt*: 
Ms iO 


# * 
ele Me 1,.- 1- 


Die 
sch 


dab 
geb 
Zei 
sin 
mos 


geh 


Vy». 
wal 


+ 


) 


von 


9 
kén 
Y) | 
tior 
line 
wiir 
ist 
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Dieser Jat sich, wenn man die Bedeutung von M*_,,-, beachtet, auch 
schreiben 


Ms, O 0 0 --+0 
ok er ee 
jn: 0 mZ-» 0 rang 
ber ung 0 me-»...0 
Wee, as 0 0 0 te mT en —13 


dabei sind {,1, {us, *--» \x,e,-1 Matrizenkomplexe, die aus Mf_,, hervor- 
gehen, santlich, wie es It*, bestimmt, gy Spalten besitzen und deren 


Zeilen der Reihe nach durch m%&-", mg-”, --., my ~) e,-1 festgelegt 


sind. Von den Funktionen 4,, 4,,---,2, des Differentialkomplexes (2’) + M(z) 
mégen bei dem Teildifferentialkomplex, der zu dem Teilkomplex 


Me, 0 


(4 —1) 
les my; 


(1) 


gehért, auber den schon bei (z’) + Dt", (2) verwendeten Funktionen 4,, 4,---, 2, 
noch weiter z £oagy'' *y @ auftreten; es enthalte also {,, Matrizen 


gti? “g+2 IFN 
mit g, Zeilen. 
Wir betrachten ferner noch den Teildifferentialkomplex von (y’) + 8 (y), 
der zu dem Teilkomplex 


(2) R,, 0 


Ry, Ry 


gehért. Bei diesem Teildifferentialkomplex mégen von den » Funktionen 
YW Yer °°*> ¥, auBer y,, Yo, -*-, yy, die schon bei (y’) + R,,(y) verwendet 
wurden, noch ¥,,1, ¥y42,°*')Yr4y auftreten; es sei also ft, vom Grade 7. 

Wir fassen nunmehr die zwischen y,, ¥,---,Yy4 7 und 4, %,°°>, 
£,,,, bestehenden linear unabhingigen, linearen homogenen Relationeu 
ins Auge. Ihre Zahl sei genau gleich 9. Zunichst wissen wir, daB die 
g unabhiangigen Funktionen 4,, 2,,---, 2, lineare homogene Funktionen 
VON ¥;, ¥, °°, ¥y sind; folglich ist e>g. Ware nun 9 =—g, so wiirden 
2541 29499 °°") Zp49, VOD Hy Yay °° Yyyy limear unabbiingig sein. Man 
kénnte alsdann in dem Differentialkomplex (y’) + R(y) die Funktionen 
Y:, Ya **y¥Yz4~ beibebalten, weiter die von ihnen unabhingigen Funk- 
tionen 2,,,, 2,49+°°*»%,4,, hinzunehmen und noch m — (f+/'+g,) neue 
lineare unabhingige Funktionen von y,, y,,---, y, einfihren. Hierdurch 
wiirde man einen Matrizenkomplex erhalten, der mit ® von derselben Art 
ist und die Form 
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R,0 0 O 


(3) Ry, Ry, 0 0 
Y%, 9 my” 0 


Ger an Vas Vu 
hiitte; denn durch die Kinfiihrung der neuen Funktionen geht der Teil- 


differentialkomplex mit den Funktionen z,, 2,,---, 2,,,, der zu dem Teil 
komplex 
(4) ies my” 


von (1) gehért, in einen solchen fiber, der nar die Funktionen y,, y,, ---, y,, 
£5417 249°" "> %p4y,9 Sber nicht y,,,, ¥/42,°**»¥y4y und nicht die neuen 
» —(f ++ 9,) Funktionen enthilt, weil z,, 2, ---, 2, bloBe Funktionen 
VOR ¥;, ¥,--*,¥, sind. Der aus (4) hervorgehende transformierte Komplex 
kénnte also in bezug auf die Funktionen y,, ¥5,---;¥p Yeau °° Yearn Mpa 
4,42 °°*%y49, und die weiter eingefihrten Funktionen, wie schon oben 
geschehen, als 
Psi 0 mys 0 

bezeichnet werden, wobei sich p,, aus j,, ergibt. Die in (3) weiter be- 
nutzten Matrizenkomplexe 4q,,, Qs, Gas, Gq, Sind solche mit n — (f + f’+ g,) 
Zeilen und f bzw. f bzw. g, bzw. n—(f +f +g,) Spalten. DaB sich 
der Matrizenkomplex ® in die Form (3) bringen laBt, ist unmiglich; denn 
dies wiirde der Tatsache widersprechen, daB (2) der zweite griéBte voll- 
stindig reduzible Teilkomplex von ® ist. Daher mub @ >g sein. 

Nach dem Hilfssatz I in I, § 4 (Math. Annalen Bd. 78, Seite 13) 
miissen die zwei Matrizenkomplexe (1) und (2) mit zwei Matrizenkom- 
plexen von derselben Art sein, die in einem Matrizenkomplex 2,, vom 
e”" Grade iibereinstimmen. Da von dem Bestandteil M*,, von (1) bereits 
gezeigt ist, daB er in der durch den Bestandteil ®,, von (2) bestimmten 
Art enthalten ist, kann man fir £,, die Form 


M*,, 0 
2, @, 


wihlen, wobei %,, mindestens vom ersten (irade ist; denn Mt*, hat den 


Grad g, und es war g@>g. Wiire nun e<g+4Q,, 80 kénnte man den 
Matrizenkomplex (1) in die Form 


MF, 0 O 
fn Ly 0 
gy, Lee Ls5 


iiberfiihren. Diese Transformation wiirde aber der Tateache widersprechen, 
daB in (1) m&-” ein irreduzibler Matrizenkompicx ist. Mithin mub 


4 





hie) 


den 
kor 
vor 


(7) 
gee 
in | 
ist 


(8) 
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@=-9 +g, sein. Folglich sind die Funktionen ¢,,,, 2,,5, °-°, 4,4, lineare 
homogene Funktionen von y,, Ys, ~~ +) ¥p Yass °°» Yeyy- emau dasselbe 
Verfahren, das wiy auf den Teilkomplex j,, mj-") anwandten, kann auf 
den Teilkomplex {,, m~" usw. schlieBlich auf den Teilkomplex 
\v,eu—1 MY-) .,_,, d. bh. auf den ganzen Teilkomplex M*_,,,, MP_,,,-: 
angewandt werden. Sei M*,,-: vom g’” Grade, so daB bei dem 
Differentialkomplex, der zu dem Matrizenkomplex 


(5) ee 0 

Pe Te 
gehért, insgesamt die Funktionen 4,, %, -- +, 2,, 2,419 °° *) %p4, auftreten, 
so sind die zu M*, gehdrigen Funktionen z,, z,, ---, z, lineare homogene 
Funktionen von y,, 93, °--, ¥;; aNd 2,5, 2,49, °°"» 44 Sind solehe von 
Yi» Yo °° Up Yea * > Yyy yee} Genn fiir die bei m\{-" auftretenden Funk 
tionen 2,,,, 2,49)°** 4,4,, ist es gezeigt, und die durch mf~", mg-?-- ., 


my ~)«,—, nea hinzutretenden verhalten sich ebenso. Fiihrt man nun in 
dem Differentialkomplex, der zu (2) gehdrt, statt y,, y,.---,¥,,, die 
9+g9 unabhingigen Funktionen 4,, 4,---,4,,,, die linear und homogen 
VOR Yi, ¥p» °°) ¥/4, abhiingen, sowie {+f —(g+ 9’) weitere unabhiingige 
Linearfonktionen von y,, ¥,,°-*,¥,4 ein, so wird, da sich 4,, 4, ---, 4,,,, 
auf den durch den Matrizenkomplex (5) bestimmten Differentialkomplex 
beziehen, der Matrizenkomplex (2) von derselben Art mit einem Matrizen- 


komplex Me, 0 0 
(6) Me. Lu m* l,gv— 1 0 
¥ D S, 


hierbei sind %, ©, GS Matrizenkomplexe mit f + /’— (g +g’) Zeilen. und 
g baw. J baw. f+/f'—(g+ 4’) Spalten. Die Darstellung (6) besagt nach 
dem Satze in 1, § 10 (Math. Annalen Bd. 78, Seite 46), daB der Matrizen- 
komplex (5) in der durch den Matrizenkomplex (2) bestimmten Art als 
vorderer Bestandteil enthalten ist. Da die Matrizenkomplexe (5) und 


(7) m,, Oo 
M Pi 
gegenseitig von derselben Art sind, ist, auch (7) als vorderer Bestandteil 
in der durch den Matrizenkomplex (2) bestimmten Art enthalten. Hiermit 
ist ein weiterer Schritt im Beweise unseres Satzes getan. 
Nunmehr sind die Matrizenkomplexe 


%,, 0 0 
(8) ,, H,, 0 
Rs, Rise His, 
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und 
M>*,, 0 0 
(9) pa he MF sn-1 0 
Mis. Mi-su-1 Mi-au-2 


zu betrachten. Bezeichnet man den Matrizenkomplex (5) abgekiirzt mit 


M*_.,.-1, so kann man (9), da M*_»2,-s evident vollstindig reduzibel 
ist, auch schreiben 


Re...-1 0 0 0---0 
Rican me-» 0 0.--0 
i 0 my-» 0... 0 
a a 0 O--- me-3 os) 
dabei sind m%~-*), m-*, -- > mie ~.e.-9 ireduzible Komplexe. Aus der 
Tatsache, daB (8) der ‘dritte graBte volistindig reduzible Teilkomplex 


von i ist, schlieBt man analog wie oben, daB-z 


: . ote +e “gee 4m °°? a geg” 
lineare homogene Funktionen von 9,, ¥y) °°") ¥p Ysa °° Year Vearay "> 


Yyaraye Sind, wenn f” der Grad von ®,5, 9” derjenige von Mi-s,-s 
ist. Hieraus folgt dann, daB (9) oder der Matrizenkomplex 


M,, 0 0 
7 aa 
MN,» M m 


m3, —9? 
der mit (9) von derselben Art ist, in der durch den Matrizenkomplex (8) 
bestimmten Art als vorderer Bestandteil enthalten ist. 


hie 


3m a— 3-1 


Auf diese Weise fortfahrend, beweist man sukzessiv fiir i= 4,5,--- p, 


fir i= 1, 2,3 ist es schon geschehen, daB der Matrizenkomplex 


RN,» 0 0 al 
(10) M1, a 0 sve 
Maiti MM, itiyu-t My iste eT Me setye—ies 


stets in der durch den Matrizenkomplex 
R,0 0 «--0 
(11) R,, My, O --- 0 


Ry, R, Rs aye R,, 
bestimmten Art als vorderer Bestandteil enthalten ist. 
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(13) 
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Nun ist der sich aus (10) fiir i = u ergebende Matrizenkomplex mit 
R von derselben Art; daher ist R in dem durch (11) fiir i = sich er- 
gebenden Matrizenkomplex als vorderer Bestandteil enthalten. Fiir i= 
enthalt (11) w aufeinanderfolgende vordere gréBte vollstindig reduzible Teil- 
komplexe; daher kann ® als Bestandteil dieses Matrizenkomplexes auch 
nicht mehr als w aufeinanderfolgende vordere gréBte vollstandig reduzible 
Teilkomplexe besitzen. Die Anzahl der aufeinanderfolgenden vordéren 
gréBten volistandig reduziblen Teilkomplexe von ® war zu Beginn unserer 
Untersuchung mit 4 bezeichnet, also ist 4<u- Hiermit ist, abgesehen 
von 4 = 4, der erste Teil unseres Satzes villig bewiesen. 

Wir fiibren nun die zu ® und M adjungierten Matrizenkomplexe KR 
und M (vgl Il, § 2, Math. Annalen Bd. 78, Seite 346) ein. M kénnen 


wir dann schreiben: 


Ww, 0 0 ---0 
MN,. De 0 all 0 
Ms M., Ws, ie @ 
M,, My, My, --- M 


wobei M,.,, M,., vee M, , die aufeinanderfolgenden vorderen gréBten voll- 
stindig reduziblen Teilkomplexe von M sind. % kénnen wir schreiben: 
R, 2 0 ft) ee ae 
R,, 1 ids 0 +++ 0 


A A A 
Ras | Ri sas *++0 


ue? 


(13) 


Ri, _ Rss, 5 hails R 
wobei R.,, R,,, tty R, , die anfeinanderfolgenden hinteren gréBten voll- 
stindig reduziblen Teilkomplexe von R sind Da R und M von der- 
selben Art sind, trifft dies nach Satz I in Il, § 2 (Math. Annalen Bd. 78, 
Seite 346) auch fir R und M au. Auf Grund des bereits bewiesenen 
ersten Teiles unseres Theorems schlieBen wir nun aus den Matrizenkom- 
plexen (12) und (15), daB fir i= 1, 2,---, 4 der Matrizenkomplex 


A 
R,, 0 0. ++ 0 


11? 


(14) Tiss eesa-s 9 a 


. 4. ‘ F ee . 
re 4-1,4—i+1 Ryo a—s4s “+ R 


A—i+1,2—i+) 
25° 
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stets in der durch den Matrizenkomplex 


se @ ---§ 


wi M,, M,0 ---0 





R,, MR, , M,. — M,, 
bestimmten Art als vorderer Bestandteil enthalten ist und daB ferner w < i 
ist. Wir haben nur die (10) und (11) entsprechenden Matrizenkomplexe 
von (12) und (13) gebildet. Da 14< ym war, ist zunichst 4—u. Wenn 
ein Matrizenkomplex 8 in der durch & bestimmten Art als vorderer | 
Bestandteil enthalten ist, also & von derselben Art ist, mit einem 
Matrizenkomplex 





% 0 
~~ . | 
so ist der zu & adjungierte Matrizenkomplex & von derselben Art mit 
dem Matrizenkomplex B- 
, A \ er! 
8%, oder ns 9, ; i 
‘. 0 Ws Wy, B, ‘ | 
d. h. B ist als hintererer Bestandteil in der durch den Matrizenkomplex 4 . 
e 
bestimmten Art enthalten. Wendet man dieses Resultat auf die Matrizen- 
komplexe (14) and (15) an und geht zu ihren adjungierten iiber, so folgt, = 
daB der Matrizenkomplex . 
i i+! 0 U ---@ 0 
Ky s42,a-t41 Re i2a—s4s 0 so0§ 0 | fa 
; ' 
Ry sa-ies Ra sa-s42 ys a-ies i Resa 0 7 
Rai ias Ri aise Rares °° Ru Ry : 
fiir i= 1, 2,---A stets in der durch den Matrizenkomplex R 
Mm, oO 0 ---0 O 
MR, ic Mays 0 “os @. © g 
R,, RM, «1 M, + as Mee 0 
MR, ; bl Miss a Mis M,, d 
bestimmten Art als hinterer Bestandteil enthalten ist. Hiermit sind nun- d 


mehr alle Aussagen unseres Satzes bewiesen. 
Freiburg i. Br. Februar 1917. 
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Uber den Begriff des einfachen Kurvenbogens. 


Von 


S. Srraszewicz aus Warschau. 


In seiner These“) gibt S. Janiszewski eine mengentheoretische Defini- 
tion des einfachen Bogens, d. h. der offenen Jordanschen Kurve ohne 
mehrfache Punkte. Im Mittelpunkte seiner Betrachtungen steht der za- 
erst von L. Zoretti benutzte Begriff eines swischen zwei Punkten a und b 
irreduktiblen Kontinuums. 

Es wird so ein die Pupkte a und 6b enthaltendes Kontinuum C**) 
genannt, wenn jedes Kontinuum, welches in C enthalten ist und a und b 
enthalt, mit C identisch ist. 

Der einfache Bogen (ab) wird dann als ein Kontinuum definiert, 
welches zwischen a und 5 irreduktibel ist und durch jeden seiner Punkte p 
in zwei Kontinua zerlegt wird, die nur den Punkt p gemeinsam haben. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun die Eigenschaften der ein- 
fachen Jordankurven ohne Benutzung der Theorie der irreduktiblen Kon- 
tinua hergeleitet. Es wird dabei eine etwas abgeinderte, jedoch der 
Janiszewskischen vollig Aquivalente Definition des einfachen Bogens sn 
die Spitze gestellt. Da die sich daraus ergebenden Beweise einfach und 
libersichtlich sind, so diirften sie vielleicht bei der mengentheoretischen 
Begrindung der Analysis situs einiges Jnteresse beanspruchen. 

In bezug auf Terminologie und axiomatische Voraussetzungen ver- 
gleiche man F. Hausdorff, Grundsiige der Menyenlehre, speziell VIII. Kap. 
(Die Umgebungstheorie der Punktmengen). 


*) 8. Jamiszewski, Sur les continus irréductibles entre deux points. Paris 1911, 
abgedruckt in Journ. Ec. Polyt. (2) 16, 1912. Vgl ferner L. Zoretti: Les ensembles 
de points. Encycl. sc. mathém. tome II, vol. 1, fasc. 2. 

*) Unter Kontinuum wird hier, wie anch stets im folgenden, eine abgeschlossene 
Punktmenge verstanden, die nicht Summe von zwei punktfremden abgeschlossenen 
Mengen ist. 
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1. Der einfache Kurvenbogen. 


Definition. Hin die Punkte a wnd b enthaltendes Kontinuum heipt 
ein einfacher Bogen (ab), falls jedem seiner Punkte p eine Zerlegung von 
(ab) in ewes abgeschlossene Teilmengen (ap), (bp) sugeordnet werden kann*), 
derart daB die eine Teilmenge (ap) den Punkt a, die andere (bp) den Punktb 
enthdlt, und beide nur den Punkt p gemeinsam haben. D. h. 

(ab) = (ap) + (bp) 
D\\ap), (op)] = (p)*). 

Aus der Definition folgt unmittelbar, dab die Teilmengen (ab), (bp) 
Kontinua sind, sowie daB die Summe von zwei einfachen Bogen (ab) 
and (bc), die nur einen Punkt 6 gemeinsam haben, wieder ein einfacher 
Bogen ist. 

Hilfssaiz. Ein Teilkontinuum [ von (ab), welches p nicht enthiilt, 
gehirt ganz einem der Kontinua (ap), (bp) an.***) 

Denn die Durchschnitte von [ mit (ap) und (bp) sind abgeschlossen 


and punktfremd, und da f ein Kontinuum ist, so muB einer von ihnen | 


leer sein. 


Satz 1. Sind p und q swei verschiedene Punkte von (ab) und liegt q| 


in (ap), so ist (aq) in (ap) und (bp) in (bq) enthalten 


D. h. aus (qg) < (ap) 
folgt (aq) < (ap) 
und (bp) < (bq). 


Beweis. Es sei f dasjenige der Kontinua (aq), (bg), welches den 
Punkt p nicht enthalt. [ ist dann entweder in (ap) oder in (bp) ent- 
halten. Das letztere ist wegen (q)<Vf und (q) < (ap) ausgeschlossen, 
also folgt [ <(ap). Daraus folgt weiter, daB [ den Punkt } nicht ent- 
halten kann, somit ist [ —(aq) und (aq)<(ap). Daf den Punkt p 
nicht enthalt, so folgt (p)<(bq) und durch Wiederholung der obigen 
SchluBweise (bp) << (bq). 

Folgerung 1. Jede der Teilmengen (ap), (bq) eines einfachen 
Bogens (ab) ist selbst ein einfacher Bogen. Denn sei (g) < (ap), so folgt 
aus dem obigen Satze die Zerlegung: 


(ap) = (aq) + (pq) mit (pg) — D[(ap), (bq)], 


D{(aq), (pg)] = (g)- 


*) Diese Teilmengen werden sich in der Folge als ebenfalls einfache Bogen 
herausstellen, wodurch die Bezeichnung gerechtfertigt wird. 
**) (p) — bedeutet: ,Menge, deren einziges Element p ist‘. 


wobei 


**) Daraus folgt, da6 der einfache Bogen (ab) irredwktibel ist zwischen a und b. | 
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Folgerung 2. Die in der Definition angegebene Zerlegung eines 
einfachen Bogens durch einen Punkt p ist nur auf eine Weise méglich. 
Es seien durch p zwei Zerlegungen von (ab) bestimmt: 


(ab) = (ap), + (bp), 


(ab) = (ap), + (bp),. 

Ist g ein Punkt von (ap),, so ist nach dem obigen Satze (aq) < (ap),, 
und (bp), < (bq), also (p) < (bq). Daraus folgt wieder (bp), < (bg) und 
(aq) € (ap),, somit (g) €(ap),. Jeder Punkt von (ap), gehért also (ap), 
an; ebenso wird auch das Umgekehrte und somit die Identit&t beider 
Zerlegungen nachgewiesen. 

Der obige Satz erméglicht die folgende Anordnung der Punkte des 
einfachen Bogens (ab) 

Definition. Der Punkt p liegt ,vor dem Punkte q (p <q) 

beziehungsweise g ,, .,vor“ ,. » p@a~<p), 
je nachdem (ap) < (aq) oder (aq) < (ap) isi. 

Diese Anordnung ist éransitiv; denn aus (ap) < (aq) und (aq) < (ar) 
folgt (ap) < (ar); aus p<q, q<r folgt somit p<r. 

Der Punkt a geht jedem anderen Punkte voraus, der Punkt } folgt 
jedem Punkte von (ab). 

Danach stellt der einfache Bogen (ab) einen linearen Ordnungstypus 
mit dem Anfangselement a und dem Endelement b dar. Alle Elemente, 
die zwischen zwei Elementen p und g liegen, bilden ein ,,Jntervall*. 
Werden die Eadpunkte p und gq hinzugefiigt, so erhilt man ein ab- 
geschlossenes Intervall (pq). Aus der obigen Folgerung 1. geht hervor, 
daB jedes abgeschlossene Intervall eines einfachen Bogens selbst ein einfacher 
Bogen ist. 

Ferner ist ersichtlich, daB der Ordnungstypus vou (ab) diberall dich/ 
ist. Denn die Annahme eines punktfreien Intervalls (pq) wiirde eine 
Zerlegung des Kontinuums (ab) in zwei punktfremde abgeschlossene 
Mengen (ap) und (bq) zur Folge haben. 

Satz 2. Der Ordnungstypus cines einfachen Bogens (ab) ist stetig, d. h. 
jedem (Dedekindschen) Schnitt entspricht ein Element. 

Beweis. Es sei durch einen Schnitt S eine Zerlegung von (ab) in 
zwei punktfremde Teilmengen M, und M, bestimmt, wobei etwa M, der 
der Menge M, vorangeht. Es ist zu zeigen, daB entweder M, ein letztes 
Element oder M, ein erstes Element besitzt. [DaB nicht beide zugleich 
existieren kénnen, geht schon aus der Dichtigkeit von (ab) hervor.] 

Fir jeden Punkt (p) < M, gilt offenbar M, <(bp) und fiir jeden 
Punkt (q) < M, gilt M, < (aq). Da (ab) ein Kontinuum ist, so kénnen 
nicht M, und M, beide abgeschlossen sein. Es sei etwa (s)< M, ein | 


und 
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Haufungspunkt von M,, dann ist M, <(bs). Daraus folgt, dab M, iden- 


tisch ist mit (6s) — (s); denn ware gleichzeitig (p) < (bs), (p) < M, und | 


p+s, so miBte M, < (bp) sein und s kénnte kein Hiufungspunkt 
von M, sein, da s kein Punkt, also auch kein Haufungspunkt des Konti- 
nuums (bp) ist. 

Somit sind M, und M, identisch mit (as) und (bs) — (s) beziehungs- 
weise identisch mit (as)—(s) und (bs) im Falle, wenn ein (s) < M, 





Hiufangspunkt von M, ist, wie eine analoge Uberlegung zeigt. Damit | 


ist die Behauptung des Satzes bewiesen. 
Aus diesem Satze folgen fiir den Ordnungstypus (ab) in bekannter 


Weise der Satz von der oberen und unteren Grenze, der Satz von Bolzano- | 


WeierstraB usw. 


Satz 3. Jedes im einem einfachen Bogen (ab) enthaltene Kontinuum C 


ist ein Interrall von (ab), also wieder ein einfacher Bogen. 

Beweis. Es seien a, und b, der erste beziehangsweise der letate 
Pankt von C (diese Punkte existieren sicher wegen der Abgeschlossenheit 
von (). Dann ist C identisch mit dem Intervall (a,),); denn jeder C 
nicht angehérende Punkt von (a,5,) wirde eine Zerlegung von C in zwei 
punktfremde abgeschlossene Teilmengen zur Folge haben. 

Satz 4. Die Anordnung des einfachen Boyens (ab), ist eine ,natiir- 
liche“*), d. h. jeder Limespunkt (Grenzpunkt)**) einer Teilmenge M des 
Ordnungstypus (ab) ist ein Haéufungspunkt dieser Menge in hesug auf 
den umgebenden Raum und umgekehrt. 

Beweis. a) Es sei p ein Hiufungspunkt der Menge M ~<€ (ab) und 


(a,6,) ein beliebiges, p in seinem Innern enthaltendes Intervall von (ab) | 


Dann ist (ab) = (aa,) + (a,6,) + (0,0). 

Da nun p keinem der Kontinua (aa,) und (6b,) angehért, so kann p 
nur Haufangspunkt von Punkten von (a,5,) sein, d. h. (a,b,) mu8 un- 
endlich viele Punkte von M enthalten, p ist also ein Limespunkt von M. 

b) Es sei jetzt umgekebrt g ein Limespunkt von M und M, <M 
sei eine Teilmenge von M, die qg als einzigen Limespunkt hat. Diese 
Teilmenge muS mindestens einen Hiufungspunkt besitzen, und aus a) 
folgt, daB sie nur einen Hiiufungspunkt hat, nimlich den Punkt q. 

Die Teilmenge M, kann folgendermaBen konstruiert werden. Wir 


kénnen etwa annehmen, daS q ein Limespunkt fiir die in (aq) liegenden 


Pankte von M ist. Wir wahlen nun eine Teilmenge q,, q,---4,5°°° 


*) Dieser Begriff und seine Benennung riibrt von S. Janiszewski, loc. cit. her. 
**) D. h. ein Punkt, ffir welchen jedes ihn enthaltende Interval! des Ordnunge- 
typus unendlich viele Punkte von M enthilt. 
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von (aq), die q als einzigen Haufungspunkt hat. Dies geschieht durch 
Anwendung des ersten Hausdorffschen Abzahibarkeitsaxioms (Hausdorff, 
Mengenlebre, Kap. VIII, § 2) und des Auswahlprinzips*) fir abzihlbar 
viele Mengen. Dann ist q der einzige Limespunkt von (q,, q5,°--@,).-**)- 
Denn wire 7 + q ein. Limespunkt, so mtiBte ein 7 enthaltendes und g 
ausschlieBendes Intervall von (aq) unendlich viele Punkte q,, folglich auch 
Haufungspunkte dieser Menge enthalten gegen die Voraussetzung Wir 
kénnen demnach 4q,, q,°--4,,°-* als bereits geordnet annehmen (¢, <q, 
fir i<k). Jedes der Intervalle (¢,q) enthalt Punkte von M. Wir bilden 
nun eine Menge M,~< M, die mit jedem der Intervalle (q,q) einen und 
nur einen Punkt gemeinsam hat (Auswahliprinzip fir abzihlbar viele 
Mengen); VM, hat dann q als einzigen Limespunkt. 

Die ,,natiirliche* Anordnung ist eine charakteristische Eigenschaft 
des einfachen Bogens. Es gilt nimlich auch die Umkehrung des vorber- 
gehenden Satzes: 

Satz 5. Jedes einfach und .natiirlich* geordnete Kontinuum C ist ein 
einfacher Bogen (der Raum wird dabei als kompakt vorausgesetzt). 

Beweis. Jedes Element p von C bestimmt in C einen unteren und 
einen oberen Abschnitt, d. h. die Teilmengen C,, C, der Punkte, die p 
nicht folgen, beziehungsweise nicht vorangehen. Diese Teilmengen haben 
nur den Punkt p gemeinsam, und da die Anordnung eine ,,nattirliche“ ist, 
so muB jede von ihnen abgeschlossen sein. Es bleibt nur nachzuweisen, 
daB der Ordnungstypus von ( ein erstes Element a und ein letztes Ele- 
ment 6 besitzt. 

Angenommen, es gabe keinen ersten Punkt, so hitte man zu jedem 
Punkte p vorangehende Punkte p’, also auch vorangehende untere Ab- 
schnitte C,(p’). Da jedes C,(p’) abgeschlossen ist, so existieren dann um 
jeden Punkt p gewisse Umgebungen U,, welche gewisse C,(p’) nicht ent- 
halten. Wir betrachten das System Z aller solchen Umgebungen Up fir. 
alle Punkte p von C. Das System Z kann nach dem Borelschen Uber- 
deckungssatz durch ein System von endlich vielen dieser Umgebungen 
Us,, Up --+ Uy, ersetzt werden, so daB jeder Punkt p von C einem der. 
U,, angehért. Jedem U,, kavn non ein Abschnitt C,(p,) zageordnet 
werden, welcher auBerhalb U,, liegt.**) Unter diesen endlich vielen Ab- 
schuitten gibt es einen C,(p,’), der in allen tbrigen enthalten ist. Die 
Pankte von C,(p,’) kénnen dann keiner der Umgebengen U,, (k = 1, 2,---m), 
angehéren, woraus sich ein Widerspruch ergibt. 


*) E. Zermelo, Neuer Beweis fiir die Méglichkeit einer Wohlordnung. Math, 
Ann. 65 (1908). , 
**) Auswablprinzip fiir endlich viele Mengen. 
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Satz 6. Die Punkte eines einfachen Bogens (ab) lassen sich umkehrbar 
eindeutig und stetig den reellen Zahlen eines Intervalls, 2. B. (0,1) suordnen. 

Beweis. Das Kontinuum (ab) besitzt eine abzihlbare, in (ab) dichte 
Teilmenge R = (r,,r,,---7,---). Aus der natirlichen Anordnung von (ab) 
folgt, daB R auch im Ordnungstypus (ab) iiberall dicht ist. Folglich 
hat R den gleichen Ordnungstypus wie die Menge aller rationalen Briiche 
zwischen 0 und 1 (a und b schlieBen wir aus F aus, falls sie R angehéren 
und ordnen ihnen 0 und 1 zu).*) Beide Mengen kénnen wir einander 
umkehrbar eindeutig und mit Erhaltung der Rangordnung zuordnen. 

Dadurch werden aber auch die fibrigen Punkte von (ab) den irra 
tionalen Zahlen von (0,1) als Grenzpunkte entsprechender Folgen zuge- 
ordnet, und damit ist die umkehrbar eindeutige und stetige Zuordnung 

von (ab) und (0,1) hergestellt. 


topologische Aquivalent der Strecke. 

Bemerkungen. 1. Es gibt 
linear geordneteKontinua, die keine 
einfachen Bogen sind. 


Einheitsquadrates ordnen wir wie 
folgt: Punkte mit verschiedenen 
Abszissen sollen in der Rangord- 
=z nung ibrer Abszissen, Punkte mit 














(0,0, 


gleichen Abszissen in der Rang- 


Diese Anordnung ist eine stetige, 


aber keine natiirliche. Der Ord- 
nungstypus besitzt hier keine abziihlbare, fiberall dichte Teilmenge. 
2. Es gibt linear geordnete Kontinua mit abzihlbarer, iiberall dichter 
Teilmenge, die keine einfachen Bogen sind. 


Beispiel 2. Die Menge der Punkte der Kurve y =sin : fir O0<2<1 


einsehlieBlich ihrer Grenzpunkte fir z= 0. Die Anordnung wird ebenso | 
wie im Beispiel 1. definiert. Die Punkte mit rationalen Abszissen | 


fir +> 0 und die Punkte mit rationalen Ordinaten fir z = 0 bilden eine 
abzihibare, tiberall dichte Teilmenge. Die Anordnung ist aber keine 


natiirliche, da die Punkte z=0, y=y, Hiiufungspunkte der Folgen | 
P,(z,, ¥), wo lim z,=0 sind, wahrend diese Folgen simtlich einen 


einzigen Limespunkt besitzen. 


*) Vgl. z. B. Hausdorff, Grundsiige d. Mengenlehre Kap. IV, § 7. 





4s Der einfache Bogen bildet das | 


Beispiel 1. Die Punkte des | 


ordnung ibrer Ordinaten stehen. | 
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2. Die einfache geschlossene Kurve. 


Definition. Eine einfache geschlossene Kurve heiBt jedes Kontinuum C, 
welches durch irgend zwei seiner Punkte a, b in zwei Kontinua (ab), und 
(ab),, die nur a und b gemeinsam haben, zerlegt werden kann. 

Daraus folgt unmittelbar der 


Satz 7. Die Summe von swei einfachen Boyen (ab), und (ab),, die 
nur ihre Endpunkte a und b gemeinsam haben, ist eine einfache ge- 
schlossene Kurve. 

Beweis. Es seien c und d zwei beliebige Punkte von C = (ab), + (ab),. 
Wir unterscheiden zwei Fille. 


1. Die Pankte c und d@ gehéren cinem der beiden Bogen, etwa (ad), 
an Dann ist @), = (ae), + (C4), + (@), 
und C= (ab), + (ab), = [(ae), + (bd), + (ab),] + (ed), = (ed), + (cd),, 


and es ist leicht einzusehen, daB (cd), und (cd), Kontinua sind, die nur ¢ 
und d gemeinsam haben. Der Beweis gilt auch fiir den Fall, daB einer 
der Punkte ¢ und d mit a« oder ) zusammenfillt. 


2. ¢ und d gehéren verschiedenen Bogen an, z. B. 
(c) < (ab),, (d) < (ab),. 


(ab), = (ac), + (cd),, 
(ab), — (ad), + (dd), 


Es gilt dann 


Folglich 
C = [(ac), + (4d),| + [(cb), + (db),] = (ed), + (ed), 


Die Mengen (cd), und (cd), sind hier wieder Kontinua mit den einzigen 
gemeinsamen Punkten ¢ und d. 

Wir werden nun nachweisen, daB auch umgekehrt jede einfache ge- 
schlossene Kurve mit der Summe von zwei einfachen Bogen identisch ist. 

Satz 8. Die Kontinua (ab), und (ab),, in welche die einfache ge- 
schlossene Kurve C durch beliebige zwei threr Punkte a, b zerlegt wird, sind 
einfache Kurvenbogen. 

Wir schicken den folgenden Hilfssate voraus: 

Wenn ein Kontinuwm T in C enthalten ist und keinen der Punkte a 
und b enthdilt, so isi es vollstiindig in einem dev Kontinua (ab), oder (ab le 
enthalten.. 

Denn die Durchschnitte von [ mit (ab), und (ab), sind zwei ab- 
geschlossene Mengen ohne gemeinsame Punkte, also muB eine von ihnen 
leer sein. 
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Um nun den soeben ausgesprochenen Satz zu beweisen, nehmen wir 
zwei Punkte ¢ und d von C so an, dab 


(c) € (a6), 
(d) < (ab),. 
Wir haben dann eine doppelte Zerlegung von C 
C = (ab), + (ab), 
C = (ed), + (ed),. 
Folglich kann man schreiben 
(ab), — D{(ab),, (ed),] + D[(ab),, (¢d),| = D, + Dy; 
D, und D, sind zwei abgeschlossene Mengen, die nur den Punkt ¢ gemein- 
sam haben; denn (cd), und (cd), haben nur die Punkte ¢ und d gemein- 
sam, @ ist aber im (ad), nicht enthalten. Es bleibt nachzuweisen, dab 
eine der Mengen D,, D, den Punkt a, die andere den Punkt } enthilt. 
Waren beide Punkte a, b im einer dieser Mengen, etwa in D, enthalten, 
so miiBte das Kontinuum (ed), nach dem oben bewiesenen Hilfssatze eut- 
weder in (ab), oder in (ab), enthalten sein. Das erstere ist aber wegen 
(d) < (ab),, das letztere wegen (c) < (ab), ausgeschlossen, somit ist (ad), 
ein einfacher Bogen w. z. b. w. 
Definition. Eine Menge heift zyklisch geordnet, oder besitzt cimen 
ayklischen Ordnungstypus, wenn alle (geordneten) Elementcntripel derart 


in swei Klassen, von denen wir eine als die ,bevorzugte Klasse wiihlen*), | 


zerfallen, daB folgendes besteht: 

1. Sind a, b, c trgend drei Elemente der Menge, sv gehiren entweder 
die Tripel abc, bea, cab oder die Tripel acb, cha, bac zur bevorzugten 
Klasse. In Zeichen 


[abc] (jquivalent mit [bca] und [cad)), 
oder 


[ach] ( » » [eba] und [bac}); 

2. Aus [abc] und [acd] folyt [abd] (Transitivitit). 

Halten wir ein Element a eines zyklischen Ordnungstypus fest, so 
bilden also die tibrigen einen linearen Ordnungstypus, dem wir noch das 
Element a selbst etwa als Anfangselement hinzufigen kénnen. Ein zweites 
Element 6 zerlegt diesen linearen Ordnungstypus in ‘zwei andere, wobei 
wir demjenigen, der } als Anfangselement besitzt, a als Endelement hinzu- 
figen kénnen. 

Jeder zyklische Ordnungstypus kann somit aufgefabt werden uls 
Samme von zwei linearen Ordnungstypen, wobei das Anfangselement des 
einen mit dem Endelement des anderen zussmmenfiallt. 


*) Diese Klasse bestimmt einen bevorsugten Umlaufesinn. 
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Auch umgekehrt bilden zwei solche Ordnungstypen einen zyklischen 
Ordnungstypus, wenn wir die Elemente des einen (Endelement aus- 
geschlossen) den Elementen des anderen folgen lassen und die Beziehung 
[abe] als a< b<e definieren. 

Wir iibertragen auf zyklische Ordnungstypen obne weiteres die Be- 
griffe Grenz- oder Limeselement, abyeschlossen, stetig, sowie den Begriff der 
ynatiirlichen“ Anordnung fiir zyklisch geordnete Punktmengen. 

Wenden wir diese Begriffe auf die einfachen Kurven an, so folgt 

Satz 9. Jede einfache geschlossene Kurve besitet einen zyklischen, 
stetigen und ,natiirlichen“ Ordnungstypus. 

Umgekehri ist jedes syklisch und ,natiirlich* geordnete Kontinuuwm 
eme einfache geschlossene Kurve. 

Es folgt ferner aus den Eigenschaften des cinfachen Bogens: 

Allé einfachen geschlossenen Kurven sind umkehrbar eindeutige und 
stetige Bilder des euklidischen Kreises (d. bh. der Menge der reellen Zahlen- 
paare (x = cost, y = sint), also auch voneinander. 


Ziirich, Februar 1917. 
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Ein neuer Existenzbeweis fair die Integrale eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen. 


Von 


Osxar Perron in Heidelberg, zur Zeit im Felde. 


§ 1. 

In Band 76 der Mathematischen Annalen habe ich einen neven Existenz- 
beweis geliefert fir die Integrale der Differentialgleichung y = f(z, y), 
wobei von der Funktion f lediglich Stetigkeit verlangt wird. Der einfache 
Gedankengang, den ich damals befolgte, diirfte sich nicht leicht auf 
Systeme von mehreren Differentialgleichungen ausdebnen lassen. Ich bin 
aber heute im stande, durch nicht minder einfache Betrachtungen auch 
im allgemeinen Fall zum Ziele zu gelangen. 

Das Theorem, das ich beweisen werde, lautet: 

Satz 1. Sind die m reellen Funktionen 

ACTS ee A (¢=1, 2, fee ») 
in dem unendlichen Bereich 

ty 2ly+a, 

—co <y¥,< co (i= 1, 2,---, ») 
gleichmafig stetig und beschriinkt, so hat das System von n Differential- 
gleichungen 
OM Fi, Yay *5 Ye) (¢= 1, 2,---, ») 
im Bereich 1, <2 < % + a mindestens ein System von Integralen mit be- 
liebig vorgeschriebenen Anfangsbedingungen 

¥;(Z») = B, (¢=1,2,---, n). 

Aus Satz | folgt dann leicht, daB die Integrale auch existieren, wenn 
die Funktionswerte nicht fiir die Stelle z,, sondern fiir eine beliebige 
Stelle z, des Intervalls (x,, z, +) vorgeschrieben werden. Denn fir > z, 
ist die Existenz durch Satz 1 direkt gewihrieistet, und fir z<-, fihrt 
die Transformation x = — 2 auf Satz 1 zuriick. 
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Setzt man fiir die » Funktionen f,(z, y,,---,y,) nur in einem end- 


lichen Bereich a<sia+e, 


ly, —B,| 4, (¢= 1, 2,---, m) 
Existenz und Stetigkeit voraus, so sind sie daselbst beschrinkt, etwa 
lft! SM, (¢= 1, 2, ---, »). 


Sie lassen sich dann aber in den unendlichen Bereich des Satzes 1 fort- 
setzen derart, daB sie daselbst gleichmaBig stetig sind, und daB immer 
noch |f,| < M, ist. Man kann z. B. definieren: 
f(z, Mi." **> Yn) _ f(z, By +5,, Ye,** "> ¥,) fir Y; > B, + b,, 
f( 2s Yar ee ey Yu) = F(Z, By — Oy, Yas ** +) Ya) fir y, <p, —,. 
Dadurch sind die » Funktionen /, bereits fir 
%StS%+4, 
—oc Y < Ow, 
ly, —B,| <5, (i= 2, 3,---, w) 
definiert. Alsdann definieren wir weiter: 
f(z, Yiy"**y ¥,) _ f(a, > Bs +6,, Ys>°**s y,) fir Ys > By b,, 


FA% Ya °° 9 Yn) = FL) Yay Bp — 92) Ys,°°* ¥) ftir yy << B, — by 
und so fort. 


Dann gilt Satz 1. Aber die » Integrale y, bleiben nicht notwendig 
im Bereich |y;—,| < ,, also nicht im urspriinglichen Definitionsbereich 
der Funktionen f,. Da aber jedenfalls 


¥— Bil =| fh@ vy) dei < M(e—x), 


so wird man sicher im urspriinglichen Definitionsbereich bleiben, wenn 
man sich auf Werte z beschrinkt, fir welche 


b, 
0<2-H< ¥, 
ist. Daraus folgt 
Satz 2. Die n Funktionen f,(z, y,,---,y,) seien im Bereich 
Xo < z s Zo + a, 
'¥: — B,| < 5, (¢— 1, 2,---, ”) 
stelig, und daselbst sei |f,; << M,. Selet man dann 


. 6 ’ 
Min (a, 3 --) 3) - 
i a 
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80 hat das System von n Differentialgleichungen 


é . 
Ft = FA %, Yay °° Ye) (¢= 1, 2, ---, m) 
im Bereich x, < x < % +.a° mindestens éin System von Integralen mit den 
_ — ¥:(%) = B; (§— 1,2, ---,). 
§ 2. 


Den Beweis von Satz 1 erbringen wir auf folgende Weise. Bezeichnet 
man mit D, die vordere Derivierte, so wird in § 3 bewiesen, daB man 
zu jeder positiven ganzen Zahl » ein Funktionensystem 


%,,(2), (2), Ati ¥,,.(2) 
angeben kann, fir welches 


(1) % (2) = B, (i= 1, 2, --+, ») 
ist und auBerdem 


(2) “- : < Dy, (2) = f(z, %,,\%), rei Y,, (2) < : (t= I, 2, pe #) 


im ganzen Intervall (2,,2,+ 4), den Endpunkt 2, + a selbstversuindlich 
ausgenommen.*; Bis hierher deckt sich unser Gedankengang mit dem 
von Peano. 


In Wahrheit kann man fir jedes » sogar unendlich viele Funktionen- 
systeme angeben, die den Forderungen (1) und (2) gentigen. Von diesen 
greifen wir irgend eines heraus und bezeichnen es mit 

Mer Yer -* 9 ¥,,9° 
Alsdann werden wir in § 4 zeigen, daB sich eine Folge wachsender In- 
dizes v,, ¥,, ¥,,--- angeben liBt derart, daB die‘ Grenzwerte 


(3) lim ¥,,,,(2) = y,(2) (¢— 1, 2,---, m) 


existieren, und zwar gleichmapig im ganzen Intervall (x,, 2 + @). 
Von den so gefundenen Funktionen y, ist nun leicht einzusehen, dab 


sie alles leisten, was in Satz 1 behauptet ist. Denn zuniichet folgt aus (1) 


fort: , 
a ¥(a0) = B, (6 = 1,2, ---, n); 


die Anfangsbedingungen sind also erfillt. Sodann ergibt sich aus (2): 
_* = 7 < %;,»(2) — B, — { tae, Mii"? Yay) dz s - " aa 


*) Am Endpunkt kommt ja eine vordere Derivierte nicht in Frage. 
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Setzt man hier vy — y, und laBt y ins Unendliche wachsen, so geht y, ,(z) 
iiber in y,(z). Das Integral aber geht, weil die Beziehung (3) im ganzen 
Intervall (x, 2+) gleichmafig statthat, fiber in 


Yr 


Side, pers y,, ax. 


te 


Durch den besagten GrenzprozeB erhilt man also die Ungleichung 


0 Sut) — BJ hems ¥ ax SO. 
Diese besagt aber soviel wie: , 
(2) = B+ SNe thy Yada, 
und daraus folgt durch Differentiation: 


dy, 7 
“* = f(2, 915 °**) Yn): W. z. b. w. 


§ 3. 
Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Funktionen /, kann man eine 
positive Zahl 6, angeben derart, daB die Ungleichungen 


le) — 2M <8, 


(#) iy.) — 9 <8, (6 = 1, 2, --+,n) 
die folgenden nach sich ziehen: 
(5) FC, yx, «, y) — f(a, y™, ---, v2) < : (j= 1,2, ->-, 9). 
Ferner ist wegen der Beschrinktheit von /, 

f, <M; (i= 1,2,-+-, m). 


Nun schalten wir in das Intervall (z,,2,+ 4) eine endliche Anzahl 
Zwischenwerte ein: 


hy <2, << <a, <r — eta 
und zwar so, dab ¥nn3 —% <4, (" = 0, 1,---,9- ') 
M,(%,.; —%) < 4, i= 1,2,---,m 


ist. Alsdann definieren wir x Funktionen y, ,(z) in folgender Weise. Es sei 
(6) Yi,o(%o) = B, (v= 1, 2,---, m) 
und fir 4,<272%,,: 
(7) y; (2) = Yi, »(2) + (2 — %) + fy Ses %1,, Es °°» Yn,,(%)) 

(¢= 1,2,---,n; k=0, 1, +++) p—1). 


Mathematische Annalen. LXXVIII 26 
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Fiir die so im ganzen Intervall (2), z+) definierten Funktionen y, , 
ist leicht zu sehen, daB sie den Forderungen (1) und (2) geniigen. Be- 
ziiglich (1) ist das nach (6) selbstverstindlich. Ferner ist fir z,< x<2,,,: 

Z— |< my, —-%<4,, 
\M,2(2) -_ ¥;, (7)! - (x — 2) 7 AC 9:,+(%p, a Yn,» (2) 
S U(%41—%) < 4,; 
also nach (4) und (5) auch 
f(% V:,5(%, oe Yn,»(%p) a fz, 9:,-(), —- Mu, +(@))| < : : 
Wenn nun z irgend einen Wert des Intervalles (z,,z, +a) bedeutet, 
jedoch nicht die Zahl z, + a, so ist fir einen gewissen Index k 
% Ot <%,)- 
Aus (7) ergibt sich dann: 
D,y,,(2) - fi, Y1,7(Zp); pe Yn, »\%)) 5 
also: D, ¥;., (zx) me f(z, 9:,-(2), a Yn,+(2))| 
— AC 9:,,(%), poids Yn,»(2y)) ra f(z, 9:,,(%); ce Yu,(2))| < . F 


Die Funktionen y,, gentigen also auch der Forderung (2), und damit 
ist das Ziel dieses Paragraphen erreicht. 


g 4. 
Aus (2) folgt, weil |f,, << M, und »>1 ist: 
~ (M, + 1) < D,¥,,(2) < M, +1. 
Daher ist fiir irgend zwei Zahlen 2’, x” des Intervalles (z,, z+), wenn 
etwa 2 < 2” angenommen wird, 
(8) —(4,+1)@'—2) su,@) —9,,@) S (M+ DO" -2); 
also insbesondere fir z= z,, 2’ = x: 
— (M,+ 1)\@—%) S 9,,(2) — B, < (M+ IY(e—%), 
und daher erst recht 
(9) Yi,r(2)| S |B,| + (M+ 1)(@— a). 
Nun sei 
(10) T, Ty, Ty, °°* 
eine im Intervall (2,2, +) tiberall dichte Zablenfolge, in der insbeson- 
dere die beiden Zahlen 2, z+ a vorkommen. Da die m Folgen 
Y.,1(%), ¥.,3(2;), Yi3(%),--° (¢= 1,2,---,m) 
nach (9) beschrinkt sind, kann man eine Indexreihe 


(11) 7 A J 
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angeben derart, daB die » Folgen 


Y;,»,(%1), Y;,5,(%4), Yio (%)s °°" (¢ = 1, 2,---, m) 
je einen Grenzwert haben. Da aber auch die Zahlenfolgen 


Y;, »,(%s), Y;,»(%s)s Y;,»,"(Zs), sete (3 - 1, 2, ae n) 
beschrinkt sind, kann man aus der Reihe (11) eine Teilreihe 
(11,) Vy, Vey Voy Vay °° 


aussondern derart, daB die nm Folgen 


Y;,»,(%s)> Y;,»,(%s), Yi, »,(%e)s Y;, »,"(Xe), sos (t= 1,2,---, 0) 
ebenfalls je einen Grenzwert haben. Aus (11,) léBt sich abermals eine 
Teilreihe 
(11,) Vi» Vay Vy, Vy, My, °° ° 


aussondern derart, daB auch die n Folgen 
Y;,»,\%s)» Y;,»,(%s)» Y,»,(%s)> Y;,»(2s) Yi, 5"), ss (t= 1, 2,+--, 9) 

je einen Grenzwert haben. So laBt sich fortfahren, wobei man allgemein 
nach dem k*" Schritt eine Teilreihe 
(11,_,) Vy, Vay °° *y Upy Mey My ° 
erhalt, fiir welche die » Zahlenfolgen 

Y;,»,(%)> Yi,v,(Le)» : oe Yi,r,(%e)s Yi,» (Fe) Yin \L)y 2 (i= 1, 2, ++, n) 
je einen Grenzwert haben. 

Betrachtet man jetzt die Folge wachsender Indizes 


Vyy Vegan ** > Ver Vnray °° 's 
so ist das eine Teilreihe von (11), (11,), (11,) usw. und daraus folgt, dab 
die Grenzwerte 
(12) lim y, , (”) (¢ = 1, 2,---, ») 


existieren, sobald x irgend eine der Zahlen (10) ist. 

Nun wollen wir zeigen, daB die Grenzwerte (12) sogar fiir alle z 
des Intervalles (x,, 2+ @) existieren, und zwar gleichmaBig im ganzen In- 
tervall, womit dann auch das Ziel dieses Paragraphen erreicht sein wird. 
Zu dem Zweck ist nur nétig zu beweisen, daB nach Vorgabe einer be- 
liebig kleinen Zahl « allemal eine Zahl L angegeben werden kann derart, 
daB fir r > L, s>L im ganzen Intervall (z,, 2, +a) die Ungleichungen 

Yi,r,(2) a Yi,r,(2)| <é (¢ = 1, 2, ---, ») 
bestehen. 

Dazu wihlen wir aus der Folge (10) eine endliche Menge wachsender 
Zahlen 

Hy <<< <H-1< y= a +a 
26° 
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so aus, dab 
13) : - P +=1,2,---,” 
(ii eer — eS 3(M, + 1) Rae. acsil 
ist; das ist méglich, weil die Folge (10) tiberall dicht sein sollte. Dann 
sind gewifi, wenn L eine geniigend groBe Zahl bedeutet, fir r>L, s>L 
die nq Ungleichungen erfiillt: 
, 2 é t= 1,2,---,n 

(14) m,—%I<s (73 .’*) 

Ist jetzt x irgend eine Zahl des Intervalles (2,,2,+ a), so gibt es 
einen Index k, fir welchen 7,< 2 < 2,,, ist, und es ergibt sich: 


\¥%,,,(#) = ¥,,»,(2)| < Y.,r,(2) a Y;,»,(%)| + 1¥.,»,(%) — Y;,»,(%) 
+ |¥,»,(%) — %ae,(2)|- 
Hier ist aber der zweite Summand der rechten Seite nach (14) kleiner 
als > Von den beiden andern ist nach (8) und (13) jeder héchstens 


gleich (M, + 1)(a@—z,) < (M,+1)(4,,,—2,) < re 


so daB man sofort erhilt: 
\%,»,(2) 7 ¥;,,,(2)| < ; + - + $ = 6. 


Damit ist nun alles bewiesen. 


Anmerkung. Einige Zeit, nachdem ich diese Arbeit der Redaktion 
eingereicht hatte, erschien das Buch von Carathéodory: ,,Vorlesungen 
fiber reelle Funktionen“ (Leipzig, Teubner 1918). Am Schlusse dieses 
Werkes wird ein Existenzbeweis entwickelt, der sich in seiner Idee mit 
dem unseren deckt. Herr Carathéodory geht sogar erheblich weiter, in- 
dem er von den Funktionen f, nicht einmal Stetigkeit voraussetzt und 
demgema8 an Stelle der Differentialgleichungen von vorn herein die ent- 
sprechenden Integralgleichungen (vorletzte Gleichung des § 2) behandelt, 
wobei dann die Integrale im Lebesgueschen Sinne zu verstehen sind. 
Gleichwohl erscheint mir die hier gegebene Darstellung nicht iiberflissig, 
weil sie den elementaren Charakter des Beweises mehr hervortreten laBt 
und die Voraussetzungen so gestaltet, wie sie fiir eine erste Vorlesung 
iiber Differentialgleichungen naturgemi8 sind. 
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Die Isomorphismen der allgemeinen, unendlichen Gruppe mit 
zwei Erzeugenden. 


Von 


J. Nrecsen im Felde. 


Fiir diejenigen unendlichen, diskontinuierlichen Gruppen, welche defi- 
niert werden durch eine endliche Anzahl von erzeugenden Operationen, 
zwischen denen keine Relation besteht, sind die ersten beiden der von 
M. Dehn gekennzeichneten ,,Fundamentalprobleme“*), namlich das Identi- 
taéts- und das Transformationsproblem trivial. Das dritte, das Isomorphie- 
problem hat bei ihnen die Bedeutung: Zu entscheiden, ob die Zuordnung 
der » Erzeugenden zu n yorgegebenen Elementen der Gruppe eine iso- 
morphe Zuordnung ist oder nicht. 

Im folgenden wird dieses Problem fiir die allgemeine, unendliche 
Gruppe G(a,b) mit zwei Erzeugenden a und } gelist, einige Eigen- 
schaften der isomorphen Zuordnungen entwickelt und die Anwendung ge- 
macht auf ein topologisches Problem, die Abbildungsgruppe der einfach 
berandeten Fliche vom Geschlecht 1. 


1. 


Zwei Elemente « und f der Gruppe G(a,b) heiBen zusammenge- 
hérige, primitive Elemente, wenn aus ihnen die gesamte Gruppe erzeugt 
werden kann. Das ist der Fall, wenn die urspriinglichen Erzeugenden 
a und } durch a und # ausgedriickt werden kénnen. Die Substitution 
§ = (a, 8), bei welcher a durch « und 6 durch # ersetzt wird, definiert 
allgemein einen Isomorphismus von G(a,b). Wir suchen zunichst eine 
Methode, um in einer endlichen Anzahl von Schritten zu entscheiden, ob 
eine vorgegebene Substitution S einen Isomorphismus definiert oder nicht. 
« und 6 sind allgemein von der Form 


*) ,Uber unendliche diskontinuierliche Gruppen“. Math. Ann. 71. 
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Nuienses, 


i=p 
+ = @g%. bh... q™ bb" -] [@ b”), 
i=l 


(1) 


i=9¢ 
r = gm. BM... am’ -] [@ bb”), 
i=1 


wobei alle Exponenten und die Indizes p und g als endlich vorausgesetzt 
sind, und sind zusammengehdrige primitive Elemente, wenn fiir ebenfalls 
endliche Exponenten und Indizes zwei Gleichungen bestehen: 


G = als BY... gta Brn -]] (ami B”), 


t=1 
(2) i=y 


b = a’ Br’... wopro— JY (an pr’). 
t=1 


Daraus ergeben sich die notwendigen, aber nicht hinreichenden Be 
dingungsgleichungen : 

(83) Ep. Dm+ Zv- lm’ —1, Zp’: Sm+LZv-Em'=0, (5) 
(4) Zye-2n + Zv- =n’ =—0, Zu - =n + Zy'-TZn' =1. (6) 
Es muB mindestens ein Quadrupel endlicher Werte Zu, Lv, Lu’, Zr’ 
geben, das diesen vier Gleichungen gentigt. Daraus folgt: 


Wegen (3) ist nicht gleichzeitig 2m und Em’ gleich 0, 


” (6) ” ” ” =n ” Zn’ ” 0, 
und daraus weiter: 
Wegen (3) und (4) , » Zu , Zn, 9, 
» () » ©» » » Ze’, De , Uv. 
Die Determinante ise Za 
am! sm En'| 


kann also nur verschwinden, indem alle Glieder von 0 verschieden und 
die Kolonnen einander proportional sind. Dann ergibt sich aus (3) und (4) 
ein Widerspruch, ebenso aus (5) und (6). Also ist A+ 0 und 








(7) ie: zy =, 


Da die links stehenden Summen ganzzahlig werden sollen, miissen die 
rechte stehenden Zahler alle den Faktor A enthalten. Also ist A selber 
durch A* teilbar und es folgt: A = + 1. 
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Im folgenden ist die Anzahl der Erzeugenden eines Aggregats A mit 
N(A) bezeichnet. Es ist daher vorausgesetzt, daB in A wie auch in den 
vorgegebenen, durch (1) definierten, zusammengehérigen primitiven Ele- 
menten « und # kein Bestandteil der Form BB-' vorkommt. (a, 8) labt 
dann folgende Eigenschaften erkennen: 


1. Auch die Elemente (@ = AaA-?. 
(p= ABA! 


bilden ein primitives Paar. Denn bilden wir fiir sie die den Auflésungs- 
gleichungen (2) entsprechenden Ausdriicke, so ergibt sich: 


i=” i=¥ 


[ [ob =Aaa-, [ [eB —ava* 


i=l i=l 


Besteht nun das Aggregat A nur aus einer Erzeugenden, z. B. a, so ist 
der erste Produktausdruck unmittelbar = a, und wir erhalten weiter: 


pr i=a i= i=2 


Te |- [[ ore [Te - 


Da jede Transformation durch eine Reihe von Transformationen mit je 
einer Erzeugenden ersetzt werden kann, so gilt der Satz allgemein fiir 
jede Form des Aggregats A 

2. Hat ein Element des Paares, z. B. a, die Eigenschaft, daB a und 
«-' mit der gleichen Erzeugenden beginnen, so muB, damit iiberhaupt in 
(2) die Zahl der Erzeugenden sich durch Absorption verkleinern kann, 
B oder B-* mit derselben Erzeugenden anfangen. Also ist das Paar von 


der Form: 
{a = cAcm* a = cAc™' 


\p _— oder \p a 


Dann wird durch Transformation mit c die Zahl N(a) erniedrigt und «ie 
Zahl N() nicht erhéht. Ist auf diese Weise durch Transformation erreicht, 
daB weder « noch B von der Form cAc™? sind, so soll der so erhaltene 
Ausdruck von (a, 8) eine ,reduzierte Form“ unter allen ineinander trans- 
formierbaren Formen des Paares heiBen. Im folgenden ist (a, 8) reduziert 
angenommen. 

3. Ist N(«) = N(f8) = 1, so kann das Paar («, 8) offenbar nur eine 
der acht Formen haben: 


(a,b), (a,b-*), (a-', b), (a-1, b-"), 
(b, a), (b,a-"), (b-',a), (0-4, a7). 
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4. Ist, was im folgenden vorausgesetzt bleibt, nicht gleichzeitig N(a) 

und N(f) = 1, so muB (2) ausgefiihrt von der Form sein 

a=T,af,, 

b= Tf, bf,. 
Hierbei sind die einzelnen [,— 1, und mindestens eins von ihnen umfabt 
mehr als 0 Erzeugende. Jedes [,;, fiir welches N(f,) > 0 ist, mu8 mehr 
als ein vollstindigee Element « oder #8 enthalten. Denn es ist nicht ein 
Element oder ein Teil eines solchen fiir sich ~1. In jedem solchen 
Aggregat [ gibt es mindestens ein Element, das von seinen Nachbarele- 
menten (dem vorausgehenden und dem nachfolgenden oder beiden zugleich, 
aber nicht mehr als diesen beiden) absorbiert wird, ohne daB an anderer 
Stelle im Aggregat [ Absorption stattzufinden braucht. Denn bliebe nach 
dem Ausléschen von Bestandteilen AA~' an allen Stellen im Aggregat [, 
wo sich zwei Elemente bertihren, in jedem Element ein Rest nach, so 
bestiinde f aus lauter solchen Resten, zwischen denen keine Absorption 
mehr stattfindet, wire also nicht gleich 1. 

5. Das in einem Aggregat [ von seinen beiden Nachbarelementen 
absorbierte Element sei ein «. 

Fall I: Dies « stehe zwischen einem a und einem f. Da Bestand- 
teile aa~* in (2) also auch in [ nicht vorkommen und a reduziert ist, 
so muB « von dem benachbarten f§-Element allein absorbiert werden. Also 
ist @ oder a~* ein Bestandteil am Anfang oder Ende von §. 

Fall Ll: Dies a stehe zwischen zwei 6-Elementen. Es habe die Form 
a= A,A,, und A, werde durch das vorhergehende, A, durch das nach- 
folgende § ausgeléscht. Dann bestehen vier Méglichkeiten: Die Reihenfolge 
der Elemente ist ---faf--- oder ---f-'af--- oder --- Baf-'--- oder 
.-+B-'ap-'.--. Im gweiten und dritten Fall muB a, da es reduziert ist, 
von einem der Nachbarelemente allein ausgeléscht werden, fallt also unter 
Fall. Im ersten (und analog im vierten) Fall miiBte 6 von der Form 
sein, einmal 6 = B, Az, 
gleichzeitig aber B = A;*B,, 
so daB die Erzeugenden von B, der Reihe nach mit denen von A;* iiber- 
einstimmen. Transformieren wir nun das Paar (a, 8) mit A,, wodurch an 
seinem reduzierten Charakter nichts geaéndert wird, so wird 


a = A>ta@A,—=A,A,, 
B = Ar*BA, = Ar*B,. 


Ist nun N(a)> N(f), so ist N(A,) > N(B,). Dann ist B-* End- 
bestandteil von a. 
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Ist N(a) < N(f), so ist N(A,) < N(B,). Dann ist a’ Anfangsbe- 
standteil von . 

Ist endlich N(a) = N(f), also N(A,) = N(B,), so miBte sein a= p-'. 
Dieser Fall ist also unméglich bei der Voraussetzung, daB nicht gleich- 
zeitig N(«) und N(f) = 1 sind. 

Zusammenfassend haben wir also den Satz: 

In jedem primitiven Paar (a, B) ist das Element mit kleinerer Zahl 
von Erseugenden, mit dem Exponenten +1 oder —1 versehen, Anfangs- 
oder Endbestandteil des Elements mit der griBeren Zahl von Erzeugenden, 
oder dies ist durch Transformation erreichbar. Haben beide Elemente die 
gleiche Zahl von Erzeugenden, so besteht jedes aus nur einer Erzeugenden. 

6. Es sei N(«) << N(f). Dann ist also — eventuell nach einer redu- 
zierten Transformation des Paares — 6 = af oder fa oder a~'f' oder 
Ba-*. Es sei zur Fixierung des Ausdrucks z. B. die erste Form ange- 
nommen. Nach (2) ist 


‘=n imz 


a=] [6 =] [tea =] [o*8*) 
i=l i=1 i=l 
und entsprechend fir b. Also ist auch (q, #’) ein primitives Paar. 6’ muB 
in reduzierter Form erhalten werden, denn wire # — dBd-', wo d aus 
einer Erzeugenden besteht, so miiBte «a = dA oder Ad-* sein. Im ersten 
Fall wire # nicht reduziert, im zweiten Fall kiime d-'d in £ vor. 

Ist nun noch N(f’)> N(a), so ist — eventuell nach einer redu- 
zierten Transformation — a@*! Anfangs- oder Endbestandteil von f’. 

Durch Abspalten von Bestandteilen « kommt man so schlieBlich zu 
einem Residuum y von , fiir das N(y)< N(«) ist. Nun kann man in 
gleicher Weise immer nétigenfalls nach reduzierten Transformationen 
Anfangs- oder Endbestandteile y+ von « abspalten und fahrt analog fort, 
bis nach einer endlichen Anzahl von Schritten ein Residuum von nur 
einer Erzeugenden als Element eines neuen Paares S, sich ergibt. Indem 
man nunmehr ohne weitere Transformationen dieses, so oft es geht, von 
dem anderen Element des Paares abspaltet, bringt man auch dieses auf 
ein Residuum von nur einer Erzeugenden und hat damit ein letztes Grund- 
paar S, in einer der unter 3. aufgefiihrten Grundformen erhalten. 

7. (&) sei ein reduziertes Paar, fiir welches 1 < N(E)< N(n)< 2N(€) 
ist und das im besonderen die Eigenschaft hat, daB §*' Anfangs- oder 
Endbestandteil von 7 ist und nach jeder reduzierten Transformation das 
transformierte §*' immer Anfangs- oder Endbestandteil des gleichzeitig 
transformierten 7 bleibt. Diesé letztere Eigenschaft eines Paares soll kurz 
»Vollkommenheit“ heiBen. 
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Nur zur Fixierung des Ausdrucks sei wieder die bestimmte Form 
angenommen: (E=§ 7—£7’). Dann erhilt man durch Transformation mit £: 
(E—§, 

li) =» €. 
Denkt man sich diese Transformation durch eine Folge von reduzierten, 
»rechts vertauschenden“ (d. h. Aggregate von vorne nach hinten versetzen- 
den) Einzeltransformationen mit je einer der aufeinanderfolgenden Erzeu- 
genden von € ersetzt, so muB es darunter eine bestimmte Transformation 
T mit der Erzeugenden e geben, so daB vor 7'.das Element — Anfangsbe- 


standteil von 7, und nach T das Element — Endbestandteil von 7 ist. Also 
gibt es eine Darstellung: 


b= fet", y= Set’, 
E—ct’t, = j-et"vf, 
5 om E’’e, 7 = E’ n't’ e. 


Es miissen danach die Erzeugenden von 7 der Reihe nach mit denen 
von §’, und diejenigen von 7'~' der Reihe nach mit denen von §”~' 
tibereinstimmen. 


Das reduzierte Paar (sign u = sign v): 
Fi — E, 
" = E"&", 
wobei |u+v|>O0 sein darf, hat offenbar auch die Eigenschaft der Voll- 
kommenheit. Es gilt dann der Hilfssatz: Dasselbe gilt weiter auch 
von dem reduzierten Paar (sign u’ = sign v’): 
[Es nt Em, 
\ng =: 
Fir |g'+'|>1 ist das unmittelbar ersichtlich, ist aber z. B. yp’ = 1, 
v= 0, so ist also 
Ea 118, = Ebr t* — (Bek tn’ (Fek")” 
Ma=% =n = (Feb ty’ (bek")’. 
Transformieren wir rechts vertauschend mit (§’ e§”)** 
és aie n (bebe t"t?, 
ia = (Retype 
%j, steht am Anfang von &. Das bleibt bei allen reduzierten links ver- 
tauschenden Transformationen erhalten. Nach den Eigenschaften von T 


bleibt es auch bei weiteren N(€’) rechts vertauschenden Transformationen 
erhalten, falls N(é’)< N(m’). Schon nach N(n’') — N(E”’) von diesen ist 


, so wird 





ac 


de 


di 
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aber das erzielte 7, Endbestandteil von E, und bleibt das bei allen weiteren 
rechts vertauschenden Transformationen. Da nun nach Voraussetzung 
N(E) + N(E") > N(n’) ist, so ist damit die Vollkommenheit fiir das Paar 
(&,, 4%) erwiesen. Das bleibt richtig, falls N(E)—1, N(y) —2 ist. Dann 
ist N(x’) = 1 und N(é’) = N(E”) = 0. Die Richtigkeit des Hilfssatzes ist 
in diesem Fall am Paar (&,,) unmittelbar abzulesen. 

Das Paar S,, auf das in 6. das urspriingliche primitive Paar (a, 8) 
schrittweise zurtickgefihrt war, hat nun offenbar die Eigenschaft der 
Vollikommenheit. Also besteht sie nach dem Hilfssatz auch fir alle Paare 
der Entwicklung riickwirts und schlieBlich fir (a, 8) selbst. 

Der beschrinkende Zusatz im Ergebnis von 5. lautend: ,,oder dies ist 
durch Transformation erreichbar“ wird hierdurch aufgehoben. 

8. Wir kénnen nach dem Bisherigen den Aufbau jedes reduzierten, 
primitiven Paares durch zwei Rekursionsformeln charakterisieren : 


bet Tr _ O3 9-17 
(8) S,,: ®a-1 &se—1 
B,, = Oyen By 1% 5" ? 
es *'s 
y ° Oe o+1 _ By as, 29? 
(9) 2e+1° ‘ 
Bso41 _ By. 


mit den Bedingungen: S, hat eine der in 3. angegebenen Grundformen; 
é, und ¢,’ haben das gleiche Vorzeichen, sonst wire «,,, bzw. B,,, nicht 
reduziert; ¢, und ¢,_, haben das gleiche Vorzeichen, sonst gabe es in 
a,,, baw. 6,,, einen Bestandteil von der Form [f-*. Also haben alle «¢ 
das gleiche Vorzeichen, und das gleiche gilt von den durch E,;= ¢,+ ¢; 
definierten GréBen E. Diese notwendigen Bedingungen sind zugleich hin- 
reichend. Denn bildet S,, ein primitives Paar, so schreiben wir die Doppel- 


gleichung (9): 


— Es¢ ~8's¢ 
tT bic Bs 01 %s041-Pao 4a 


Bs a Bso+1 
und folgern, daB auch S,,,, ein primitives Paar ist. Analog ist S,, ein 
primitives Paar, wenn es S,,_, ist. Und fiir das Paar S, ist es voraus- 
gesetzt. 
Das zu Anfang gestellte Problem ist damit vollstindig gelést. 
9. Bilden wir fiir die Rekursionsformeln das charakteristische Zahlen- 
quadrupel wie am Anfang von I, so erscheint es ebenfalls in rekursiver Form: 


fir S,,: oo eye 
7 Zimy » 1 , Ey ont + Zim, 0-1 Zmy,_ 1° Es, _1 + 2ms,_; 
und fiir S,,,;: iil 7 ae — ~ on 
=m, , Zn, 
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Angenommen, es sei: . :' 
ad | 2m, ,| + | Zn,,| = N(q,,), 
| Zs o| + | Enso! = N (xe), 
so miissen in 2m, und ebenso in Xn;, beide Summanden das gleiche 
Vorzeichen haben. Entwickelt man also 
Lz 941 = TmMse- Exo + Tm, 
= ZM2 5-1 ‘ Eso-1 . Ee, + Zmey—1 . Es, + Zmy.—1 

und berticksichtigt, daB E,,_,-E,, positiv ist, so folgt, daB diese drei 
Summanden das gleiche Vorzeichen habev. Also kann man entwickeln: 

| Dmg o+1 + |S s041| —_ |Es, -( 2m; o| + |Znzo|) + Zme2,! + | Ene | 
; = E;,, - N(B;,) + N(e,,) oe N (5041): 
Ferner ist 

|Z migss| + |Zmiexs| — |Zese| + | Zio] — N (Bae) — N(Bse+1)- 
Also hat auch S,,,, die von S,, vorausgesetzte Kigenschaft. Analog lift 
sie sich von S,, erweisen, wenn sie von S,,_, gilt. Nun gilt sie sicher 
von S,, also gilt allgemein: 
| {2m | +|2n| — Nw), 
| | Sm’) + | Zn'| = N(A), 
in Worten: In eimem in redusierter Form gegebenen, primitiven Paar haben 
alle in einem Element auftretenden Erzeugenden einer Art das gleiche Ex- 
ponentenvorzeichen. 
10. Unterwirft man Brews der Transformation mit 6,3" , so wird: 


Ese. 
Oso 41 = B, ("a 2¢ 


Bross sin By 9: 
Transformiert man dies Paar weiter mit qr ;', 80 bleibt «,, ungedndert, 
und es wird = an 
B,, sade Byo_s 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens wird nech 29 Schritten fiir alle i 
von 1 bis 2e —— ae 


Die so erhaltene, transformierte Form von S,,,, mége Normalform heiBen. 
Sie ist vollkommen charakterisiert durch Angabe von S, und der charakte- 
ristischen Reihe der E,. Die Zahlen 2m, Xn, Xm’ und Ln’ werden durch 
die Transformationen nicht geaindert. Nun fihrt aber*) jedes Zablen- 
quadrupel mit der Determinante +1 in eindeutiger Weise zu einem 
Teileralgorithmes, definiert also eindeutig eine charakteristische Reihe E, 


*) Vgl. z. B. meine Schrift ,Kurvennetze auf Flichen*. In. Diss., Kiel 1913, 
8. 47—49. 
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und ein aus Gliedern 0, +1 und —1 bestehendes Grundquadrupel. Also 
folgt der Satz: 

Alle primitiven Paare von G(a,b), die in den vier Zahlen Xm, Zn, 
Zim, Zn’ tibereinstimmen, sind ineinander transformierbar. 


Il. 

Das unter I. erzielte Kriterium 148t sich durch das folgende einfache 
ersetzen : 

Zwei Elemente « und B von G(a,b) bilden dann und nur damn ein 
Paar susammengehoriger primitiver Elemente, wenn die Gleichung erfiillt ist : *) 
(11) aBa-*B-*—= T(aba-'b-*)*?f -. 

1. Die Bedingung (11) ist notwendig. 

Erfillt ein Paar («, 8) die Bedingung (11), so erfiillt sie auch jedes 
aus («, 8) durch Transformation hervorgehende Paar. Fiir ein reduziertes 
Paar setzt man a, und #, aus (8) oder (9) in (11) ein und findet, daB 
8, der Bedingung (11) gentigt, wenn ihr S,_, geniigt. S, geniigt aber der 
Bedingung, folglich auch §,. 

2. Die Bedingung (11) ist hinreichend. 

(a, 8) genfige der Bedingung, und jedes Element sei in den Erzeugen- 
den so geschrieben, daB kein Bestandteil [f[-' vorkommt. Hat z. B. « 
die Form « = ca’c~', wo c aus einer Erzeugenden besteht, so muB sich 
der als Zyklus geschriebene Ausdruck «fa~'f-' (vgl. Fig. 1) im Sinne 

















-— —> 

1, by ye 
BR c a’ e P a 
Fig. 1 Fig. 2. 


P, P,P, P, gelesen auf (aba-'b-*)+* (Fig. 2) reduzieren: Es muB also 
mindestens an einer Ecke P, Absorption stattfinden, also 6 von der Form 
cB’ oder f'c~* sein. In beiden Fallen kann man durch Transformation 
mit ¢ N(«) verkleinern, ohne N(f) zu vergréBern. (a, 6) sei also reduziert 
vorausgesetzt und da mit(«,#) auch (8, a) die Bedingung p 

(11) erfillt, kénnen wir, ohne eine Einschrinkung zu Pf 98, 4d 
begehen, N(a)< N(f) annehmen. Es sei « = ca'd. 
« besteht aus 0, 1,2 usw., c und d je aus 0 oder 1 r | ve 
Erzeugenden. Im Zyklus (Fig. 3) findet Absorption 
nicht gleichzeitig bei P, und P, statt, sonst wiirde pe 
c= d-' folgen und « wire nicht reduziert, ebenso ~S 














a P, 


*) Dieser Sats ist mir von M. Dehn mitgeteilt worden. Sein Beweis ist von dem 
folgenden verschieden. 
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nicht gleichzeitig bei P, und P,, sonst wire # nicht reduziert. Reduktion 
findet nur an zwei gegeniiberliegenden Ecken statt, z.B. bei P, und P,. 

Ist nun N(«) — N(f), so kann keine Rechtecksseite der Figur 3 ganz 
absorbiert werden, denn sonst wire a= und afa~'B-'=1. Findet tber- 
haupt Reduktion statt, so mu8 nur an P, der Streckenzug de und an P, 
im gleichen Umlaufssinn der Streckenzug c~'d-' nachbleiben. Also ist 
«Ba-*B-'= 1, was ausgeschlossen ist. Es kann also tiberhaupt keine 
Reduktion stattfinden, N(a)=— N(fé)=1. Man liest dann aus Fig. 2 ab, 
daB (a, 8) eine der unter I, 3. angegebenen acht Grundformen hat, also 
ein primitives Paar ist. 

Ist aber N(a)< N(f), so muB mindestens eine a-Seite ganz absor- 
biert werden; denn sonst blieben im Zyklus nach der Reduktion sechs 
oder mehr Erzeugende nach. Also ist a+ Anfangs- oder Endbestandteil 
von #, z. B. 8 = af’. Dann ist p’= a~'f und 

ap an* B= aa" Ba Ba = a" (apa B-")a = F(aba-*b-")* TF -". 
Also erfiillt auch (a, f’) die Gleichung (11); analog fir die anderen 
Spezialfille. 6’ wird in reduzierter Form erhalten, denn sonst wire genau 
wie unter I, 6. ein Widerspruch zu folgern. 

Damit sind die Bedingungen fiir die gleiche Analyse des Paares (a, f) 
wie in I mit dem dort als primitiv vorausgesetzten Paar (a, 8) gegeben. 
(a, 8) gestattet also eine Auflésung nach den Rekursionsformeln (8) und 
(9) mit Exponenten « von gleichem Vorzeichen und fihrt auf ein primi- 
tives Grundpaar S,, ist also selbst primitiv. 


IIL. 


Ist (a, 8) ein primitives Paar, so definiert die Substitution S, bei 
welcher a durch a und } durch £ ersetzt wird, einen Isomorphismus von 
G(a,b). S heiBe kurz ,,isomorphe Substitution“. 

Ubt man auf eine isomorphe Substitution S, eine ebensolche S, aus, 
so entsteht wieder eine isomorphe Substitution S,. Denn definiert man 
S, und S, durch Gleichungssysteme der Form (1), so existiert ftir jede 
ein Auflisungssystem (2). Entsteht also S,, indem man S, auf S, austibt, 
so kann man aus a,, 6, mit Hilfe des Auflésungssystems von S, die Ele- 
mente «,, 6, und weiter hieraus mit Hilfe des Auflésungssystems von S, 
die urspriinglichen Erzeugenden a und b ausdriicken. 

Schreibt man diese Beziehung 


8, ~— 8, . 8,, 
so laBt sich das assoziative Gesetz: 
(S;;- Ss) F Sis = S,,° (S,,° Sis) 





] 
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leicht nachweisen, indem man die Elemente der durch 

8, = (81> Sis) - Sis, 

8, = Si. (Sie Sis) 
definierten Substitutionen mit Hilfe der Definitionsgleichungen der S, aus- 
fibrlich hinschreibt, wodurch dann die Identitét von S, und S,, augen- 
scheinlich wird. 

Mit S-* sei eine isomorphe Substitution bezeichnet, welche auf S 
ausgetibt, diese in die identische Substitution (a,b) tiberfihrt. Es wird 
nach der Existenz und Auffindung von S-' gefragt. 

S habe die vier charakteristischen Zahlen Dm, In, Dm’, Xn’ und 
die aus ihnen gebildete Determinante A=—+ 1. Dann sind durch die 
Gleichungen (7) vier weitere Zahlen definiert, fiir welche 


afl meg math —in ilps ee. 

Zu tv’) 8 |—Em =m | 
Indem man auf dieses Zahlenquadrupel einen Teileralgorithmus anwendet, 
gelangt man zu einer Reihe von Faktoren E,_, bis E, und einem An- 


fangsquadrupel * 


0 
in der andern +1 oder —1 sind. Bildet man dann S, durch 





; => dessen Glieder in der einen Diagonale 0 und 
0 


a, = aX b’, 
B, = aie’ b’: 
so kann man weiter mit Hilfe der Rekursionsformeln (8) und (9) S, bis 
S, konstruieren. Dabei hat man bei jedem Schritt die Freiheit, E, in 
zwei Summanden ¢, und ¢/ von gleichem Vorzeichen 2u zerlegen. Ubt 
man dann S, auf S aus, so resultiert eine isomorphe Substitution mit 
den charakteristischen Zahlen 
{Zp- Lm + Zy'- Zn Zv- Lm + Zr’. Zn | 
(Zu: m+ Zp. En Sv. Em'+ Ze’ En’ 
diese sind aber nach (7) gleich 
lo 1} 
0 1)’ 


die Substitution S-S, ist also in die Identitét transformierbar. Ist 
S-S,—(faf-', Fbr-*), so ist S-*=—(-'a,f, [-*B,1), 
also stets nach dieser Methode auffindbar. 
Bildet man nun S~'-S, so ist das jedenfalls eine isomorphe Sub- 
stitution, also existiert (S~'- S8)-' so, dab 
(12) (S-'-8)-(S-'-S)'=1 
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Ubt man auf S-' die identische Substitution S.S-' aus: 
S-'.(8-S-*) = S8-' 
und hierauf weiter die Substitution S-(S-'-S)~', so l4Bt sich das unter 
Anwendung des assoziativen Gesetzes schreiben: 
(S-'.8)-(S-'-S8)-(S-?- S)-'= (S-'- 8) -(S-'- 8)-' 
und mit Hilfe von Gleichung (12) folgt 
S-*.S=—1. 

S-* ist also auch definierbar als diejenige Substitution, welche in die 
Identitaét tibergeht, wenn S auf sie ausgeiibt wird. Dies Ergebnis labt 
sich formulieren: 

Jede isomorphe Substitution ist Auflésungssubstitution zu ihrer Auf- 
lésungssubstitution 
oder anders gesprochen: 

Die Aufgabe, zu einer gegebenen isomorphen Substitution die rezi- 
proke zu finden, ist identisch mit der Aufgabe, aus einem gegebenen Paar 


zusammengehodriger, primitiver Elemente die urspriinglichen Erzeugenden 
a und 6 auszudriicken. 


IV. 


Mit R sei eine einfach berandete Flache vom Geschlecht 1 bezeich 
net. Sind a und } auf R’ swei geschlossene, doppelpunktlose Kurven mit 
einem gemeinsamen Punkt, so ist die allgemeine, umendliche Gruppe 
G(a, b) — Ge die ,,Fundamentalgrappe von F’“*). R sei die geschlossene 
Flache vom Geschlecht 1 (Ring), die entsteht, wenn man die Randkurve 
von F durch ein Elementarflachensttick schlieBt. Die Fundamentalgruppe 
von R ist die Abelsche Gruppe Gp= G,(a, 6) mit der Relation aba~')-' =1. 
Nun besteht der folgende Hilfssatz: 

Zwei geschlossene, doppelpunktlose Kurven, die auf R ineinander 
transformierbar sind, sind es auch auf R’.**) 

Zwei stetige eineindeutige Abbildungen von R bzw. von RF’ sind in- 
einander transformierbar, wenn die beiden Bilder von a und gleichzeitig 
die beiden Bilder von ) ineinander transformierbar sind. Jede stetige ein- 
eindeutige Abbildung von R’ laBt sich zu einer solchen von R erweitern, 
indem man sie Uber das die Randkurve schliebende Elementarflichenstiick 
fortsetzt. Homotope Abbildungen von FR’ fiihren dabei zu homotopen Ab- 
bildungen von R. Andererseits kénnen zwei nicht-homotope Abbildungen 


*) Vgl. M. Dehn, Uber unendliché diskontinuierliche Gruppen“. Math. Ann. 
71 (1911) 

**) Wegen Raummangels mu dieser Hilfssatz hier ohne Beweis angegeben werden 
Ich behalte mir vor, den Beweis spiter in anderem Zusammenhange mitzuteilen. 
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von RB auch nicht zu homotopen Abbildangen von R erweitert werden, 
denn zwei einander entsprechende Bildkurven, die auf FR nicht homotop 
sind, kémnen es uach dem Hilfssatz auch auf R nicht sein. Es findet 
also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der topologisch unterscheid- 
baren Abbildungstypen von R und F’ statt. Die (unendliche, diskontinuier- 
liche) Abbildungsgruppe von F’ ist also wie die von R durch einen zwei 
stufigen Isomorphismus mit der erweiterten Modulgruppe verbunden.*) 
Ein Unterschied zwischen den Abbildungen von R und denen von F’ 
besteht erst bei der Frage nach den die Abbildungen definierenden iso- 
morphen Substitutionen der Fundamentalgruppen. Die Abbildungen von 
R werden definiert durch die Substitutionen « = ab", B = ab” der 


m n 
Abelschen Gruppe Gr, bei denen a +1 ist. Diese bestimmen 
2 


zugleich den Abbildungstypus von #’. Die zugehérigen Substitutionen aus 
der Gruppe G, sind von der Form der G@leichungen (1) in I und kénnen 
nach der Methode von I gefunden werden, da das charakteristische Zahlen- 
quadrupel bekannt ist. Es ergibt sich also der Satz: 

Die Gruppe der topologisch unterscheidbaren Abbildungslypen der F lache 
R’ vom Geschlecht 1 mit einer Randkurve ist isomorph mit der Gruppe der 
Isomorphismen der ullgemeinen, unendlichen, diskontinuierlichen Gruppe G(a, b) 
mit zwei Erzeugenden, der Fundamentalgruppe von PF’. 

Im besonderen entspricht einem Abbildungstypus von FR’ die invariante 
Untergruppe aller in cine bestimmte isomorphe Substitution transformierbaren 
Substitutionen von G (a, b). 

Das Erkennungsmerkmal fiir die Abbildung und die zugehérige Unter 
gruppe von Substitutionen ist das zugehérige charakteristische Zahlen 
quadrupel. 

Fiir die berandete Fliche vom Geschlecht 1 besteht also der gleiche 
Zusammenhang zwischen den Abbildungen der Fliche und den Isomor- 
phismen der zugehérigen Fundamentalgruppe, wie ihn M. Dehn fir ge- 
schlossene Fiiichen beliebigen Geschlechts gefunden hat.**) 


Fiir berandete Flachen von héherem Geschlecht ist das nicht mehr 
der Fall. 


Konstantinopel im Oktober 1917. 
*) Vgl. meine Schrift ,Kurvennetze auf Flichen“, Inaug. Dies., Kiel 1913 


**) Nach Mitteilung von M. Dehn. 
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Ober orthogonal-invariante Integralgleichungen. 
Von 


E. Hecxe in Basel. 


Bei Gelegenheit einer naheren Untersuchung derjenigen Integral- 
gleichung in drei unabhingigen Variabeln, welche nach Herrn Hilbert*) 
der kinetischen Gastheorie zu grunde liegt, wurde ich auf eine Reihe von 
allgemeinen Sitzen tiber solche Integralgleichungen geftihrt, deren Kern 
eine Orthogonalinvariante in den beiden Serien von Variabeln ist. Diese 
Satze werde ich im folgenden entwickeln. Sie sind von Nutzen fir die 
numerische Auflisung der Gasgleichung und ahnlicher Gleichungen, auf 
welche die mathematische Physik gefihrt hat, bieten aber auch ein rein 
mathematisches Interesse dar, indem aus ihnen hervorgeht, daB die Auf- 
lésung einer derartigen Gleichung in m Veranderlichen auf die einer Inte- 
gralgleichung in einer Verinderlichen reduzierbar ist. Ich habe absicht- 
lich die Benutzung der Theorie der Kugelfunktionen, welche sich als das 
nichste Hilfsmittel zur Untersuchung darzubieten scheinen, zuerst ver- 
mieden und das wesentliche Resultat (§ 2) auf einen tiberraschend ein- 
fachen Satz fiber Funktionen reeller Variabler basiert, den ich im § 1 


beweise. Im § 3 fihre ich dann unter Heranziehung der Kugelfunktionen 
einige Einzelheiten etwas niher aus. 


§ 1. 
Orthogonal-invariante Funktionensysteme. 


Sei x, 9, § ein Punkt auf der Einheitskugel ¢?+ y+ 3° — 1, ebenso 
Li» %» a,» ferner dk bzw. dk, das Flachenelement der Kugel an den beiden 


Stellen. Ist dann F eine beliebige stetige Orthogonalinvariante dieser beiden 
Punkte, also eine stetige Funktion von 


J= tt, + 9, + th» 
so gilt der folgende 


*) Begriindung der kinetischen Gastheorie. Math. Ann. 72 (1912), S. 562. 
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Hilfssatz: Ist g(ry4) eime ganze rationale Funktion vom x, y, 4 vom 
Grade n, so ist auch 
SFO) 96944) a, 


erstreckt iiber die Kugelflache, eine solche vom Grade <n. 
Seien namlich a, b, ¢ Parameter, so ist das Integral 


SFO) (ax, + 60, + en)*ah, 

ersichtlich eine Orthogonalinvariante der beiden Serien a,b,c und f, y, 3, 
also eine Funktion nur von ar + by + cg und a* + b? + c*; andrerseits 
ist es eine Form n*” Grades in a, b,c und folglich eine ganze rationale 
Funktion von az + by + cg und a* + 6? + c*, insbesondere also auch in 
r, y, 4 eine ganze rationale Funktion. Entwickelt man den Integranden 
nach Potenzen von a, b, c, so erkennt man die Richtigkeit des Hilfssatzes 
fiir jedes Potenzprodukt g also auch fiir jedes ganze rationale g. 

Weiterhin betrachten wir endlich viele Funktionen /,, ---, f, auf der 
Kugelflache oder im Raume, welche die Eigenschaft besitzen, bei belie- 
biger orthogonaler Transformation der Argumente selbst eine lineare ho- 
mogene Transformation zu erfahren, so daB also, wenn S eine orthogonale 
Transformation bedeutet, stets 


Pp 
fi(Stry2)) = > eu fi(zye) k=1,-++,p 
t= 1 


ist, mit von zyz unabhangigen GréBen c,,. Ein solches System von Funk- 
tionen soll ein orthogonalinvariantes oder kiirzer imvariantes Funktionen- 
system genannt werden. 

Beispiele fiir invariante Systeme sind Funktionen, die nur von 
z' + y’?+ 2* abhingen oder alle Potenzprodukte z*y’s’, deren Exponenten- 
summe einen festen Wert hat. Es soll nun nachgewiesen werden, dai 
jedes invariante System aus Systemen von diesem Typus zusammengesetzt 
werden kann. 

Satz 1: Jedes invariante System stetiyer Funktionen auf der Kugel- 
fliiche x* + 9? + 3? = 1 besteht aus gansen rationalen Funktionen von £, 9, }. 

Besteht nimlich das invariante System aus den Funktionen /,, ---, f,, 


30 betrachte man die lineare Schar von p Parametern ¢,, -- -, ¢, 
Cf; v we + ¢,f,- 
(Es geniigt offenbar, die f,,---, f, als linear unabhingtg anzunehmen.) 
Aus dieser Schar wahle man ein System orthogonaler und normierter 
Funktionen @,, 9, ---, @, aus, wofiir also 
, 0, wenn m+n 
(1) J Pan | 1, wenn m—n. 


27° 
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Das System g,,---, g, ist offenbar auch invariant. Da ferner, wenn § 
eine orthogonale Transformation ist, offenbar auch die Funktionen 
p(Sieys)) i=1,---,p 


orthogonal und normiert sind, andrerseits derselben linearen Schar ange- 
héren, so erfahren die p Funktionen @ bei orthogonaler Transformation 
der Argumente selbst eine orthogonale Transformation, d. h. es ist 


yp 


g( S99) — >’ an 9u(E98), 


k=1 


wo das Koeffizientenschema a,, orthogonal ist. Folglich ist die Funktion 


Pp 
~ ’ 
> P(E98) 9.(E. ds) 
i=l 

der beiden Punkte ryg und 1,),4, selbst orthogonalinvariant und daher 
Funktion nur von J= fz, + 99, + 43,- Wir wollen sie mit F(J) be- 
zeichnen. Nun ist nach Definition fiir jede stetige Funktion h auch 


(2) SFO) Me, 9,) ah 

eine Funktion aus der @-Schar, insbesondere kommt hierbei nach dem 
Hilfssatz, wenn /: cine ganze rationale Funktion ist, fir das Integral eine 
ganze rationale Funktion von r, 9, 4 heraus. 

Wenn es also gelingt, p ganze rationale Funktionen g,, - --, g, fiir h 
derart zu wihlen, daB die so entstehenden p Funktionen (2) linear un- 
abhingig werden, so hitte man in der g-Schar p linear unabhingige 
ganze rationale Funktionen gefunden, und es miiBte daher jede Funktion 
der Schar ganz rational sein, womit unser Satz bewiesen wire. 


Die Existenz dieser Funktionen g,,---, 9, la8t sich aber leicht so 
einsehen: Notwendig und hinreichend, damit p Funktionen ¥,, ---, ¥, 
linear unabhiangig sind, ist bekanntlich, daB die aus den Zahlen 

Sf Wn¥_ ak m,n=1,---,p 
gebildete Determinante nicht verschwindet. Bildet man nun diese Deter- 
minante mit den Funktionen (2) fir h=—g,,---,@,, so erhilt man 


wegen (1) den Wert 1. 

Nan kann man nach WeierstraB p ganze rationale Funktionen 9,, ---, 9, 
bestimmen, die sich von g,,---, p, auf der Kugelflache beliebig wenig 
unterscheiden, daher gilt das gleiche von den Integralen 


P(E 98) =f FU) 9fE%')dk, und 9, = [ FI) 9&8) 4k, 
und folglich auch von den Zahlen { 9%, dk und LG uty Uk und der zu- 
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gehérigen Determinante. Letztere Determinante ist also bei geeigneter 
Wahl der g gewiB nicht Null und daher sind die Funktionen », alsdann 
linear unabhingig. 

Ganz analog laBt sich folgende Erweiterung beweisen: 

Satz 2: Sei G eine Kugel um den Nullpunkt (eventuell der ganze 
Raum). Jedes invariante System in G stetiger Funktionen besteht aus ganzen 
rationalen Funktionen von x, y, 2, deren Koeffizienten aber noch von 
Vz? + y* + 2* abhiingen kinnen. 


§ 2. 
Anwendung auf Integralgleichuagen. 


Wir betrachten nun lineare Integralgleichungen, welche im Innern 
emer Kugel um den Nullpunkt des zyz Raumes giiltig sind. Dieses Gebiet 
wollen wir mit G bezeichnen (G kann auch mit dem ganzen Raum iden- 
tisch sein). Der Kern K der Integralgleichung soll eine stetige Funktion 
der beiden Variabelnreihen sein (fiberdies, im Falle G der ganze Raum ist, 
im Unendlichen hinreichend stark verschwinden) und endlich soll K ortho- 
gonalinvariant sein, also nur von den drei Fundamentslinvarianten 


r=Vit+yt+e, n= Vaityites, T=re, + 9 + Ba 


(c—=,---, t= 4,---) 


1 


abhaingen. Ist dv, das Volumelement an der Stelle z,y,2,, so handelt es 
sich also um Gleichungen 


(3) p(xy2) + fer, 11, J) p(%,9,4,)dv, = f(xys). 

(@) 
Was nun zuerst die Lésungen m der homogenen Gleichung, wo / = 0 ist, 
anlangt, so gilt 

Satz 3: Jede Nullisung ist eine ganze rationale Funktion von xyz, 
deren Koeffizienten noch von r abhiingen kinnen. 

In der Tat gibt es unter unsern Voraussetzungen nur endlich viel 
linear unabhaingige Nullésungen und durch orthogonale Transformation von ° 
ays geht jede Nullésung wieder in eine solche tiber. Also bilden die Null- 
lésungen ein invariantes System, wodurch Satz 2 anwendbar wird. 

Offenbar kénnen wir unsern Satz 3 auch unter Benutzung von Kugel- 
funktionen auch so aussprechen: 

Jede Nullisung ist ein lineares Aggregat von endlich vielen Kugelfunk- 
tionen von x, 9, 3, wobei die Koeffizienten Funktionen allein von r sind. 
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Die inhomogene Gleichuny diskutieren wir nur fiir den Fall, daB auch 
die rechte Seite f eine Funktion der eben besprochenen Art ist. Besitzt 
nimlich die inhomogene Gleichung tiberhaupt Lésungen, so kann man sie, 
geeignet normiert, bekanntlich durch den ,,lésenden Kern“ K so darstellen: 


(4) o = f— JK flana)ar,. 


Hierin ist der lésende Kern K wieder eine Orthogonalinvariante, wenn K 
es ist. Unser Hilfssatz aus § 1 liefert dann sofort den 

Satz 4: Ist f cine ganze rationale Funktion von x, y, 3, deren Koeffi- 
sienten von r abhiingen, so hat auch die Lisung gp der betreffenden inhomo- 
genen Gleichung (3) diese Gestalt und der Grad der durch (4) dargestellten 
Lésung ist nicht hiher als der von f.*) 


§ 3. 
Beuutzung von Kugelfuanktionen. 


Die eben abgeleiteten Siitze, deren Giiltigkeit ersichtlich nicht auf 
den dreidimensionalen Raum beschrinkt ist, lassen sich nun unter Heran- 
ziehung der Integraleigenschaften der Kugelfunktionen in wenigen kurzen 
Formeln aussprechen. 

Wir bezeichnen, wie iiblich, mit P(x) die einfache Kugelfunktion 
n‘“* Ordnung, die ja eine ganze rationale Funktion n*” Grades ist. Ferner 
mit Y, eine allgemeine Kugelfunktion n** Ordnung, deren es 2” + 1 linear 
unabhiingige gibt. Als Argument von Y, denken wir uns nicht Polar- 
koordinaten, sondern x, ), 3, die rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten 
des Punktes der Einheitskugel. Alsdann gelten bekanntlich folgende Inte- 
gralrelationen, wobei 6,,, = 0, wenn m+, sonst gleich 1, 


+1 


(5) | P(2)P(a)dz = inti Oa: 
I 


(6) J ¥(E 5 Di, br) Pals +90 + 38) Oh = ry Fu(EVI) Owe 
(7) JS ¥..(c03) ¥,(eya)@k = 0 fir mn. 


Aus (6) folgt nun eine genavere Formulierung unseres Hilfssatzes: 


*) Fiir die Gasgleichung ist dieser Satz, wenn f vom 1. und 2. Grade ist, zuerst 
von Herrn D. Enskog (Dissertation, Upsala 1917) auf anderem Wege bewiesen worden. 
Ich glaube, daS durch meine Darstellung der mathematische Inhalt seiner Uberlegungen 
wie auch ihnlicher Betrachtungen von Maxwell, Boltemann und H. A. Lorentz die ein- 
fachste und gleichzeitig allgemeinste Formulierung findet 
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Fiir jede stetige Funktion F(x) ist 
+1 
(8) SF, +90; + 381) ¥,(E,03,)dk, = 22 ¥, (e993) f F(x) P,(x)dx 
= 


Diese Gleichung gilt nimlich wegen (5) und (6), wenn F(z) eine Kugel 
funktion eines Argumentes ist; da man jede stetige Funktion durch 


Kugelfunktionen gleichmaBig beliebig approximieren kann, gilt sie daher 
allgemein. 


Die Satze 1—4 lassen sich unter Anwendung dieser Formel daun 
etwas einfacher beweisen und fiihren zu folgenden weiteren Resultaten: 

Ein vollstindiges System unabhdngiger Nullisungen der Gleichung (3) 
kann man so auswiahleu, daB es aus Funkt‘onen 


v(r) Y, (x94) 


besteht. Kommt ein bestimmtes Y, dabei vor, so kommen auch alle iibrigen 


2n+1 unabhdngigen Kugelfunktionen darin vor, mit demselben Faktor w(r). 
Ist ferner in der inhomogenen Integralgleichung die rechte Seite f eine 


endliche Summe 
f = >) ¥.(7)Z, (£08). 


wo die Z, linear wnabhaingige Kugelfunktionen sind, so hat die Gleichung 
(wenn sie lisbay ist) cine Lisung 


= (r)Z. (x1 
gy > Pa") Z, (E98) 


Das Problem der Lisung der Gleichung in drei Variabeln ist damit 
zuriickgefiihrt auf die Bestimmung von endlich vielen Funktionen eine 
Variabeln, o,(r). 

Die Bestimmung der Nullésungen der Gleichung 


P\ry2) +f K(r, 7, JF) (4, 4,4,)de, = 0 


wird man daher so vornehmen, daB man zuniichst eine obere Grenze fir 
die Anzahl k der linear unabhingigen Lésungen aus der allgemeinen 
Theorie entnimmt. Dann kénnen offenbar nur Kugelfunktionen solcher 
Ordnung » in der Lésung auftreten, wo 2n+1<k, also n< -7 > ist. 
Setzt man daher versuchsweise 


y = ¥(7) Y,98) 


in die Gleichung ein, so folgt unter Benutzung von (8) fiir w(r) die In- 
tegralgleichung 


(9) vr) +f K,(r, n,)v(r,)ridr, = 0, 
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wobei ry 

K,(r.7,) = aa { K(r, r,, 2)P(a)dz. 
Man hat also nur fiir die endlich vielen Werte n < ’ * * die Gleichung (9) 
za untersuchen. Entsprechend fiibrt die inhomogeue Gleichung auf eine 
inhomogene Gleichung mit dem Kern K,. 

Untersucht. man nach dieser Methode die Gleichung aus der Gas- 
theorie, so gelangt man, wie ich hier erwihnen méchte, zu dem Resultat, 
daB die Wirmeleitungs- und Reibungsglieder sowie auch alle héheren 
noch unbekannten Glieder in der Maxwellschen Funktion sich aus gewéhn- 
lichen linearen Differentialgleichungen bestimmen. Fiir die Berechnung ist 
die Form der Integralgleichung aber geeigneter, und hier liefert eine ge- 
nauere Untersuchung der Eigenwerte in der Tat ein konvergentes Ver- 
fahren, um alle Glieder der Maxwellschen Funktion zu berechnen. Eine 
Darstellung dieser Theorie wird in diesen Annalen erscheinen. 


Basel, Juli 1917 
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Axiomatisches Denken.*) 


Von 


Davip Hitzert in Gottingen. 


Wie im Leben der Vélker das einzelne Volk nur dann gedeihen kann 
weun es auch allen Nachbarvélkern gut geht, und wie das Interesse der 
Staaten es erheischt, daB nicht nur innerhalb jedes einzelnen Staates Ord- 
nung herrsche, sondern auch die Beziehungen der Staaten unter sich gut 
geordnet werden miissen, so ist es auch im Leben der Wissenschaften. In 
richtiger Erkenntnis dessen haben die bedeutendsten Triiger des mathe- 
matischen Gedankens stets groBes Interesse an den Gesetzen und der Orid- 
nung in den Nachbarwissenschaften bewiesen und vor allem zu Gunsten der 
Mathematik selbst von jeher die Beziehungen zu den Nachbarwissenschaften, 
insbesondere zu den groBen Reichen der Physik und der Erkenntnistheorie 
gepflegt. Das Wesen dieser Beziehungen und der Grund ihrer Fruchtbarkeit, 
glaube ich, wird am besten deutlich, wenn ich Ihnen diejenige allgemeine 
Forschungsmethode schildere, die in der neueren Mathematik mehr und 
mehr zur Geltung zu kommen scheint: ich meine die axiomatische Methode. 

Weun wir die Tatsachen eines bestimmten mehr oder minder um- 
fassenden Wissensgebietes zusammenstellen, so bemerken wir bald, dab 
diese Tatsachen einer Ordnung fihig sind. Diese Ordnung erfolgt jedes- 
mal mit Hilfe eines gewissen Fachwerkes von Begriffen in der Weise, dab 
dem einzelnen Gegenstande des Wissensgebietes ein Begriff dieses Fach- 
werkes und jeder Tatsache innerhalb des Wissensgebietes eine logische 
Beziehung zwischen den Begriffen entspricht. Das Fachwerk der Begriffe 
ist nichts Anderes als die Theorie des Wissensgebietes. 

So ordnen sich die geometrischen Tatsachen zu einer Geometrie, die 
arithmetischen Tatsachen zu einer Zahlentheorie, die statischen, mecha- 
nischen, elektrodynamischen Tatsachen zu einer Theorie der Statik, Me- 
chanik, Elektrodynamik oder die Tatsachen aus der Physik der Gase zu 
einer Gastheorie. Ebenso ist es mit den Wissensgebieten der Thermo- 
dynamik, der geometrischen Optik, der elementaren Strahlungstheorie, der 


*) Dieser Vortrag ist in der Schweizerischen mathematischen Gesellschaft am 
11. September 1917 in Ziirich gehalten worden. 
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Warmeleitung oder auch mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der 
Mengenlehre. Ja es gilt von speziellen rein mathematischen Wissens- 
gebieten wie Flichentheorie, Galoisscher Gleichungstheorie, Theorie der 
Primzahlen nicht weniger als fiir manche der Mathematik fern liegende 
Wissensgebiete wie gewisse Abschnitte der Psychophysik oder die Theorie 
des Geldes. 

Wenn wir eine bestimmte Theorie niher betrachten, so erkennen wir 
allemal, daS der Konstruktion des Fachwerkes von Begriffen einige wenige 
ausgezeichnete Siitze des Wissensgebietes zugrunde liegen und diese dann 
allein ausreichen, um aus ihnen nach logischen Prinzipien das ganze 
Fachwerk aufzubauen. 

So geniigt in der Geometrie der Satz von der Linearitaét der Gleichung 
der Ebene und von der orthogonalen Transformation der Punktkoordinaten 
vollstindig, um die ganze ausgedehnte Wissenschaft der Euklidischen Raum- 
geometrie allein durch die Mittel der Analysis zu gewinnen. Zum Auf- 
bau der Zahlentheorie ferner reichen die Rechnungsgesetze und Regeln 
fir ganze Zahlen aus. In der Statik tibernimmt die gleiche Rolle der 
Satz vom Parallelogramm der Krifte, in der Mechanik etwa die Lagrange- 
schen Differentialgleichungen der Bewegung und in der Elektrodynamik 
die Maxwellschen Gleichungen mit Hinzunahme der Forderung der Starr- 
heit und Ladung des Elektrons. Die Thermodynamik 1laBt sich voll- 
stindig auf den Begriff der Energiefunktion und die Definition von 
Temperatur und Druck als Ableitungen nach ihren Variabeln, Entropie 
und Volumen, aufbauen. Im Mittelpunkt der elementaren Strahlungs- 
theorie steht der Kirchhoffsche Satz tiber die Beziehungen zwischen 
Emission und Absorption; in der Wabrscheinlichkeitsrechnung ist das 
Gaubsche Fehlergesetz, in der Gastheorie der Satz von der Entropie 
als negativem Logarithmus der Wabhrscheinlichkeit des Zustandes, in 
der Flichentheorie die Darstellung des Bogenelementes durch die quadra- 
tische Differentialform, in der Gleichnugstheorie der Satz von der Wurzel- 
existenz, in der Theorie der Primzahlen der Satz von der Realitét und 
Hiufigkeit der Nullstellen der Riemannschen Funktion £(#) der grund- 
legende Satz. 

Diese grundlegenden Siatze kénnen von einem ersten Standpunkte aus 
als die Aziome der einselnen Wissensgebiele angesehen werden: die fort- 
schreitende Entwicklung des einzelnen Wissensgebietes beruht dann ledig- 
lich in dem weiteren logischen Ausbau des schon aufgefiihrten Fach- 
werkes der Begriffe. Zumal in der reinen Mathematik ist dieser Stand- 
punkt der vorherrschende, und der entsprechenden Arbeitsweise verdanken 
wir die michtige Entwicklung der Geometrie, der Arithmetik, der Funk- 
tionentheorie und der gesamten Analysis. 
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Somit hatte dann in den genannten Fiillen das Problem der Begriin- 
dung der einzelnen Wissensgebiete eine Lisung gefunden; diese Lésung 
war aber nur eine vorliufige. In der Tat machte sich in den einzelnen 
Wissensgebieten das Bediirfnis geltend, die genannten, als Axiome ange- 
sehenen und zugrunde gelegten Sitze selbst zu begriinden. So gelangte 
man zu ,,Beweisen“ fiir die Linearitét der Gleichung der Ebene und die 
Orthogonalitit der eine Bewegung ausdriickenden Transformation, ferner fiir 
die arithmetischen Rechnungsgesetze, fiir das Parallelogramm der Kriifte, 
fiir die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen und das Kirchhoffsche Ge- 
setz iiber Emission und Absorption, fiir den Entropiesatz und den Satz 
von der Existenz der Wurzeln einer Gleichung. 

Aber die kritische Priifung dieser ,,Beweise“ laBt erkennen, daB sie 
nicht an sich Beweise sind, sondern im Grunde nur die Zuriickfiihrung 
auf gewisse tiefer liegende Sitze erméglichen, die nunmehr ihrerseits an 
Stelle der zu beweisenden Siitze als neue Axiome anzuseben sind. So ent- 
standen die eigentlichen heute sogenannten Axiome der Geometrie, der 
Arithmetik, der Statik, der Mechanik, der Strahlungstheorie oder der Ther- 
modynamik. Diese Axiome bilden eine tiefer liegende Schicht von Axiomen 
gegeniiber derjenigen Axiomschicht, wie sie durch die vorhin genannten 
zuerst zugrunde gelegten Sitze in den einzelnen Wissensgebieten charakte- 
risiert worden ist. Das Verfahren der axiomatischen Methode, wie es 
hierin ausgesprochen liegt, kommt also einer T'icferlegung der Fundamente 
der einzelnen Wissensgebiete gleich, wie cine solche ja bei jedem Gebiiude 
nétig wird in dem Mabe, als man dasselbe ausbaut, héher fihrt und 
dennoch fiir seine Sicherheit birgen will. 


Soll die Theorie eines Wissensgebietes d. h. das sie darstellende Fach- 
werk der Begriffe ihrem Zwecke, nimlich der Orientierung und Ordnung 
dienen, so mu es vornehmlich gewissen zwei Anforderungen geniigen: 
erstens soll es einen Uberblick iiber die Abhdngigkeit baw. Unabhdngigheit 
der Satze der Theorie und zweilens eine Gewabr der Widerspruchslosigkeit 
aller Siaitze der Theorie bieten. Insbesondere sind die Axiome einer jeden 
Theorie nach diesen beiden Gesichtspunkten zu priifen. 

Beschiiftigen wir uns zunichst mit der Abhingigkeit bzw. Unabhiangig- 
keit der Axiome. 

Das klassische Beispiel fir die Priifung der Unabhingigkeit eines 
Axioms bietet das Parallelenaziom in der Geometrie. Die Frage, ob der 
Parallelensatz durch die anderen Axiome schon bedingt ist, verneinte 
Euklid, indem er ihn unter die Axiome setzte. Die Untersuchungsmethode 
Euklids wurde vorbildlich fir die axiomatische Forschung, und seit Euklid 
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ist zugleich die Geometrie das Musterbeispiel fiir eine axiomatisierte 
Wissenschaft tiberhaupt. 

Ein anderes Beispiel fir eine Untersuchung iiber die Abhingigkeit 
der Axiome bietet die klassische Mechanik. Vorliufigerweise konnten, wie 
vorhin bemerkt, die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung als Axiome 
der Mechanik gelten — laBt sich doch auf diese in ihrer allgemeinen 
Formulierung fir beliebige Kriifte und beliebige Nebenbedingungen die 
Mechanik gewiB vollstandig griinden. Bei naherer Untersuchung zeigt sich 
aber, daB beim Aufbau der Mechanik sowohl beliebige Krifte wie belie- 
bige Nebenbedingungen vorauszusetzen unndétig ist und somit das System 
von Voraussetzungen vermindert werden kann. Diese Erkenntnis fiihrt 
einerseits zu dem Axiomensystem von Boltzmann, der nur Kriafte und 
zwar speziell Zentralkrafte, aber keine Nebenbedingungen annimmt und 
dem Axiomensystem von Hertz, der die Kriafte verwirft und mit Neben- 
bedingungen und zwar speziell mit festen Verbindungen auskommt. Diese 
beiden Axiomensysteme bilden somit eine tiefere Schicht in der fort- 
schreitenden Axiomatisierung der Mechanik. 

Nehmen wir bei Begriindung der Galoisschen Gleichungstheorie die 
Existenz der Wurzeln einer Gleichung als Axiom an, so ist dieses sicher 
ein abhingiges Axiom; denn jener Existenzsatz ist aus den arithmetischen 
Axiomen beweisbar, wie zuerst Gau8 gezeigt hat. 

Ahnlich verhilt es sich damit, wenn wir etwa den Satz von der 
Realitat der Nullstellen der Riemannschen Funktion §(¢) in der Prim- 
zahlentheorie als Axiom annehmen wollten: beim Fortschreiten zur tie- 
feren Schicht der reinen arithmetischen Axiome wiirde der Beweis dieses 
Realitétssatzes notwendig sein und dieser erst uns die Sicherheit der wich- 
tigen Folgerungen gewahren, die wir durch seine Postulierung schon jetzt 
fir die Theorie der Primzahlen aufgestellt haben. 

Besonderes Interesse fiir die axiomatische Behandlung bietet die Frage 
der Abhingigkeit der Sitze eines Wissensgebietes von dem Axiom der 
Stetigkest. 

In der Theorie der reellen Zahlen wird gezeigt, daB das Axiom des 
Messens, das sogenannte Archimedische Axiom, von allen tbrigen arith- 
metischen Axiomen unabhingig ist. Diese Erkenntnis ist bekanntlich fir 
die Geometrie von wesentlicher Bedeutung, scheint mir aber auch fir die 
Physik von prinzipiellem Interesse; denn sie fihrt uns zu folgendem Er- 
gebnis: die Tatsache, daB wir durch Aneinanderfiigen irdischer Entfernungen 
die Dimensionen und Entfernungen der Kérper im Weltenraume erreichen, 
d. h. durch irdisches MaB die himmlischen Langen messen kénnen, ebenso 
die Tatsache, daB sich die Distanzen im Atominneren durch das Metermab 
ausdrticken lassen, sind keineswegs bloB eine logische Folge der Site 
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tiber Dreieckskongruenzen und der geometrischen Konfiguration, sondern 
erst ein Forschungsresultat der Empirie. Die Giltigkeit des Archimedischen 
Axioms in der Natur bedarf eben im bezeichneten Sinne gerade so der 
Bestitigung durch das Experiment wie etwa der Satz von der Winkel- 
summe im Dreieck im bekannten Sinne. 

Allgemein méchte ich das Stetigkeitsaxiom in der Physik wie folgt 
formulieren: ,,Wird fiir die Giltigkeit einer physikalischen Aussage irgend 
ein beliebiger Genauigkeitsgrad vorgeschrieben, so lassen sich kleine Bereiche 
angeben, innerhalb derer die fiir die Aussage gemachten Voraussetzungen 
frei variieren diirfen, ohne daB die Abweichung von der Aussage den vor- 
geschriebenen Genauigkeitsgrad iiberschreitet“. Dies Axiom bringt im 
Grunde nur zum Ausdruck, was unmittelbar im Wesen des Experimentes 
liegt; es ist stets von den Physikern angenommen worden, ohne daf es 
bisher besonders formuliert worden ist. 

Wenn man z. B. nach Planck aus dem Axiom der Unmiglichkeit des 
Perpetuum mobile zweiter Art den zweiten Wirmesatz ableitet, so wird 
dabei dieses Stetigkeitsaxiom notwendigerweise benutzt. 

DaB in der Begriindung der Statik beim Beweise des Satzes vom 
Parallelogramm der Krifte das Stetigkeitsaxiom notwendig ist — wenig- 
stens bei einer gewissen niichstliegenden Auswahl der tibrigen Axiome — 
hat Hamel auf eine sehr interessante Weise durch Heranziehung des Satzes 
von der Wohlordnungsfihigkeit des Kontinuums gezeigt. 

Die Axiome der klassischen Mechanik kénnen eine Tieferlegung er- 
fahren, wenn man sich vermige des Stetigkeitsaxioms die kontinuierliche 
Bewegung in kurz aufeinanderfolgende geradlinig gleichférmige stiickweise 
durch Impulse hervorgerufene Bewegungen zerlegt denkt und dann als 
wesentliches mechanisches Axiom das Bertrandsche Mazximalprinzip ver- 
wendet, demzufolge nach jedem StoB die wirklich eintretende Bewegung 
stets diejenige ist, bei welcher die kinetische Energie des Systems ein 
Maximum wird gegeniiber allen mit dem Satz von der Erhaltung der 
Energie vertraiglichen Bewegungen. 

Auf die neuesten Begriindungsarten der Physik, insbesondere der 
Elektrodynamik, die ganz und gar Kontinuumstheorien sind und dem 
gem&i8 die Stetigkeitsforderung in weitestem MaBe erheben, michte ich 
hier nicht eingehen, weil diese Forschungen noch nicht gentigend abge- 
schlossen sind. 

Wir wollen nun den zweiten der vorhin genannten Gesichtspunkte, 
nimlich die Frage nach der Widerspruchslosigkeit der Axiome priifen; 
diese ist offenbar von héchster Wichtigkeit, weil das Vorhandensein eines 


Widerspraches in einer Theorie offenbar den Bestand der ganzen Theorie 
gefabrdet. 
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Die Erkenntnis der inneren Widerspruchslosigkeit ist selbst bei langst 
anerkannten und erfolgreichen Theorien mit Schwierigkeit verbunden: ich 
erinnere an den Umkehr- und Wiederkehreinwand in der kinetischen Gas- 
theorie. 

Oftmals passiert es, daB die innere Widerspruchslosigkeit einer Theorie 
als selbstverstindlich angesehen wird, waihrend in Wahrheit tiefe mathe- 
matische Entwicklungen zu dem Nachweise nétig sind. Als Beispiel be- 
trachten wir ein Problem aus der elementaren Theorie der Warmeleitung, 
nimlich die Temperaturverteilurg innerhalb eines homogenen Kérpers, 
dessen Oberfliche auf einer bestimmten von Ort zu Ort variierenden Tem- 
peratur gebalten wird: alsdann enthalt in der Tat die Forderung des Be- 
stehens von Temperaturgleichgewicht keinen inneren Widerspruch der 
Theorie. Zur Erkenntnis dessen ist aber der Nachweis nétig, dab die be- 
kannte Randwertaufgabe der Potentialtheorie stets lisbar ist; denn erst 
die Lésung dieser Rundwertaufgabe zeigt, dab eine der Wirmeleitungs- 
gleichung geniigende Temperaturverteilung iberhaupt méglich ist. 

Aber zumal in der Physik geniigt es nicht, wenn die Satze einer 
Theorie unter sich in Einklang stehen; vielmehr ist noch die Forderung 
zu erhbeben, daB sie auch den Sitzen eines benachbarten Wissensgebietes 
niemals widersprechen. 

So liefern, wie ich kiirzlich zeigte, die Axiome der elementaren Strah- 
iungstheorie auBer der Begrtindung des Kirchhoffschen Satzes iiber Emission 
und Absorption noch einen speziellen Satz tiber Reflexion und Brechung 
einzelner Lichtstrahlen, nimlich den Satz: Wenn zwei Strahlen natiirlichen 
Lichtes und gleicher Energie von je einer Seite her auf die Trennungs- 
fliche 2zweier Medien in solchen Richtungen auffallen, daB der eine Strahl 
pach seinem Durchtritt, der andere nach seiner Reflexion dieselbe Rich- 
tung aufweist, so ist der durch die Vereinigung entstehende Strahl wieder 
von natiirlichem Licht und gleicher Energie. Dieser Satz ist — wie sich 
in der Tat zeigt — mit der Optik keineswegs in Widerspruch, sondern 
kann als Folgerung aus der elektromagnetischen Lichttheorie abgeleitet 
werden. 

Die Resultate der kinetischen Gastheorie steben bekanntlich mit der 
Thermodynamik in bestem Einklang. 

Ebenso sind elektromagnetische Trdgheit und Einsteinsche Gravitation 
mit den entsprechenden Begriffen der klassischen Theorien vertriglich, in- 
sofern diese letzteren als Grenzfille der allgemeineren Begriffe in den 
neuen Theorien aufzufassen sind. 

Dagegen hat die moderne Quantentheorie und die fortschreitende Er- 
kenntnis der inneren Atomstruktur zu Gesetzen gefthrt, die der bisherigen 
wesentlich auf den Maxwellschen Gleichungen aufgebauten Elektrodynamik 
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geradezu widersprechen; die heutige Elektrodynamik bedarf daher — wie 
jedermann anerkennt — notwendig einer neuen Grundlegung und wesent 
lichen Umgestaltung. 

Wie man aus dem bisher Gesagten ersieht, wird in den physika- 
lischen Theorien die Beseitigung sich einstellender Widerspriiche stets 
durch verinderte Wahl der Axiome erfolgen miissen und die Schwierig- 
keit besteht darin, die Auswahl so zu treffen, daB alle beobachteten phy- 
sikalischen Gesetze logische Folgen der ausgewahlten Axiome sind. 

Anders verhilt es sich, wenn in rein theoretischen Wissensgebieten 
Widerspriiche auftreten. Das klassische Beispiel fiir ein solches Vorkommnis 
bietet die Mengentheorie und zwar insbesondere das schon auf Cantor zu- 
riickgehende Paradozon der Menge aller Menyen. Dieses Paradoxon ist so 
schwerwiegend, daB sehr angesehene Mathematiker, z. B. Kronecker und 
Poincaré, sich durch dasselbe veranlaBt fiihlten, der gesamten Mengen- 
theorie — einem der fruchtreichsten und kriiftigsten Wissenszweige der 
Mathematik tiberhaupt — die Existenzberechtigung abzusprechen. 

Auch bei dieser prekiiren Sachlage brachte die axiomatische Methode 
Abhilfe. Es gelang Zermelo, indem er durch Aufstellung geeigneter Axiome 
einerseits die Willkir der Definitionen von Mengen und andererseits die 
Zulissigkeit von Aussagen tiber ihre Elemente in bestimmter Weise 
beschrankte, die Mengentheorie derart zu entwickeln, daB die in Rede 
stehenden Widerspriiche wegfallen, daB aber trotz der auferlegten Be- 
schrinkungen die Tragweite und Anwendungsfahigkeit der Mengentheorie 
die gleiche bleibt. 

In allen bisherigen Fillen handelte es sich um Widerspriiche, die sich 
im Verlauf der Entwicklung einer Theorie herausgestellt hatten und zu 
deren Beseitigung durch Umgestaltung des Axiomensystems die Not dringte. 
Aber es gentigt nicht, vorhandene Widerspriiche zu vermeiden, wenn der 
durch sie gefahrdete Ruf der Mathematik als Muster strengster Wissen- 
schaft wiederhergestellt werden soll: die prinzipielle Forderung der Axio- 
menlehre muB vielmehr weitergehen, naimlich dahin, zu erkennen, dab 
jedesmal innerhalb eines Wissensgebietes auf Grund des aufgestellten 
Axiomensystems Widerspriiche tiberhaupt unmdglich sind. 

Dieser Forderung entsprechend habe ich in den Grundlagen der Geo- 
metrie die Widerspruchslosigkeit der aufgestellten Axiome nachgewiesen, 
indem ich zeigte, daB jeder Widerspruch in den Folgerungen aus den 
geometrischen Axiomen notwendig auch in der Arithmetik des Systems 
der reellen Zahlen erkennbar sein miBte. 

Auch fiir die physikalischen Wissensgebiete geniigt es offenbar stets, 
die Frage der inneren Widerspruchslosigkeit auf die Widerspruchslosigkeit 
der arithmetischen Axiome zurtickzufiihren. So zeigte ich die Wider- 
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spruchslosigkeit der Axiome der elementaren Strahlungstheorie, indem ich 
fir dieselbe das Axiomensystem aus analytisch unabhingigen Stiicken 
aufbaute — die Widerspruchslosigkeit der Analysis dabei voraussetzend. 

Abnlich darf und soll man unter Umstinden beim Aufbau einer 
mathematischen Theorie verfahren. Haben wir beispielsweise bei Entwick- 
lung der Galoisschen Gruppentheorie den Satz von der Wurzelexistenz oder 
in der Theorie der Primzahlen den Satz von der Realitdét der Nullstellen 
der Riemannschen Funktion &(#) als Axiom betrachtet, so liuft jedesmal 
der Nachweis der Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems eben darauf 
hinaus, den Satz von der Wurzelexistenz bzw. den Riemannschen Satz 
tiber die Funktion &(¢) mit den Mitteln der Analysis zu beweisen — und 
damit erst ist die Vollendung der Theorie gesichert. 

Auch die Frage der Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems fiir 
die reellen Zahlen \aBt sich auf die naimliche Frage fir die ganzen Zahlen 
zurlickfihren: dies ist das Verdienst der Theorien der Irrationalzahlen von 
WeierstraB und Dedekind. 

Nur in zwei Fallen namlich, wenn es sich um die Axiome der ganzen 
Zahlen selbst und wenn es sich um die Begriindung der Mengenlehre 
handelt, ist dieser Weg der Zurickfihrung auf ein anderes spezielleres 
Wissensgebiet offenbar nicht gangbar, weil es auBer der Logik tiberhaupt 
keine Disziplin mehr gibt, auf die alsdann eine Berufung méglich wire. 

Da aber die Priifung der Widerspruchslosigkeit eine unabweisbare 
Aufgabe ist, so scheint es nétig, die Logik selbst zu axiomatisieren 
und nachzuweisen, daB Zablentheorie, sowie Mengenlehre nur Teile der 
Logik sind. 

Dieser Weg, seit langem vorbereitet — nicht zum mindesten dureli 
die tiefgehenden Untersuchungen von Frege — ist schlieBlich am erfolg- 
reichsten durch den scharfsinnigen Mathematiker und Logiker Russell ein- 
geschlagen worden. In der Vollendung dieses grofziigigen Russellschen 
Unternehmens der Aziomatisierung der Logik .kénnte man die Krénung 
des Werkes der Axiomatisierung itiberhaupt erblicken. 

Diese Vollendung wird indessen noch neuer und vielseitiger Arbeit 
bediirfen. Bei niherer Uberlegung erkennen wir nimlich bald, daB die 
Frage der Widerspruchslosigkeit bei den ganzen Zahlen und Mengen nicht 
eine fir sich alleinstehende ist, sondern einem groBen Bereiche schwierigster 
erkenntnistheoretischer Fragen von spezifisch mathematischer Farbung 
angehért: ich nenne, um diesen Bereich von Fragen kurz zu charakter- 
sieren, das Problem der prinzipiellen Lisbarkeit einer jeden mathematischen 
Frage, das Problem der nachtriglichen Kontrollierbarkeit des Resultates 
einer mathematischen Untersuchung, ferner die Frage nach einem Kriterium 
fiir die Einfachheit von mathematischen Beweisen, die Frage nach dem 
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Verhaltnis zwischen IJnhaltlichkeit und Formalismus in Mathematik und 
Logik und endlich das Problem der Pntscheidbarkeit einer mathematischen 
Frage durch eine endliche Anzahl von Operationen. 

Wir kénnen uns nun nicht eher mit der Axiomatisierung der Logik 
zufrieden geben, als bis alle Fragen dieser ‘Art in ihrem Zusammenhange 
verstanden und aufgeklirt sind. 

Unter den genannten Fragen ist die letzte, nimlich die Frage nach 
der Entscheidbarkeit durch eine endliche Anzahl von Operationen die be 
kannteste und die am hiufigsten diskutierte, weil sie das Wesen des 
mathematischen Denkens tief beriihrt. 

Ich méchte das Interesse fiir sie zu vermehren suchen, indem ich 
auf einige speziellere mathematische Probleme hinweise, in denen sie eine 
Rolle spielt. 

In der Theorie der algebraischen Invarianten gilt bekauntlich der 
Fundamentalsatz, daB es stets eine endliche Anzahl von ganzen rationalen 
Invarianten gibt, durch die sich alle tibrigen solchen Invarianten in 
ganzer rationaler Weise darstellen lassen. Der erste von mir angegebene 
allgemeine Beweis fir diesen Satz befriedigt, wie ich glaube, unsere An- 
spriiche, was Kinfachheit und Durchsichtigkeit anlangt, vollauf; es ist 
aber unmdglich, diesen Beweis so umzugestalten, daB wir durch ihn eine 
angebbare Grenze fiir die Anzahl der endlich vielen Invarianten des vollen 
Systems erhalten oder gar zur wirklichen Aufstellung derselben gelangen. 
Es sind vielmehr ganz anders geartete Uberlegungen und neue Prinzipien 
notwendig geweseu, um zu erkennen, daS die Aufstellung des vollen 
Invariantensystems lediglich Operationen erfordert, deren Anzahl endlich 
ist und unterhalb einer vor der Rechnung angebbaren Grenze liegt. 

Das gleiche Vorkommnis bemerken wir an einem Beispiel aus der 
Fléchentheorie. In der Geometrie der Flichen vierter Ordnung ist es eine 
fundamentale Frage, aus wie vielen von einander getrennten Minteln eine 
solche Flache héchstens bestehen kann. 

Das Erste bei der Beantwortung dieser Frage ist der Nachweis, dab 
die Anzahl der Flachenmiintel endlich sein muB; dieser kann leicht auf 
fanktionentheoretischem Wege, wie folgt, geschehen. Man nehme das 
Vorhandensein unendlich vieler Mintel an und wihle dann innerhalb 
eines jeden durch einen Mantel begrenzten Raumteiles je einen Punkt 
aus. Eine Verdichtungsstelle dieser unendlich vielen ausgewihlten Punkte 
wiirde dann ein Pankt von solcher Singularitét sein, wie sie fir eine 
algebraische Fliiche ausgeschlossen ist. 

Dieser fanktionentheoretische Weg fihrt auf keine Weise zu einer 
oberen Grenze fiir die Anzahl der Flichenmintel; dazu bedarf es vielmehr 
gewisser Uberlegungen tiber Schnittpunktsanzahlen, die dann schlieB 
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lich lehren, daB die Anzahl der Mintel gewif nicht gréBer als 12 sein 
kann. 

Die zweite von der ersten giinzlich verschiedene Methode laB8t sich 
ikrerseits nicht dazu anwenden und auch nicht so umgestalten, daB sie 
die Entscheidung erméglicht, ob eine Fliche 4°* Ordnung mit 12 Mianteln 
wirklich existiert. 

Da eine quaternire Form 4" Ordnung 35 homogene Koeffizienten 
besitzt, so kénnen wir uns eine bestimmte Fliche 4'* Ordnung durch 
einen Punkt im 34-dimensionalen Raume veranschaulichen. Die Diskrimi- 
nante der quaterniren Form 4* Ordnung ist vom Grade 108 in den 
Koeffizienten derselben; gleich Null gesetzt, stellt sie demnach im 
34-dimensionalen Raume eine Fiiiche 108%" Ordoung dar. Da die Koffi- 
zienten der Diskriminante selbst bestimmte ganze Zahlen sind, so laBt 
sich der topologische Charakter der Diskriminantenfliche nach den Regeln, 
die uns fiir den 2- und 3-dimensionalen Raum geliiufig sind, genau fest- 
stellen, so daB wir iiber die Natur und Bedeutung der einzelnen Teil- 
gebiete, in die die Diskriminantenfliche den 34-dimensionalen Raum zer- 
legt, genaue Auskunft erhalten kinnen. Nun besitzen die durch Punkte 
des namlichen Teilgebietes dargestellten Fliichen 4°* Ordnung gewiB alle 
die gleiche Mintelzahl, und es ist daher méglich, durch eine endliche, 
wenn auch sehr miihsame und langwierige Rechnung, festzustellen, ob 
eine Fliche 4‘* Ordnung mit »<12 Miinteln vorhanden ist oder nicht. 

Die eben angestellte geometrische Betrachtung ist also ein dritter 
Weg zur Behandlung unserer Frage nach der Héchstzah! der Mantel einer 
Fliche 4° Ordnung. Sie beweist die Entscheidbarkeit dieser Frage durch 
eine endliche Anzahl von Operationen. Prinzipiell ist damit eine bedeu- 
tende Férderung unseres Problems erreicht: dasselbe ist zuriickgefiihrt 
auf ein Problem von dem Range etwa der Aufgabe, die 100° Ziffer 
der Dezimalbruchentwicklung von z zu ermitteln — einer Aufgabe, deren 
Lésbarkeit offenbar ist, deren Lésung aber unbekannt bleibt. 

Vielmehr bedurfte es einer von Rohn ausgefiihrten tiefgehenden schwie- 
rigen algebraisch-geometrischen Untersuchung, um einzusehen, da8 bei 
einer Fliche 4** Ordnung 11 Mantel nicht méglich sind; 10 Mantel dagegen 
kommen wirklich vor. Erst diese vierte Methode bringt somit die vollige 
Lisung des Problems. 

Diese speziellen Ausfiihrungen zeigen, wie verschiedenartige Beweis- 
methoden auf dasselbe Problem anwendbar sind, und sollen nahelegen, 
wie notwendig es ist, das Wesen des mathematischen Beweises an sich 
zu studieren, wenn man solche Fragen, wie die nach der Entscheidbarkeit 
durch endlich viele Operationen mit Erfolg aufkliren will. 

Alle solchen prinzipiellen Fragen, wie ich sie vorhin charakterisierte 
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und unter denen die eben behandelte Frage nach der Entscheidbarkeit 
durch endlich viele Operationen nur die letztgenaunte war, scheinen mir 
ein wichtiges, neu zu erschlieBendes Forschungsfeld zu bilden, und zur 
Eroberung dieses Feldes miissen wir — das ist meine Uberzeugung — den 
Begriff des spezifisch mathematischen Beweises selbst zum Gegenstand 
einer Untersuchung machen, gerade wie ja auch der Astronom die Be- 
wegung seines Standortes beriicksichtigen, der Physiker sich um die Theorie 
seines Apparates kiimmern muB und der Philosoph die Vernunft selbst 
kritisiert. 

Die Durehfiihrung dieses Programms ist freilich gegenwirtig noch 
eine uugeléste Aufgabe. 

Zum Schlusse méchte ich in einigen Sitzen meine allgemeine Auf- 
fassung vom Wesen der axiomatischen Methode zusammenfassen. 

Ich glaube: Alles, was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens 
iiberhaupt sein kann, verfillt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist, 
der axiomatischen Methode und damit mittelbar der Mathematik. Durch 
Vordringen zu immer tieferliegender Schichten von Axiomen im vorhin 
dargelegten Sinne gewinnen wir auch in das Wesen des wissenschaftlichen 
Denkens selbst immer tiefere Einblicke und werden uns der Einheit unseres 
Wissens immer melr bewuBt. In dem Zeichen der axiomatischen Methode 


erscheint die Mathematik berufen zu einer fiihrenden Rolle in der Wissen- 
schaft tiberhaupt. 


28° 
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Bericht tiber den Stand der Herausgabe von Gau8’ Werken. 


Zwélfter Bericht*). 
Von 


Fecirx Kiem in Gottingen. 


Seit unserem letzten (elften) Bericht konnten die Arbeiten an den 
noch ausstehenden Banden von Gauf’ Werken, trotz den durch den Krieg 
bedingten Hemmungen mannigfacher Art, riistig geférdert werden. Der 
Druck der ersten Abteilung des Bandes X ist so gut wie abgeschlossen; 
wir geben dartiber weiter unten einen ausfihrlichen Bericht. Von der 
zweiten Abteilung eben dieses Bandes, die die Aufsitze tiber GauB’ wissen- 
schaftliche Titigkeit auf den Gebieten der Reinen Mathematik enthalten 
soll (die jedoch, soweit dies noch nicht geschehen, nach dem friiher dar- 
gelegten Plan zuerst in den ,,Materialien fiir eine wissenschaftliche Bio- 
graphie von GauB“ erscheinen werden), sind die zehn ersten Bogen mit 
dem Aufsatze von P. Bachmann ,,Uber Gauf’ zahlentheoretische Arbeiten“ 
fertig gedruckt. Auch der Druck der ersten Abteilung des der An- 
gewandten Mathematik gewidmeten Bandes XI hat mit Amtlichen Be- 
richten, NachlaBstticken und Briefstellen zur Physik begonnen, die C]. Schaefer 
bearbeitet und von denen bereits etwa zehn Bogen gesetzt sind. Auf die 
physikalischen Stiicke sollen in diesem Bestandteile X11 die in den Banden 
Vi und VII noch nicht enthaltenen astronomischen Stiicke folgen (vgl. den 
siebenten Bericht, Nachrichten 1906, Geschafti. Mitteilungen, S. 109 — Math. 
Ann. 63), waibrend die zweite Abteilung des Bandes XI die Aufsitze tber 
GauB’ wissenschaftliche Tatigkeit auf den Gebieten der Physik, Astronomie 
und Geodasie enthalten wird.**) Die allgemeine Lebensbeschreibyng, der 
Aufsatz ,GauB8 als Mitglied der Universitit Gittingen“, umfassende Re- 
gister usw. bilden den fiir den Band XII vorbehaltenen Stoff. Damit 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten von der Kénigl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gottingen, Geschiftliche Mitteilungen 1917, I. — Vgl. den elften Bericht 
Math. Ann. 77, 8. 308—3806. 

**) Ein Ausschnitt aus dem von A. Galle verfaBten geodiatischen Aufsatze erscheint 
demnichst mit der Uberschrift ,Gau8 als Zahlenrechner* als Teil der ,Materialien“ in 
den Nachrichten der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften. 
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wiirde dann das Gesamtunternehmen der GauBausgabe zum Abschlusse 
gebracht sein. Aber selbstverstiindlich diirfen die vorstehenden Angaben 
nicht als durchaus verbindlich gelten Immerhin ist eine besonders er- 
freuliche Wendung zu verzeichnen: 

Vor einigen Monaten ist der Generalredaktor der GauBausgabe M. Brendel 
aus franzésischer Gefangenschaft heimgekehrt; da ihm auch die Bearbei- 
tung der astronomischen Teile und der allgemeinen Lebensbeschreibung 
obliegt, so erscheint durch seine Heimkehr die stetige Fortfihrung der 
Arbeiten an den Banden XI und XII wieder gesichert. Zur teilweisen 
Entlastung Brendels und damit zur Férderung dieser Arbeiten soll es 
ferner beitragen, daB L. Schlesinger, der wahrend der zweijaéhrigen Ab- 
wesenheit Brendels die allgemeinen Redaktionsgeschiifte in dankenswertester 
Weise versehen hat, von nun ab neben Brendel in die Generalredaktion 
eintritt. 

Uber die demniichst auszugebende erste Abteilung des Bandes X be- 
richtet Schlesinger das folgende: 

»Ver Teilband X 1 umfaBt etwa 73 Druckbogen; er wird eriffnet 
mit einigen kleineren Veréffentlichungen von GauB, die bisher in den 
Werken nicht wiederabgedruckt waren. Es folgen NachlaBstiicke und 
Briefstellen zur Arithmetik, Algebra, Analysis und Geometrie, dann aber 
als Hauptstiick GauBb’ Tagebuch oder Notizenjournal (aus den Jabren 1796 
bis 1814) in photographischer Nachbildung und im Abdruck mit aus- 
fihrlichen Erliuterungen. 

Bei der Auswahl der zum Abdruck gebrachten Stiicke aus dem 
NachlaB und dem Briefwechsel leitete uns das Bestreben, nach Méglich- 
keit ein vollstandiges Bild von der Entwicklung des GauBschen Gedanken- 
ganges zu geben; dasselbe Ziel verfolgen auch die Bemerkungen der Heraus- 
geber. Ohne hier auf Einzelheiten eingehn zu wollen, mégen auBer den schon 
im XI. Bericht (Nachrichten, 1915, Geschaftl. Mitteilungen S. 22—25 — Math. 
Ann. 77) angefiihrten Stiicken noch die folgenden besonders hervorge- 
hoben werden: in der Arithmetil, die bereits im IX. Bericht (diese Nach- 
richten, 1911, Geschiiftliche Mitteilungen, S. 26—32 = Math. Ann. 71) von 
P. Bachmann mitgeteilten und erliuterten ,,Asymptotischen Gesetze der 
Zahlentheorie* sowie die Skizze eines Beweises fiir das Reziprozititsgesetz 
der biquadratischen Reste, der auf die Kreisteilung gegriindet ist; in 
der Algebra bemerkenswerte Briefstellen zur Siebzehnteilung des Kreises; 
in der Geometrie Ansiitze zur nichteuklidischen Trigonometrie und zur 
Geometrie der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten; in der Analysis 
die Vorarbeiten zu einer von Gau8 geplanten gréBeren Abhandlung ,,Uber 
die Convergenz der Reihen, in welche die periodischen Functionen einer 
veriinderlichen GréBe entwickelt werden kénnen“, wobei Gau8 unter Kon- 
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vergene das asympfotische Verhalten der Reihenglieder fiir groBe Werte 
des Stellenzeigers versteht. 

»Uber diese Vorarbeiten sei noch folgendes bemerkt. In seiner 
Lebensbeschreibung Riemanns berichtet Dedekind (Riemanns Werke, 2. Auf- 
lage, 1891, S. 545), daB GauB, als Riemann ihn 1851 vor der miindlichen 
Doktorpriifung besuchte, geiiuBert habe, er bereite seit Jahren eine Schrift 
vor, die denselben Gegenstand behandele, wie Riemanns Inauguraldisser- 
tation, sich aber freilich nicht darauf beschrinke. Die Bruchstiicke dieser 
Schrift liegen jetet vor uns; sie zeigen uns ganz neue Seiten von Gauf’ 
Forschertitigkeit auf dem Gebiete der Analysis und bilden gewissermaBen 
ein Seitenstiick zu GanB’ bekannten Untersuchungen zur Lehre von den 
elliptischen Funktionen. Hier wie dort reichen die Untersuchungen in 
ihren Anfangen bis in die friihe Jugendzeit von GauB zuriick und be 
gleiten ihn sein ganzes Leben hindurch bis in die fiinfziger Jahre des 
XIX. Jahrhunderts. Sie beriihren Fragen wie z. B. die Summation diver- 
genter Reihen und deren Bedeutung fiir asymptotische Wertbestimmungen, 
das Verhalten von Potenzreihen in singuliiren Stellen des Konvergenz- 
kreises, Anfange des sogenannten ,,Infinitirkalkiils“, Betrachtungen zur 
Mengenlehre und Analysis situs, lauter Gegenstiinde, die erst lange nach 
GauB’ Tode durch neuzeitliche Mathematiker planmaBig bearbeitet worden 
sind. DaB GauB bei Lebzeiten iiber diese Untersuchungen nichts bekannt 
gemacht hat, liegt — wie bei den elliptischen Funktionen — wahrschein- 
lich daran, daB ihm die fir eine einheitliche Darstellung erforderlichen 
Hilfsmittel gefehlt haben. Im Zusammenhang mit diesen Untersuchungen 
gelang auch die Erklirung einer Reihe von Tagebuchaufzeichnungen, die 
beim ersten Abdruck des Tagebuchs (1901)*) ohne Erlauterung geblieben 
waren. 

»Da die meisten der in diesem Bandteile veréffentlichten Nachlab- 
stiicke sehr liickenhaft sind, vielfach aus bloBen Formeln bestehen, muBten 
die Erlauterungen ausfiihrlich gefaBt werden; auch glaubten wir bei 
solehen Stellen, wo es sich um die Bestitigung GauSscher Aussagen 
handelte, die uns ohne Beweis iiberliefert sind, die Einheitlichkeit des 
Stils der Bequemlichkeit des Lesers opfern zu miissen, indem wir den 
Grandsatz, Bezugnahme auf nachgauBische Schriftsteller zu vermeiden, 
nicht immer durchfiihrten. — In geschichtlicher Beziehung mige auf 
die zahlreichen Ausziige aus noch ungedruckten Briefen von GauB und 
an GauB hingewiesen werden, namentlich auf Briefe von Joh. Friedrich 
Pfaff, die uns freilich nur einen schwachen Ersatz bieten fir die leider 
noch immer nicht wiedergefundenen Briefe von Gau8 an Pfaff. 


*) In der »Festschrift zur Feier des hundertfiinfzigjahrigen Bestehens der K. Ge- 
sellschaft der Wissenschaften* (— Math. Ann. 57). 
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»Was die Bearbeitung des Bandteils X 1 angeht, so erfolgte die Aus- 
wahl der arithmetischen NachlaBstiicke im Einvernehmen mit P Bach- 
mann, der auch die Erklarung der meisten dieser Stiicke tibernommen 
hat. Die Geometrie hat P. Stickel bearbeitet. Die Herausgabe der tbrigen 
Teile und die allgemeine Redaktion des ganzen Bandteils wurde von 
L. Schlesinger besorgt, den dabei, wie an den betreffenden Stellen kennt- 
lich gemacht ist, eine Reihe von Fachgenossen unterstiitzt hat. So haben 
zu den Erliiuterungen der algebraischen NachlaBstiicke F. Klein und 
A. Loewy, zu denen der analytischen Stiicke L. v. David, L. Fejér, J. Horn, 
K. Schwering und P. Stickel Beitrige geliefert; bei der Erklirung des 
Tagebuchs haben P. Bachmann die arithmetischen, A. Loewy die alge- 
braischen und chronologischen, I’. Stickel die geometrischen und mechani- 
schen, M. Brendel und A. Galle die astronomischen Notizen erliutert. 
Die Erklirung vieler analytischer, namentlich der auf elliptische Funk- 
tionen beziiglichen Notizen konnte auf die von F. Klein in der ersten 
Ausgabe des Tagebuchs gegebenen Anmerkungen aufgebaut werden, bei 
andern haben J. Horn, O. Perron und P. Stickel mitgewirkt. Was aber 
durch Anfiihrung an einzelnen Stellen nicht zum Ausdruck gebracht werden 
kann, sind die Anregungen, die iiberhaupt von jener ersten Ausgabe des 
Tagebuchs durch F. Klein ausgegangen sind, und die schlieBlich auf die 
ganze Auswabl der die elliptischen Funktionen betreffenden NachlaBstiicke 
eingewirkt haben, ferner die auf der genauesten Kenntnis des Nachlasses 
beruhenden Vorarbeiten und Ratschliige von M. Brendel, endlich die nie 
ermiidende Teilnahme und Kritik, mit der F. Klein und P. Stickel den 
Druck des ganzen Bandteils begleitet haben, iiberall ratend, bessernd und 
helfend. An die Stelle einer mehr subjektiven Deutung ist jetzt tiberall 
das Urteil auf Grund zuverlissigen Materials getreten. F. Engel hat beim 
Lesen der Probeabziige vielfach helfend eingegriffen, ferner haben uns bei 
geschichtlichen und literarischen Einzelfragen G. Enestrém, H. GraBmann, 
A. Gutzmer, O. Holder, A. Krazer, H. Liebmann, H. v. Mangoldt, 0. Rausen- 
berger, I’. Rudio, bei philologischen Fragen K. Ebel, Rt. Fritzsche, K. Kalb- 
fleisch unterstiitzt. Bei der Beschaffung und Aufbewahrung der Hand- 
schriften und der erforderlichen Biicher sind uns J. Hartmann als der 
Vorsteher des GauBarchivs, ferner die Verwaltungen der Universitiits- 
bibliotheken zu GieBen, Géttingen und Heidelberg, der Kéniglichen Biblio- 
thek zu Berlin und der Bibliothek der Technischen Hochschule zu Aachen 
stets hilfsbereit entgegengekommen. DaB die Dieterichsche Universitits- 
Druckerei den Druck ohne erhebliche Stérung zu Ende fihren konnte, 
verdient in dieser harten Kriegszeit besondere Anerkennung. Die Nach- 
bildang des Tagebuchs hat die Firma B. G. Teubner in Leipzig besorgt.“ 














